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PRÉFACE À L'ÉDITION FRANÇAISE 


En France les mathématiques et la physique mathématique 
se distinguent par de belles traditions et des réalisations remar- 
quables. Cauchy, Galois, Lagrange, Ampère, ou, plus près de notre 
époque, Poincaré, Hadamard, Bourbaki..., quel théoricien de la 
physique ne se sentira pris d’admiration en entendant ces grands 
noms | 

Aussi est-ce un grand honneur pour nous que de voir paraître 
en français notre modeste ouvrage. 

Un point original du présent livre, qui le distingue des manuels 
et monographies existant en France, est la façon dont il présente 
le matériel. Les auteurs ont voulu être simples et accessibles au 
possible. Tout en appelant au bon sens et à l’intuition du lecteur, 
ils cherchent de leur part à cultiver en lui ces qualités, dont le 
rôle est loin de diminuer à notre époque, époque des'ordinateurs, 
des sciences spécialisées au plus haut point et de la pression des 
mass media. 

Plutôt qu'un manuel, cet ouvrage se veut livre de lecture. A 
travers des exemples tout simples empruntés à la physique, des 
problèmes mathématiques des plus divers, les auteurs initient le 
lecteur aux idées et méthodes largement répandues de nos jours 
dans les applications mathématiques à la physique, à la technique 
et à certains autres domaines. Quelqües-unes de ces idées et méthodes 
(par exemple l’utilisation de la fonction delta, le principe de super- 
position, l’établissement des expressions asymptotiques, etc.) ne sont 
pas suffisamment éclairées dans les manuels classiques de mathé- 
matiques destinés aux non-mathématiciens. Puisse donc notre ouvrage 
en constituer une sorte de complément ! Notre but a été de rendre 
plus claires les idées maîtresses des méthodes mathématiques et les 
lois générales régissant les phénomènes considérés. Aussi avons-nous 
sacrifié dans la mesure du possible les démonstrations formelles, 
les exceptions et tout facteur compliquant le tableau général en 
insistant en revanche par endroits sur la nature physique des pro- 
CeSSUS. 
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Le lecteur est supposé connaître les éléments du Calcul diffé- 
rentiel et intégral en ce qui concerne les fonctions d’une variable, 
y compris le développement de ces fonctions en séries de puissances, 
et savoir appliquer ces connaissances (qui seules sont nécessaires 
en l'occurrence) à la résolution de problèmes physiques. 

La table des matières ci-dessus renseigne on ne peut mieux 
sur le contenu du livre. Celui-ci ne sera pas obligatoirement lu d’un 
bout à l’autre: le lecteur s’adressera directement aux sections qui 
l’intéresseront, n’en consultera d’autres que sur l'invitation expresse. 
Au commencement de certains chapitres et paragraphes, on énumère 
donc les questions à récapituler. La numérotation des paragraphes 
et des formules se renouvelle avec chaque chapitre; dans le cadre 
d’un même chapitre son numéro n'est pas mentionné. 

L'ouvrage sera utile aux futurs ingénieurs, physiciens et autres 
spécialistes qui le compulseront pour compléter leur cours classique 
de mathématiques. Il permettra à un praticien d'approfondir ses 
connaissances dans telle ou telle branche mathématique. 

Un texte hétérogène est certes difficile à assimiler. Générale- 
ment, ne le lit dans un but bien déterminé que quiconque doit résou- 
dre un problème posé par la vie. Or, un tel lecteur est enclin à sauter 
tout ce qui n’est pas son problème. 

Des questions se posent alors: vaut-il la peine de lire un livre 
pareil « par anticipation »? La lecture ne sera-t-elle pas superficielle ? 
Les conseils prodigués dans le livre ne seront-ils pas oubliés sitôt lus? 

Deux arguments que nous avançons ci-dessous vont peut-être 
dissiper tout doute à ce sujet. 

Premièrement, sans se borner aux indications d’ordre pratique, 
les auteurs ont tâché de vous familiariser avec les profondes idées 
générales à leur origine. De pareilles idées enrichissent le lecteur, 
contribuent à son bagage scientifique, lui font regarder d’un œil 
différent le monde environnant et sont de ce fait bien retenues. 

Le second argument tient à la psychologie de la mémoire. Il 
arrive souvent que, sans être en mesure de restituer entièrement 
ni dans l’ordre voulu un texte jadis étudié, vous ne l’avez pas oublié 
pour autant. Certains passages vous reviennent par association 
des idées, par exemple quand vous avez à résoudre un problème 
par un procédé déterminé. Même un souvenir très confus du passage 
recelant les renseignements requis peut s'avérer extrêmement utile *). 
En simplifiant quelque peu, on peut dire qu'il est des choses, des 
notions et des relations qui ne reviennent à la mémoire qu’en cas 
d'un besoin urgent. 

Lisez donc ce livre, étudiez-le. Et si vous ne pouvez aller en 
profondeur, regardez-le comme un roman policier qui vous aidera 
à « découvrir » la solution des problèmes ardus. 


*) On dirait, avec Freud, que les théorèmes oubliés se situent dans notre 
subconscient, quelque part à côté des impulsions refoulées du premier âge. 
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Car ce n’est qu'en abordant des problèmes ardus qu’un homme 
donne la pleine mesure de son talent, de ses capacités ; c'est le seul 
cas qu'il travaille à plein rendement. 

Les auteurs seraient reconnaissants à ceux qui voudraient bien 
leur faire part de leurs suggestions quant au contenu de l'ouvrage et 
à la manière de présenter les matières. Certaines pages du livre 
doivent se ressentir des façons d’agir différentes de ses auteurs, 
dont l’un est physicien et l’autre mathématicien et qui ont parfois 
tiré chacun de son côté. Si bien qu'avec votre venue, cher lecteur, 
on assistera à une véritable « composition de forces ». 

Krylov, le La Fontaine de la Russie, nous a raconté un 
jour l’histoire du cygne, de l’écrevisse et du brochet qui se sont 
employés à faire marcher une voiture, mais qui tiraient, 
hélas, chacun de son côté. L'alliance du lecteur, d’un physicien 
(Zeldovitch) et d’un mathématicien (Mychkis) aura, nous l’espérons, 
des résultats moins déplorables. 

Nous nous référons dans le texte au livre de I. Zeldovitch 
« Mathématiques supérieures pour débutants » (MS), dont six 
éditions ont paru en russe entre 1962 et 1972 et qui a été traduit 
en anglais (Editions « Mir», 1973). L'absence éventuelle de ce 
livre ne doit cependant pas dérouter le lecteur, il n’a qu’à s'adresser 
à un cours d'Analyse élémentaire. 

Ces derniers temps, les auteurs ont fait paraître en russe un 
ouvrage plus spécial intitulé « Cours de physique mathématique, Ire 
partie: théorie des particules sans interaction» (les parties sui- 
vantes sont en préparation). Peut-être que les « Eléments de 
mathématiques appliquées » que nous proposons au lecteur 
français inspireront à celui-ci le désir de suivre le développement 
des mêmes idées pédagogiques dans le « Cours de physique mathé- 
matique ». 


CHAPITRE PREMIER 


MÉTHODES NUMÉRIQUES USUELLES 


Après avoir obtenu la solution d’un problème physique en termes 
des mathématiques, par exemple sous la forme d’une combinaison 
de diverses fonctions, dérivées, intégrales, etc., il reste à la «mettre 
en nombre » qui fournit le plus souvent la réponse définitive. A cet 
effet des méthodes numériques très variées ont été mises au point 
qui relèvent des différentes branches des mathématiques. Les mathé- 
matiques élémentaires se bornent généralement à établir les méthodes 
de résolution exacte des problèmes proposés tels que constructions 
géométriques, équations, etc. C’est là leur point faible, car une 
solution pareille n’est possible que très rarement (ce qui réduit 
sensiblement le cercle des problèmes à étudier), et même si elle 
est possible, elle est souvent fort encombrante. Par exemple, si 
l'on reste dans le cadre des mathématiques élémentaires, même 
un problème relativement simple comme la résolution des équations 
algébriques générales (à coefficients quelconques) de degré n s'avère 
singulièrement compliqué et fastidieux avec n7>>2, et absolument 
insoluble pour n 4. Seul l'emploi systématique des pro- 
cédés de calcul approché relevant des mathématiques su- 
périeures a permis de mener à bien (et ceci d’une façon 
uniforme) toute une série de problèmes mathématiques très impor- 
tants du point de vue des applications. Il y a plus. Le développement 
des méthodes de calcul numérique par les moyens des mathématiques 
supérieures et les machines à calculer font qu’à condition d’être 
bien formulé sur le plan mathématique, tout problème proposé 
(exception faite des cas d’une difficulté vraiment extraordinaire) 
peut être résolu avec une précision nécessaire. On voit donc que les 
mathématiques supérieures fournissent plus que les idées permettant 
l'analyse des phénomènes physiques, elles donnent encore les métho- 
des numériques susceptibles d'apporter la solution définitive à des 
problèmes concrets, qu'ils soient de nature physique ou technique. 

Quelques-unes de ces méthodes sont considérées dès les éléments 
du calcul différentiel et intégral, par exemple les méthodes les 
plus simples de-recherche des dérivées et des intégrales, le calcul 
des valeurs d’une fonction à l’aide du développement en série, etc. 
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Dans ce chapitre et dans les chapitres qui suivent (notamment dans 
les chapitres IT, III et VIII) nous en reparlerons plus en détail. 
N'étant pas directement liées l’une à l’autre, ces méthodes peuvent 
très bien être étudiées séparément. 


$ {. Intégration numérique 


Lorsque la résolution d’un problème pratique est réduite au 
calcul d’une intégrale définie, on peut dire que le plus difficile 
est fait. Si la fonction à intégrer f (x) est telle qu’on peut exprimer 
l'intégrale indéfinie F (x) au moyen d’un nombre fini de fonctions 
élémentaires, l'intégrale définie est en principe facile à trouver 

b 


par l’application de la formule | f (x) dx = F'(b) — F (a). Quelques 


a 

opérations arithmétiques suffiront alors à obtenir F (b) et F (a). 
Cependant, dans la pratique, des difficultés notables peuvent surgir, 
l'expression de l'intégrale indéfinie F (x) pouvant être très compli- 
quée. 
La méthode indiquée peut s’avérer même absolument inappli- 
cable, lorsque (or, le cas est fréquent) on n'arrive pas à déduire 
la formule de l'intégrale indéfinie. 

Dans certains cas l'intégrale considérée s'exprime au moyen 
des fonctions qui, sans être élémentaires, ont l'avantage d’être 
bien connues par des tables détaillées (voir à ce propos E. Jahnke, 
F. Emde, F. Lôsch, Tafeln hôherer Funktionen, Stuttgart (Teubner) 
1960. Ce sont par exemple les fonctions 


sin x * Cosx ex : 
er? dx, dx, dx, | — dx, \ sin? dx, | cos x? dx, 
L L TL 








d’autres encore. Ces intégrales, qui ne peuvent être exprimées à 
l’aide des fonctions élémentaires, ont même des appellations particu- 
lières: fonction d'erreur (voir ch. XIII), sinus intégral, etc. 

Dans d’autres cas on arrive à calculer l'intégrale en développant 
la fonction sous le signe somme en une série d’un type quelconque. 
Par exemple, pour l'intégrale 





1 
1 = sin x dx 


FA 


l'intégrale indéfinie correspondante ne s'exprime pas moyennant 
les fonctions élémentaires. Et c’est le développement taylorien 
du sinus 


: zd x5 x? 
SIN T—= ZX D O6 GO HIDE CE ce 
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qui nous permet d'aboutir à 
1 
x2. x xô 1 1 1 
1= | (+ -mt étre 7m +. 
0 


Calculant l’un après l’autre les termes de la série obtenue, on s’arrête 
dès que l’on a réalisé le degré de précision voulu. Par exemple, pour 
avoir une précision à 0,001 près, les trois premiers termes de la série 
suffisent, ce qui donne Z = 0,946. 

Il existe des intégrales définies que l’on calcule avec précision 
par des méthodes relevant de la théorie des fonctions d’une varia- 
ble complexe. On verra au $ V.9 que 


O0 
| COS OX 


1+ 2x2 


bien qu’on ne soit pas en mesure d'’ex- 
primer l'intégrale indéfinie correspondan- 
te par des fonctions élémentaires. 

Si ces méthodes sont elles aussi en 
échec, on recourt aux formules d’intégra- 
tion numérique qui vont être l’objet de 
notre exposé. Fig. 1 

Une méthode simple mais efficace 
(MS, $ I[.7) consiste à diviser l’interval- 
le d'intégration en plusieurs parties égales. L'intégrale le long 
de chaque intervalle partiel sera considérée comme étant appro- 
ximativement égale au produit de la longueur de cet intervalle 
par la moyenne arithmétique des valeurs que prend la fonction 
à intégrer à son origine et à son extrémité. Cette manière d'agir 
porte le nom de méthode des trapèzes, car elle équivaut à remplacer 
dans chaque intervalle élémentaire l'arc de la courbe y = f (x) 
par sa corde, l’aire au-dessous de cet arc (la valeur de l'intégrale) 
étant alors assimilée à celle du trapèze obtenu de bases verticales 
(fig. 1). La formule correspondante est (vérifiez !) 





dx = ne-® (o > 0), (1) 





Û| a=2, Ty Z 


b 
fuder te. (Het... +una), (2) 


en désignant brièvement f (x;) par y:. 

On obtiendra une formule encore plus efficace en substituant 
dans l'intervalle élémentaire à la courbe y — f(x) une parabole 
qui, comme on le sait, représente la relation fonctionnelle quadra- 
tique. Divisons l'intervalle d'intégration compris entre x — a 
et x — b en 2m (nombre pair) parties égales par les points 
Lis Las + + Tom-1 (lig. 2). Soit hk la longueur de l'intervalle 
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élémentaire de sorte que x, = to + h, x3 = 2 + h = x9 + 2h, ... 
+. Tom = Tom + k = 2x0 + 2mh. 
Considérons 
| xo+2h 


fred À jçdx 


X0 


qui représente la part des deux premiers intervalles dans l'intégrale 
initiale. Substituons dans l'intervalle de x — x, à x = x, à la 
courbe y = f (x) une parabole passant par les points (x,, yo), (ti, Yu); 
{x,, y.) et supposons que l’aire limitée par la courbe est approxi- 
mativement égale à celle limitée par la parabole. L’équation de la 


} 
Am, 
TA ZX, ZX, , Ty = Ô 
Fig. 2 


parabole s'écrit: y — max? + nx + l. Les coefficients m, n, l sont 
déterminés dans la condition que la parabole passe par les trois 
points donnés: 

Yo= Mt + to +, 

yi= mai +nti+l, 

Ye = mai + no +l 
Cependant, la méthode conduit à des calculs assez pénibles. 

Il y a une méthode plus simple. Cherchons l'équation de la 

parabole sous la forme 


y = A (x — 20) (x — 2) + B (x — &o) (x — te) + 
+C(z—x)(t—2) (À) 
Il est clair que le second membre de (3) est un polynôme du deuxième 


degré, ce qui fait que nous avons là vraiment l'équation de la para- 
bole. Posons-y x =, il vient yo — C (Zo — 21) (to — 2), où 


y, = C2h?; posons x = x, = &, + h, il vient y, — —Bh?; posons 
enfin x = Zo —%0 + 2h, il vient y, = 2Ahk°. D'où 
Ha: y1. y 
A = ; B= —+; C= x .*) (4) 


*) Notons que le procédé est analogue pour le problème suivant: trouver 
un polynôme de degré n tel qui prend des valeurs données pour n + 1 valeurs 
de x. Ce problème d'interpolation est iréquent lorsqu'il s’agit de choisir les 
formules empiriques (voir $ II.4), de manier les fonctions connues par une table, 


etc. 
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L'’aire limitée par la parabole est 
xo+2h 
LA (a — 0) (@— 2) + B (x — 20) (x — 23) + (2 — 2) (x — 23)] dx = 
X0 


2 4 2 
— À gh—Brh+CTh. 


(L'intégration est aisée pour le changement de variable : x — x, —s, 
sans oublier que æo = 2 — h et que z, — x, + h). Aussi 
X2 
ju)dre Ah BEn+C?r 
Nr 3 S MR 
X0 
Utilisant les expressions (4), on trouve: 


X2 


h 
{ Î (x) dx & + (yo + y + yo). (9) 
” X4 om 
Par des calculs analogues, on obtient | f(a)da;: 5 | f(x) dx. 


X2 X2mM—2 
L'intégrale le long de tout l'intervalle de x= a à x—b s'exprime par 


b 


| Ga 


D 2 [Yo + Aya + Ve) + (ue + ya + vi) + 2 + (Vam-2 + Sÿom1 + Yam)], 
d’où 


b 
| f(x) de 


& + [vo + Yom Æ 2 (Yo + Ya +. + Yom-e) + 4 (Ya + ys +... + Yam-1)], (6) 





avec hk — — . C'est la formule de Simpson. 
Si l’on met la formule (5) sous la forme 


; xo+2h 9 
57 | f()dresmntib, 


X0 
on se rend compte que la formule de Simpson s’obtient en remplaçant 


d'une façon approchée la valeur moyenne y de la fonction y (x) 
dans l’intervalle de x, à: + 2h par 


+ Ye | (7) 


2—0317 
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La formule des trapèzes donnerait (vérifiez !) 
= 4 | 
y Rryt+ ER , (8) 


On vérifie les formules, en posant y (x) = k — const, d'où néces- 


sairement y — k. La façon de déduire les formules (7) et (8) permet 
de dire qu'elles sont exactes pour les fonctions linéaires (de la forme 
y = px + n), la formule (7) l’étant aussi pour les fonctions quadra- 
tiques (de la forme y — px? + nx + [), et, chose curieuse, pour 
les fonctions cubiques (y — pa + nx* + x + k). 

Pour le même nombre d'’intervalles élémentaires, la formule 
de Simpson est généralement susceptible d’une précision beaucoup 
plus élevée que la formule des trapèzes. 

Considérons deux exemples. 

1 


1. Soit à calculer 7 — da 


1+z 


Divisons l'intervalle d'intégration en deux parties et calculons 
l'intégrale d’après la formule des trapèzes, puis par la formule de 
Simpson. 

.Trouvons les valeurs correspondantes de la fonction sous le 
signe somme : 





zæ 0 0,5 { 
y 1 0,6667 0,5 


Par la formule des trapèzes 
1 [140,5 - 
I Fe +0,6667) — 0,7083. 
Par la formule de Simpson 
TI = + (1+4:0,6667 + 0,5) =0,6944. 


Etant donné que Z = In (1 + x)f = In 2 — 0,6931 (à quatre déci- 

males près), on voit que la formule de Simpson est responsable 

d’une erreur d'environ 0,2 %, et la formule des trapèzes de 2 %. 
| 1 


In(1--x) 


11 dx. (Notons qu'il n’est pas pos- 





2. Soit à calculer 7 =| 
0 


sible d'exprimer l’intégrale Es. par des fonctions élémentai- 


res.) Procédons à la division de l'intervalle comme il vient d’être 
dit et trouvons les valeurs de la fonction à intégrer: 


x O 0,9 { 
y 0 0,324 0,346 
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1 ( 0,346 


De la formule des trapèzes on a 7 — © | 0 —- 0,324 — (0,248, 


de la formule de Simpson Z = 2(0,324 4 + 0,346) — 0,274. Etant 


donné que la valeur exacte (avec trois décimales certaines) de cette 
intégrale est 0,272, on voit que l’erreur de calcul par la formule des 
trapèzes est d'environ 10 %, et celle par la formule de Simpson 
inférieure à 1 %. 

Les avantages de la formule de Simpson deviennent particulière- 
ment évidents avec l’augmentation du nombre n d’intervalles par- 
tiels. On démontre que l'erreur de la formule des trapèzes décroît 
alors en raison inverse de n°, et celle de la formule de Simpson en 
raison inverse de n“ (dans le cas où la dérivée troisième de la fonction 
sous le signe somme reste finie dans l'intervalle d’intégration). 

Les exemples que l’on vient de citer permettent de voir combien 
la recherche des intégrales devient rapide et aisée avec les méthodes 
numériques, et cela même dans les càs où l'intégrale admet une 
formule exacte. 

En consultant les blocs-notes posthumes du grand physicien 
italien Enrico Fermi, constructeur de la première pile à uranium, 
on y trouve une intégrale que Fermi préféra calculer numériquement 
bien que l'intégrale en question s'exprime au moyen des logarithmes 
et de l’arc tangente. 


Exercices 


{. Divisant l'intervalle d'intégration en 4 parties, trouver les valeurs 
des intégrales suivantes par la formule de Simpson et par la formule des 
trapèzes : 





3 2 H 
a) |, b) Le dx, c) | Le dx. 
1 0 0 


Les calculs sont à faire avec la précision permise par la règle à calcul. Les valeurs 
de la fonction exponentielle seront tirées par exemple de l’Aide-mémoire de 
mathématiques supérieures de M. Vygodski *). 

3 


2. Trouver EE par la formule de Simpson en divisant l'intervalle 


0 

d'intégration cn 4 parties. Calculer avec quatre décimales. Pour contrôler, 
trouver la valeur de la même intégrale en divisant l'intervalle d'intégration 
en 6 parties. 

3. Vérifier directement que la formule (8) est exacte pour les polynômes 
du {er degré, et la formule (7) pour les polynômes du 2e degré. 

Indication. Vérifier d'abord l'exactitude de ces deux formules pour 
la fonction y = x, et l’exactitude de la formule (7) pour la fonction y = x°. 


*) M. Vygodski, Aide-mémoire de mathématiques supérieures, Editions de 
Moscou, 1973. 


9% 


ee 
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$ 2. Calcul des sommes à l’aide des intégrales 


Considérons les sommes de plusieurs nombres formées d'après 
une certaine loi, par exemple 


S,=1+213+445L6, 
Sy =V5+V6+V7+...+V99+7100, 


ou 


ou encore 
Se D PRE 
- 11 9 149 7 43 V'°° 1729 l 3,0 ? 


en désignant la somme par la lettre S (l'indice inférieur de la lettre 
indique le nombre des termes de la somme). On peut écrire chacune 
de ces sommes d’une manière plus compacte si l’on établit la relation 
entre la valeur et le rang d’un terme isolé de la somme. Ainsi, dans 
la première somme, le terme a, est simplement égal à son rang n 
qui varie de 1 à 6, aussi cette somme est-elle 


6 6 
\] 
Se —= De An —= > n. 
n=1 n= 
Il est parfois plus commode de commencer par le numéro 0; cela 
nous amène à écrire nr — 4 — m, donc n — m + 1, d’où 


5 
S6—= 21 (m+1); 


on peut d’ailleurs remplacer m par la lettre r ou par toute autre 
lettre, étant donné que l'indice de sommation est muet, c’est-à-dire 
que la valeur de la somme est indifférente à la notation adoptée. 
(Dans ce sens l'indice de sommation est analogue à la variable 
d'intégration de l'intégrale définie; cf. MS, $ 1.8.) Remarquez 
que dans la dernière somme l'indice varie de 0 à 5 et que le nombre 
des termes est donc égal à six. 
On récrira pareïllement la deuxième somme: 
100 


S 96 — à V p. 
p=5 
Il est toutefois préférable que l’indice varie à partir de 1 ou de 0; 
à cet effet, on notera p — 4 — m où p — 9 — n, ce qui permettra 
d'écrire 
96 D 
Sx= à Vm+4— à Vr+5. 
m=—=1 n=0 
La troisième somme aura la forme 
20 


Î 
Sa = D 1+0,1n 
n—0 
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Nous voyons qu'elle peut être considérée comme la somme des 
valeurs de la fonction f (x) = + lorsque x varie entre À et 3 par 


intervalles de 0,1 (cette manière de voir nous sera utile plus tard). 
Dans de nombreux autres cas, il est commode de considérer la somme 
donnée comme la somme des valeurs d’une fonction f (x) pour x 
variant à partir d'un certain x — a jusqu'à x — b avec un intervalle 
constant Ax — }h. 

Les sommes ci-dessus se prêtent assez facilement au calcul; 
or, si les termes sont nombreux, le calcul devient fatigant. En outre, 
on aura fréquemment à comparer des sommes formées d’après 
une même loi mais comportant un nombre différent de termes. 
Dans ce cas il y a intérêt connaître non seulement la somme pour 
tel nombre de termes, mais aussi la relation existant centre une somme 
et le nombre des termes. 

Dans bien des cas, il est possible de déterminer approximative- 
ment les sommes au moyen des intégrales. 

Rappelons-nous qu'on commence l'étude des intégrales définies 
en représentant l'intégrale d’une façon approchée par la somme de 
termes en nombre fini. On constate ensuite que l’intégration exacte 
de nombreuses fonctions à l’aide des intégrales indéfinies ne présente 
aucune difficulté. 

Utilisons le fait pour calculer les sommes. 

Ecrivons la formule des trapèzes donnant l'expression approchée 
de l’intégrale sous la forme d’une somme. En divisant l'intervalle 
d'intégration de x — a à x — b en n parties égales de longueur 


b—a 
 . — h, on a 


b 
| (de & [5 (0) + (a+) + fa +27) + 


l 
+... +f(a+(m—1)4) +5 f(a+nh) |, 
où a + nh = b. 
De cette formule, on déduit l'expression de la somme: 


f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+...+7(0)z 
b 
Ra dr+ sf (a) +510). (9) 
Si l’on néglige dans le second membre de (9) le terme Î (a) + 
5 _ Î (b), ce qui est légitime quand 
b 
7 | f@de> 51 +S 10, 


a 
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c'est-à-dire quand les termes de la somme sont nombreux et que 
la fonction f (x) ne varie pas trop vite, on aboutit à une formule 
plus grossière : 

b 


f(a)+f(a+h+f(+20+...+fber (rad. (40) 
Si À est petit, on fera appel aux formules approchées 
nr 
loOrr | food, 510% | (de 
b 


1h 
5 


a 


Alors il découle de (9) que 
f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+...+f(6)# 


; ; DEL 
nr f(d+s | f Co) dr + | f(x) dx, 
a HR b 
ou que 
_ 
f@+f(a+h)+f(a+2n)+...+fOer | f(x (11) 
h 
2-3 


En déduisant les égalités (10) et (11), on partait de (9) obtenue de 
la formule des trapèzes, formule approchée. Pour cette raison, les 
formules (9) et (11), bien que plus exactes que (10), sont toutefois 
approchées elles aussi. Avec la diminution de hk et l’accroissement 
correspondant du nombre des termes de la somme, la précision des 
formules augmente. 

Utilisons les formules obtenues pour le calcul des sommes citées 
au début de ce paragraphe. 

Pour $S, — 21, on a f(x) — x, h — 1. Conformément à la for- 
mule (10) on a 


6 

| rdr = trs 
1 

1 





L'erreur constitue 17 %. La formule (9) donne 
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Enfin, on tire de (11) 


5 
___(6,5)2 (0,5)? 
SH | tdi= 5-21. 


Les formules (9) et (11) nous ont fourni un résultat absolument 
exact. Cela tient à ce que la fonction f (x) dans le cas considéré 
est linéaire (voir exercice 3). 


Pour _la somme suivante Sos = V 5-+ V 6+ 7 + y 100, avec 
f(x)=V x et A=—1, on a par la formule (10): 

100 

| Vrdz= 2% 


LS 


5 
Selon (9), on trouve Sos, & 665,3; la formule (11) donne Sy, Æ 
= 665,3. Calculée directement avec quatre chiffres significatifs 
exacts, Sos est également 665,5. 


5 (1000 —5 /5) = 659,2. 





Pour la dernière somme f(x) — = h — 0,1. De ce fait, par 
la formule (10), on a 


3 
Sur 5 | 10 In 3— 10,90. 

La formule (9) donne S.,, Æ 11,66, et la formule (11) S,, & 11,51. 
Par calcul direct, on obtient S,, — 11,66 (à deux décimales près). 

Dans les exemples considérés, les formules (9) et (11) permettent 
une précision très satisfaisante ; aussi doit-on les retenir pour des 
calculs pratiques. La formule grossière (10) peut s’avérer utile 
pour formuler la loi de croissance d’une somme dont le nombre de 
termes augmente indéfiniment. Par contre, quand il s’agit de cal- 
culer une somme des termes en nombre connu, on devra toujours 
employer la formule (11) qui est beaucoup plus précise que (10) 
sans être plus compliquée *). 

Dans tous les exemples qu’on vient de considérer, les termes 
de la somme sont de même signe. 

Par contre, si les termes étaient de signes différents, pour calculer 
la somme par intégration, on devrait considérer l'intégrale d’une 
fonction qui change plusieurs fois de signe dans l’intervalle d’intégra- 
tion. Pour de pareilles intégrales, la formule des trapèzes ne donne 
que des résultats très médiocres. Aussi les formules qu'on vient 
de déduire ne conviennent-elles que pour les sommes dont tous les 


*) L'application de la formule (10) donne lieu à une erreur systématique 
évidente vu qu’en l’établissant on néglige deux termes. Si tous les termes sont 
identiques, c'est-à-dire que f (x) = À = const, et que (b — a)/h = n, alors 
la somme considérée est égale à (7 + 1) À ; or, la formule (10) ne donne que #4 
(la valeur exacte serait fournie dans ce cas par la formule (11)). 
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termes sont de même signe. En particulier, elles sont inapplicables 
dans le cas contraire des sommes dont les termes présentent les alter- 
nances de signe. En voici un exemple d’une somme alternée: 
Î Î 1 1 { Î { 1 
Ss=rT—-5st6 T8 5710 1 
Comment peut-on calculer de pareilles sommes? 
Si les termes d’une somme alternée quelconque décroissent 
(ou croissent) en valeur absolue de sorte que chaque terme est infé- 
rieur (ou supérieur) en valeur absolue au terme précédent, on peut 


procéder comme suit. 
Groupons les termes deux à deux. La somme se calcule comme 


pour une somme à termes de même signe. 
Par exemple, | 
, 1 Î { 1 { { 1 { Î { Â Î 
Sa sterte ta r(ss)+(6r)+ 


1 { Î 1 
Hess) else m)= 2e ter tes to 
Supposons que la somme alternée initiale se compose d’un nombre 
pair de termes. Elle commence donc par un terme positif et s’achève 
par un terme négatif. Une somme pareille peut s’écrire comme suit : 
Sn+s = (a) —f(a+h) + f(a + 2h) — 
— f (a + 3h) + — f(0), (12) 


en posant b = a + nh. 
La différence entre ses deux termes voisins prend la forme: 


f(a+kh)—f (a+ (+ 1)x) & —R 


sat (h+5) h 
; 1 
Il s’agit d’une égalité approchée, mais elle est d'autant plus 
exacte que À est plus petit *). La somme (12) s'écrit alors 


Snuw—h|f (a+$)+f (at n)+...+f(b-5)]. (45) 

*) Adoptant la notation a + kh = x et inversant les signes, on met la 

dernière égalité sous la forme f (x + h) — f (x) & hf' (- + 3) . On trouve 
aisément sa précision: en effet, par la formule de Taylor on a 


Î © h2 res 





f(+h)—f@)=f(@)h+—— 


(at) =nfr + + (S) +. 


On voit donc que les développements ne diffèrent qu’à partir des termes du 
troisième ordre de petitesse par rapport à h. 
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Appliquons à son second membre la formule (11). Notons que dans 
(11) h est la différence entre deux valeurs voisines de la variable 


indépendante. Dans (13), cette différence est a + (z + +) h — 
— | a —- (x —+) h | — 2h. Aussi, en utilisant la formule (11), 


prendra-t-on 2h au lieu de h. Il vient alors 
b—s+h sh 
1 k ; 
Sur—h | f(adr=- ft 1 _ 


k 
——} 
as 1 


h k 
f{a—s)-f(r+) 
2 2 
Calculons à l’aide de cette formule : He oi 
{ { { Â { { 
S=r—5+8 TT TT 
On a 
f(=+, a=4, b=1, k=1, 


donc 


Sr z (55 5) 0,0994. 


La sommation directe donne S3 — 0,0968 (l'erreur est inférieure 
à à %). 

Si la somme alternée a un nombre impair de termes, alors en 
commençant par un terme f (a). elle se termine par un terme f (b) 
de même signe que f (a). Dans ce cas on trouve, à l’aide de la for- 
mule (14), sa somme moins le dernier terme f (b), mais on y ajoute 
ce terme: 


Snn=f(a)—f(at+h)+f(a+2h)—...+10)% 
h 
fa—3)-1(0-3)]+70 
Si À est petit, on peut, en calculant f(b ++) , Se borner aux 
deux premiers termes de la série de Taylor: 


(2) = 1 (6) + (O)e — D) +. 
Posant x —b—+, on à f(o—+)ef(b)-Sf (b). Posant 
c=b+s,onaf(o+)x f(6) ++f (8). Done 
f@—gi(o—-5) R1b)—5 10) + Th (= 
=;[o+5fH]est(o+s). 


mnt 
9 
æ# 
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Voici l'expression définitive d’une somme d’un nombre impair 
de termes 


h h 
PA me à RAA À 


Elle n’est pas moins précise que la formule (14) dont elle découle. 
Considérons un exemple : 


1 Î 1 Î { 1 { 1 l 

So=z-ste 7T+5 510 DT. 
1 
2. 
tion directe, on à So — 0,1801. L'erreur constitue environ 1,5 %. 
Notons que la somme alternée est, les formules (14) et (15) permettent 
de le voir, de même ordre que les termes isolés. Aussi, lorsqu'on 
lui ajoute un terme, la somme change d’une manière appréciable. 
Par exemple, dans le dernier cas considéré, S, est presque le double 
de S3. 

Il existe une différence considérable entre une somme alternée 
et une somme à termes de même signe. Faisons accroître le nombre 
des termes d’une somme sans modifier le premier et le dernier termes 
et en respectant la loi de formation de la somme. A cet effet, dimi- 
nuons la différence entre les termes voisins, c’est-à-dire k. En pro- 


La formule (15) donne So & (5+%) —0,1829; par somma- 


La 1 1 
cédant ainsi, on forme avec la somme met les sommes 


{ Î { 1 { Î 1 
| Fiitistist T3 ou LE trot --: SNS . 


Si tous les termes sont de même signe, la somme est approximati- 
vement proportionnelle à leur nombre, ce qu’on voit par exemple 
dans (10). En effet, l'intégrale du second membre de (10) est précédée 


d'un facteur — ; or, À est inversement proportionnel au nombre des 


termes de la somme. C’est pourquoi, dans le processus qu’on vient de 
considérer, la somme croît indéfiniment avec le nombre des termes. 
En ce qui concerne la somme alternée à un nombre impair de 
termes, qui augmente de façon décrite, elle tend vers un certain 
nombre qui ne dépend pas du nombre des termes, à savoir: 


— f(b 
Se 1@-70) (16) 
On le remarque facilement dans (14): en effet, si les termes sont 
nombreux, À sera voisin de zéro et l’on aura f(a—5) & f (a), 


Î (o+ 5) % f (ob). De même la formule (15) donne à la limite pour 
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un nombre impair de termes 
es  — (17) 


Notons qu'avec un petit nombre de termes, c’est-à-dire pour À 
orand, les formules simplifiées (16) et (17) s'avèrent nettement 
moins avantageuses que (14) et (15). En voici un exemple. Soit 
S—1—2+3—4— -2., Utilisant la formule simplifiée (16), 


onaSs & _ (une erreur de 25 %): par contre avec la formule (14) 


sH{(-4)- (he 2 
résultat exact. 


Les expressions obtenues des sommes sont approchées, leur pré- 
cision augmentant à mesure que les termes voisins de la somme 
deviennent plus proches l’un de l’autre, c’est-à-dire avec la diminution 
de À. 


On a 


Exercices 


1. Calculer la somme 1+ W2-+ W3+L ...+ y n à l'aide de la formule 
(11). Comparer aux résultats obtenus par sommation directe pour n = 3; 4; 5. 
2. Calculer la somme 


1 1 1 
1 = .…. ae US 
F2" 3% 30 x 


3. Déimontrer que les expressions (9) et (11) sont absolument exactes si 
{ (x) est une fonction linéaire ; les termes de la somme forment alors une pro- 
gression arithmétique. 


{ 3. Résolution numérique des équations 


Dans les calculs, on a assez souvent besoin de résoudre numéri- 
quement les équations du type 


f (x) = 0, (18) 


f étant une fonction donnée. Ces équations peuvent être aussi bien 
algébriques que transcendantes (c’est-à-dire non algébriques, par 
exemple trigonométriques, etc.); les unes comme Îles autres sont 
parfois désignées sous le nom d’équations finies, pour les distinguer 
par exemple des équations différentielles. Il existe à présent toute 
une série de méthodes de solution des différentes classes d'équations 
. de la forme (18). Nous allons étudier trois méthodes les plus univer- 
selles qui trouvent une vaste application dans d’autres branches des 
mathématiques. 

On commence généralement par trouver une solution grossière, 
manifestement approchée, dite approximation d'ordre zéro. S'il s’agit 
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d’un problème de physique, une telle solution peut être suggérée 
par la signification même du problème. On peut tracer la courbe 
représentative de la fonction f (x) et obtenir ladite solution grossière 
au point d’intersection de cette courbe avec l’axe des x. 
Supposons qu’on connaisse une telle solution grossière x,. Dési- 


gnons alors la solution exacte (encore inconnue de nous) par x — 
— x + h. À l’aide de la formule de Taylor, on obtient 


f(ao+h)= f (20) + f' (m0) + (19) 


Or, le premier membre doit être nul ; négligeant les points de suspen- 
sion, c'est-à-dire les termes d'ordre de petitesse supérieur, on a 


Î (0) + hf' (Zo) SA 0, 














he f (xo) 
y=TR) f(x) ” 
c'est-à-dire 
To» _ 1 (&o)i 
PRE Eten) À 
Désignant le second membre par x1, 
7, z de sorte que 
Ï (xo) 
L1—= Lo — 7 —7 , 20 
PT “OT fr) 0) 
Fig. 3 on obtient une «première approxi- 


mation» (l'indice désignant donc 
l'ordre de l’approxiMation). Procédons de même avec cette dernière ; 
nous obtenons une « deuxième approximation » 


f(x1) 

f(x) ? 

et ainsi de suite. Comme négliger les termes d'ordre supérieur dans 
la formule (19) équivaut à remplacer la courbe représentative de la 
fonction f (x) par sa tangente au point x = xç, la méthode considérée 
consiste géométriquement à tracer de proche enf proche les tangentes 
à la courbe et à rechercher leurs points d’intersection avec l'axe 
des abscisses (fig. 3). Le procédé d’approximations successives est 
rapidement convergent à condition que le point de départ x, ne 
soit pas trop éloigné de la solution exacte. 

Nous venons de décrire la méthode de Newton (ou la méthode de la 
tangente, en raison de sa signification géométrique). Cette méthode 
est fort commode du fait qu’elle nécessite seulement le calcul des 
valeurs de la fonction f (x) et de sa dérivée, ainsi que quelques opéra- 
tions arithmétiques, ce qui ne présente pas de difficultés dans le 
cas d’une fonction donnée par la formule. 





Lo = Li — 
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Soit à résoudre l'équation 
Ê — 3x —1—0. (21) 


Puisque le premier membre est égal à —3 pour x = et à 1 pour 
z = 2, il existe entre x = 14 et x — 2 une racine de f’équation qui 
est naturellement plus près de 2 que de 1. Posons donc x, = 2 
Alors, avec la formule (20), on obtient 


m2 (SE) = 1,880. 


Par analogie, en calculant avec trois décimales, on a 


2: = 1019, 21,079: 


Donc, x — 1,879 avec la précision consentie. 

Notons qu'il est possible d'écrire la solution exacte de l'équation 
en question. Dès le XVI® siècle, le mathématicien italien Cardan 
publiait la formule donnant la solution de l'équation cubique 2° + 
+ px + q — 0*), qui se présente comme ceci: 


LEZ 
ES a, 1/È, À 1 q E 
:-1/ 4 V + ++ 2 VV rt: 


Si l’on y porte les valeurs des coefficients de (21) on voit que sous 
les signes des racines cubiques figurent les nombres imaginaires 


0,5 + i V 0,75 et que seule la somme de ces racines est réelle. Il 
s’agit donc d’extraire les racines des nombres imaginaires (cf. $ V.4), 
ce qui fait que même pour notre exemple, qui est pourtant élémen- 
taire, la méthode de Newton s’avère beaucoup plus commode que la 
formule « exacte ». Que dire alors des équations du quatrième degré 
possédant une formule exacte si encombrante qu’on ne la trouve même 
pas dans les aide-mémoire! Ou encore des équations d’un degré 
supérieur à 4 et de la plupart des équations transcendantes pour 
lesquelles cette formule n'existe pas! Pour de pareilles équations, 
l'avantage des méthodes numériques n’est que trop évident. 

La méthode de Newton est du nombre des méthodes par itérations 
(ou méthodes des approximations successives) qui se traduisent par la 
répétition systématique d’une opération déterminée, ce qui finit par 
donner de proche en proche la solution exacte. Sous sa forme géné- 
rale, relativement à l'équation (18), la méthode par itérations se 
présente comme ceci. D'abord on écrit l’équation sous la forme 


équivalente : 
x = p (x). (22) 


*) L'équation générale du troisième degré ay + by? + cy + d = 0 est 
b 





mise sous cette forme en substituant y = x — 3° 
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Ensuite on choisit pour point de départ une certaine valeur x = x, 
(approximation d'ordre zéro); les approximations suivantes s’ob- 
tiennent par les formules x, — œ (to), Ze — (x), ..., et plus 
généralement 

| Ana = P (tn). (23) 


Deux cas sont à distinguer: 

1) la méthode est convergente, c'est-à-dire que les approxima- 
tions successives tendent vers une certaine limite x ; passant alors dans 
(23) à la limite (avec n— œ), on voit que x — x est bien solution 
de (22); 

2) la méthode est divergente, c'est-à-dire qu'il n’existe aucune 
limite pour les « approximations » possibles; cela ne veut pas dire 
que (22) n’admet pas de solution : le fait est qu’on a pu mal choisir 
le processus itératif. 

Expliquons ce qui vient d’être dit sur un exemple très élémentaire 


z=s+i (24) 


dont la solution évidente est .: — 2. Posant x, — 0, on a à 0,001 
près : 

Di ets De Lo: re tts: z, =1,875: x —1,938; 

Ze —= 1,969 ; Zn —= 1,984, Ze —1,992:; xs — 1,996; 

Li10 = 1,998 ; zu—1,999; zy— 2,000 ;  x13 = 2,000, 


donc, pratiquement, il y a convergence. La limite est atteinte plus 
rapidement si l’on remarque que, dans le cas considéré, les diffé- 
rences des approximations successives forment une progression 
To — Ti 
Ti— T0 
Aussi la somme de la progression tout entière (donc de x — xs) 
est-elle 


géométrique avec le premier terme a = x,—x, et la raison q — 





D 0 Cm. 
1—Q 1 To — T1 2T1 — Lo — Lo 4 
T1 — T0 
d’où 
Fa (x1— zo)° Ti — ToT2 
RE CS SE A RER Po EE OS 2 
o+ 2T4 — To — Lo 274 — X9 — Lo ( 9) 


Il y a des exemples plus compliqués lorsque la ressemblance entre 
les différences successives et la progression géométrique est purement 
extérieure, alors la formule (25) ne fournit pas de solution exacte 
mais permet de « sauter » quelques approximations et d'obtenir 
une solution approchée, point de départ de nouvelles itérations. 
(C'est la méthode d’'Aitken.) 
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Si l'on se propose de résoudre l'équation (24) par rapport à x 
du second membre en la mettant sous une forme équivalente 


D 22 (26) 
et en partant de x, — 0, on aura successivement x, = —2; x, — —6; 
xz3 — —14, etc., donc il n’y ait pas de convergence. On pourrait 


le prévoir si l’on remarquait que (23) donne lieu à l'égalité 
Tn+1 — Ln — OP (tn) — (Zn 1), 
c'est-à-dire 
Ta — Li = P (21) — P (to), 
Lg — La = P (te) — EP (x), 
Ty — La = D (X3) — P (x), 


Ainsi, si les valeurs de la fonction œ (x) varient plus lentement 
que l'argument, les distances entre les approximations successives 
deviendront de plus en plus petites: par contre, si les valeurs de 
(x) varient plus vite que l'argument, les approximations succes- 
sives seront de plus en plus éloignées l’une de l’autre et il y aura 
divergence. Etant donné que la rapidité de variation des valeurs 
de (x) par rapport à x est égale à œ” (x), le processus itératif con- 
verge pour 


|p(a)I<k<T, (27) 
et cela d'autant plus rapidement que k est plus petit; par contre, si 
lg (@I>1, 


le processus diverge. Ces inégalités seront vérifiées pour tout x ou, 


tout au moins, à proximité de x, racine cherchée de l'équation (22). 

Nous voyons donc que les équations (24) et (26) sont parfaitement 
équivalentes mais donnent lieu à des suites d’itérations différentes. 
(Pour se rendre compte de cette différence, il n’est même pas besoin 
de mettre (24) sous la forme (26); il suffit de remarquer que, pour 
avoir l’approximation suivante, on doit porter l’approximation 
précédente, par la première méthode, dans le second membre de 
l'équation (24) et, par la deuxième, dans le premier membre de la 
même équation.) Dans d’autres cas, il est aussi possible de mettre 
l’équation (18) sous la forme (22) par de nombreux procédés, dont 
chacun donne lieu à sa propre méthode itérative; certaines de ces 
méthodes peuvent s'avérer rapidement convergentes et, par suite, 
les plus commodes, d’autres lentement convergentes; il peut y 
avoir aussi des méthodes divergentes. 

À présent, on peut comprendre la résolution de l’équation (21) 
comme suit: on l’a écrite sous la forme équivalente 
28 — 3x —1 

3x2—3 ? 


après quoi on a procédé par itérations en partant de x, — 2. 


L—=T— 
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Dans sa forme générale, la méthode de Newton appliquée à l’équa- 
tion (18) se réduit à mettre cette dernière (voir (20) et plus loin) 
sous la forme équivalente 

_,_ Î(œ) 
ee) (28) 
et à procéder ensuite par itérations. Cette forme peut sembler quelque 
peu artificielle: en effet, bien qu’on démontre facilement l’équi- 
valence des équations (18) et (28) en déduisant (18) de (28) et inver- 
sement, on ne voit pas d'emblée à quoi sert le dénominateur f” (x). 
Or, on se rend très bien compte que la dérivée du second membre 


fit t HR 





+. Pr fe 
s’annule pour z — x, où x est solution de l'équation (18). On en 
conclut (voir les raisonnements se rapportant à la condition (27)) 


que plus les approximations successives s’approchent de x, plus 
la convergence est rapide. 

Bien plus, vu que, la condition (27) étant vérifiée, la convergence 
des itérations n’est pas moins lente que celle d’une progression de 
raison k, la méthode de Newton converge plus rapidement qu’une 
progression géométrique de raison quelconque *). 

Examinons maintenant la méthode du petit paramètre (ou des 
perturbations), qui, tout comme le procédé d’itérations, représente 
l’une des plus universelles méthodes des mathématiques appliquées. 
Un exemple élémentaire aidera à en comprendre l’essence. 

Soit à résoudre une équation transcendante 


“1-2 r+a (29) 





pour Ja petits. Remarquons que pour à = 0 la solution x = 1 
est immédiate. De ce fait, si l’on veut obtenir la solution qui dépend 
de œ« sous forme de série suivant les puissances de a 


zx = %o + au + ba? + co + ..., 


*) Un exemple élémentaire et typique permet de s'assurer sans peine de 
la rapidité de cette convergence. Supposons qu'on a à se rapprocher par la 
méthode de Newton de la racine nulle de l'équation x + x? — 0. Ces approxi- 
mations sont liées par la relation 


Tn + x zh < x? 
n° 


= 


à TL, = mmm— = 
n+1 n 14 27h 1+2rn 
Posons 0 << z9 < 1; on aura successivement 
1 
D Cr, Lo CLÉ TG, Ta CLS LLGs +5 En LEG » ..- 


On démontre que dans le cas général aussi, la rapidité de convergence de 
ja méthode de Newton est de l’ordre de 42° (0 < . < 1). 
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alors, en y portant « — 0, on a x, — 1. Substituons maintenant 
le développement 


x = À + au + ba? + ca +... (30) 


dans les deux membres de (29) et appliquons le développement 
taylorien bien connu de la fonction exponentielle; il vient alors 


ba? 3... Lba?+ cai + ...)2 
1 + EP te he CRIE EE Le 
+ (te PL, 22 (1 ant ba + cu +...) + 


Se débarrassant des parenthèses et retenant les termes jusqu'à œÿ, 
on à 


À + ac + Doi + cui À + ados + © ML ,..— 
—1—aax—bo — cui ,., +. 


En égalant dans les deux membres les coefficients des mêmes puis- 
sances de a, on obtient les relations suivantes: 


a—= —a+1, 
b+ = —b, 


a 
c+ab+= €; 


qui permettent d'obtenir successivement 


SR = nr 
Por Me que Tree 


Portant ces valeurs dans (30), on trouve la solution cherchée de 
l'équation (29) sous la forme d’une série 


a a? as 


rapidement convergente pour |aœ| petits. 

Dans le cas général, la méthode du petit paramètre s'applique 
de la façon suivante. Supposons que l'énoncé d’un problème con- 
tient, en plus des inconnues principales, un certain paramètre « 
et que le problème admet une solution plus ou moins facile avec 
a —= 0 (solution non perturbée). Alors, pour « voisin de O, la solution 
se met souvent sous la forme d’une série développée suivant les 
puissances de & avec une précision plus ou moins bonne. Le premier 
terme, qui ne renferme pas &, s'obtient lorsque &« = 0, c’est-à-dire 
qu'il donne la solution non perturbée, et les termes suivants renfer- 
ment des corrections dues à la « perturbation » de la solution; ces 


8—0317 
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corrections sont du premier, deuxième, etc. ordre de petitesse par 
rapport à &. Quant aux termes, ils sont souvent recherchés par la 
méthode des coefficients indéterminés, en désignant les coefficients 
de æ, «?, etc. par des lettres qu’on détermine ensuite à partir de 
l'hypothèse du problème. 

La méthode du petit paramètre n'apporte de bons résultats 
qu'avec |œ| petits; avec | «| grands, on risque de commettre des 
erreurs essentielles, car les termes qu'on néglige (non écrits) peuvent 
s'avérer plus importants que ceux qu'on conserve. 

Ainsi, connaissant la solution de quelques problèmes « typiques », 
on peut par ledit procédé résoudre des problèmes s’énonçant d’une 
façon semblable, à condition que la modification de l'énoncé n'’en- 
traîne pas un changement de principe de la solution. 

Dans de nombreux problèmes, il suffit d'examiner le terme 
du premier ordre de petitesse pour pouvoir juger de l'influence 
qu'une faible variation du paramètre exercera sur la solution. 

La méthode du petit paramètre est directement liée à celle des 
itérations, ce qu’on démontrera à l’aide de l'équation (29). Tout 
d’abord, il y a intérêt à ce que la solution non perturbée soit nulle : 
on y parvient en substituant x — À + y, ce qui donne 


et = 1 — y + a. (32) 


Avant de passer aux itérations remarquons que si la racine 
recherchée y est proche de O0, il est commode d'écrire l'équation 
sous la forme y — @ (y) de manière que le développement de v (y) 
suivant les puissances de y ne contienne pas de terme en y à la puis- 
sance À, mais seulement le terme constant et les termes en y°?, yÿ, etc. 
En effet, le développement de œ”’ (y) ne renfermera pas de terme 
constant et | ®” (y) | prendra donc des valeurs petites pour y proches 
de y (et, partant, de 0), d’où convergence des itérations. Aussi 
doit-on, dans l'équation de départ, faire passer dans le premier 
membre tous les termes en y à la puissance 1, en laissant tous les 
autres dans le second membre, puis procéder aux itérations. 

Dans notre exemple, le premier membre de (32) e” développé 
en série de Taylor 


1 y? y° 
= +y+ ET +... 
contient un terme y; en le mettant sous la forme 


= y+ (eV — y), 


on s'assure que le développement de la parenthèse ne contient plus 
de y au premier degré. 
Aussi écrira-t-on, au lieu de (32), 


y+(e—y)=i-yta, 
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d'où, en regroupant les termes en y (mais sans ouvrir les parenthèsesl), 
on aboutit à l’équation 


Î { 
= + — 5 (e—y). 


On a là une équation équivalente à (32) et se prêtant bien aux itéra- 
tions. Après avoir développé le second membre suivant les puissan- 
ces de y, on obtient: 


Maintenant on procède aux itérations en commençant par yo = (. 
Substituant cette valeur dans le second membre de (33), on a 
œ 


CT (34) 


Portant y — y, dans le second membre de (33), on obtient 


On voit que la première nn (34) coïncide avec la solution 
exacte (31) aux termes du premier ordre près et la deuxième appro- 
ximation aux termes du deuxième ordre près. Pour avoir une troisième 
approximation, on substitue simplement dans le second membre 
de (33) 
——— œ a? e. 
eo er 46 à 
on obtient alors un développement exact aux termes du troisième 
ordre près, de sorte qu’au cours des calculs, on ne retiendra que ces 


termes, et ainsi de suite. Cela permet de n’avoir affaire, pour chaque 
itération suivante, qu’à des sommes finies. 


Exercices 


1. Appliquer à l'équation (21) la méthode de Newton en commençant par 
oo = 0; par zo — 


= 
2. En mettant l'équation (21) sous la forme x — = 


3 
méthode par itérations en commençant par x, = 0; 1; 
Trouver la solution de l'équation 25 + ax — 1—=0 pour | &]| petits 
en appliquant la méthode du petit paramètre. 





>. appliquer la 


Réponses et solutions 
$ 1 


1. Par la méthode des trapèzes 
a) 1,12; b) 0,88; c) 1,84. 

Par la méthode de Simpson 

a) 1,10; b) 0,88; c) 1,85. 


3% 
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3 
zx dx 


2. Divisant l’intérvalle d'intégration en 4 parties, obtenons | Duc is 


0 
—0,6275. Divisant l'intervalle d'intégration en 6 parties, obtenons de même 


3 
x dx 
\ = 02 
0 


3. Considérons la formule (8) pour la fonction y —zx dans l'intervalle entre 
To et zo + 2h. On a ici 


Ua 1  (xo+2h)2—x  4rgh+4n2 
= À 0 
12h | FT oh 2 4h For? 
X0 


alors que 


20 Go 2 a, 


1 1 

5 + tous (co+ k) + 
Les résultats sont identiques, ce qui signifie que, pour le cas examiné, la for- 
mule est exacte. On en conclut à l'exactitude de la formule (8) pour la fonction 
y —= ax (a = const), étant donné que a est un facteur commun à tous les termes. 
Ecrivant l'égalité exacte (8) pour y = ax et y = k (égalité déjà vérifiée) et 
additionnant membre à membre, on s'assure que l'égalité (8) est également véri- 
fiée pour la fonction y — ar + k. L'égalité (7) est considérée par analogie, 





$ 2 : 
1. Dans notre cas f(x)=Ÿ x, h—1, a—1, b—n, Par la formule (11) 
n+1/2 n+1/2 à ts 
Sn = V'rdz= | sde x! 1/2 = 
l'2 1/2 


RACE) 


[rl 


Pour n = 3, la formule donne S, — 3,34; par le calcul direct, on trouve S, — 
— 3,70. L'erreur est de 11 %. 

Pour n = 4, la formule donne S, — 4,93; par le calcul direct, on a S, — 
— 5,29. L'erreur est de 7 %. Pour n — 5, la formule donne S, — 6,64; par 
le calcul direct, on à S,; — 7,00. L'erreur est de 5 %. 

2. Par la formule (11), on a S — 2,39, 

3. Supposons que f (x) = px + k, c’est-à-dire que la somme sc présente 
sous la forme 


Sn+1={pa+k]+fp(a+h) +] Ep (a+2h) ++... + [pb+x], 


où b—a+ nh. C’est une progression arithmétique de premier terme a, = 
— pa + k et de raison d + ph. On sait que la somme d’une telle progression 


est 
can en = DEL (42 (7 se +4) (n+ 1). 


ou 





Sn+1 me 
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Utilisons par exemple la formule (9). Il vient alors 


. (ee + de + (pa +8) + L (pb +R) = 

Apr a-o) (rt) 
A (eh) fe 
=n (pe) + (pr) 2 (a+, 




















ce qui coïncide avec la valeur exacte de la somme. 


$ 3 » 
1. Pour x, — 0, on obtient encore une racine x = —0,347 de l’équation 
Pour x, — 1 la méthode cest inapplicable (le dénominateur s’annule). 


(21). == 
2. Avec zx, = Oet zx, = 1, il y a convergence vers la racine x de l’exercice 1 


Avec t = 2,ilya divergence. 
3. La solution développée a la forme 


1 
=— g—— 3 
T= 7 ar “Te. 


CHAPITRE II 


TRAITEMENT MATHÉMATIQUE 
DES DONNÉES EXPÉRIMENTALES 


Il arrive souvent en pratique qu’on obtienne une relation entre 
deux variables quelconques, disons x et y, à la suite d’une expérience 
ou d'une série de mesures. Généralement, cette relation est alors 
connue par une table dans laquelle on trouve, pour tout x déterminé, 
une valeur de y de nature expérimentale. Aussi commençons-nous, 
dans ce chapitre, par examiner les règles générales d'emploi des 
tables, puis passons aux aspects nouveaux du traitement des données 
expérimentales. 


$ 1. Tables et différences 


Nous avons très souvent affaire à des fonctions données par une 
table. Ce peuvent être des tables mathématiques, par exemple tables 
de logarithmes, de sinus, de carrés, etc. Ce peuvent être des tables 
physiques, qui donnent, par exemple, la température d’ébullition 
des liquides en fonction de la pression, etc. Enfin, la relation entre 
les variables peut revêtir la forme de données expérimentales n'ayant 
subi qu’un dépouillement sommaire. Dans tous ces cas les valeurs 
numériques de la variable dépendante sont fournies par ure table 
pour des valeurs numériques déterminées de la variable indépen- 
dante. Les fonctions ainsi définies peuvent intervenir dans les opéra- 
tions ultérieures; notamment, elles peuvent devenir l’objet d'une 
dérivation ou d’une intégration. Il se peut qu’on ait besoin des 
valeurs d’une fonction pour des valeurs intermédiaires de la variable 
indépendante absentes de la table (problème de l’interpolation) ou 
pour des valeurs de la variable en dehors de celle-ci (problème de 
l'extrapolation). 

Nous admettons, pour plus de simplicité, que la variable indé- 
pendante x prend des valeurs en progression arithmétique : x = x, 
LR ty ML ts = di FAR, se LS = À r Nti-ces 
valeurs sont appelées conventionnellement entières et h est le pas 
de la table. Désignons les valeurs correspondantes de la fonction 
réunie dans la table par y, = y (to), Y1 = y (tu), + : + ; Yn — Y (An). 

Les accroissements de la variable x sont tous égaux à h, et ceux 
de la variable y sont en général différents. On appelle ces derniers 
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différences premières (plus exactement différences du premier ordre) 
et on les note 


OYay2 = Y1 — Yo» ÔY1 172 = Ya — Y4s O2 2 
— Y3— Yo, ..., OYn—179 = n—UYn-1s 


car il est logique de les associer aux valeurs demi-entières de x, c’est-à- 
dire au milieu de l’intervalle compris entre deux valeurs « entières » 
voisines de l'argument : 


T1/9 pe) T9 + h/2, 
T1-+1/9 —— Lo + 3h/2,  . Tn—1/9 a To + (n ec 17.) h > 
On obtient à partir de ces différences les différences dites secondes, 
définies de nouveau pour les valeurs «entières» de x: 
Oy1 = OYi4172 — OYiyes O°Ya = OYI 41/2 — OYtpayps - 
ces O'Yn-1 = VYn-1/2 — ÜYn-3/2 


(l'indice supérieur 2 désigne ici l’ordre de la différence et non pas 
l’exposant de la puissance), et ainsi de suite. 

À titre d'exemple, donnons une table partielle de logarithmes 
décimaux avec les différences calculées multipliées par 106. 


Tableau 1 
























zh 10,0 |140,05| 140,1 110,45 | 10,2 |10,25| 10,3 |140,35 
Uk 1 ,00000 1 ,00432 1 ,00860 1,01284 
1058y 432 428 424 419 

| 10562yy = ee” —5 
10583yy 0 | 2 

R | k 9/2 | 5 11/2 6 | 13/2 | 7 

zh 10,4 | 140,45 | 140,5 | 10,55 | 10,6 10,65 | 10,7 
Uk 1,01703 1,02119 1,02531 1,02938 
1058yy 416 412 407 
10582y | —3 = 5 


_1 


*) Parfois on fait correspondre la différence yp431—yg non pas à la valeur 
T=%pyygg Mais à z—x2g. On la désigne alors habituellement par Ayz, c’est- 


à-dire Ayr — Ay Lens, © Uh—UR. Avec la notation adoptée, à savoir yp:1— 
— Un = ÔYy + 112 = ÔY Le +19? les différences sont dites centrales. 
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La petitesse des différences secondes devant les différences 
premières et leur quasi-constance (les différences troisièmes étant 
déjà de l’ordre des erreurs d'arrondissement), qu’on constate dans 
l'exemple proposé, témoignent d’une variation régulière de la 
fonction, de l’absence d’ « aberrations » accidentelles. Cette règle 
peut se manifester pour des différences d'ordre plus élevé et atteste 
toujours l’allure régulière de variation de la fonction (cf. exercice 
2). Evidemment, avec un pas assez grand, de même qu'au voisinage 
des points de discontinuité, les différences ne sont pas forcément 
petites, mais elles sont d'habitude régies par une certaine loi. 

Les différences sont largement employées dans les opérations 
d’interpolation. Soit à trouver par exemple la valeur de y pour un 


y BP 





Fig. 4 


certain x compris entre deux valeurs tabulaires x, et x,+,. La manière 
de procéder la plus simple est l’interpolation linéaire, qui consiste 
à substituer à la fonction considérée une fonction linéaire de manière 
que les deux fonctions coïncident en x = x, et x = xy4, (fig. 4); 
géométriquement, on remplace l’arc AB du graphique que nous 
ne connaissons pas (en pointillé sur la fig. 4) par la corde AB reliant 
deux points connus À et B de ce graphique. Notons x — x, = 5. 
Puisque la fonction linéaire est exprimée par une équation du pre- 
mier degré, la valeur cherchée de y est liée à s par la formule suivante : 


y = a + bs, (1) 
avec certains coefficients a et b. Par hypothèse, pour zx, et x;+, 
on à Yr — a et Yp+1 = à + bh, d'où 

OYh+172 = Ynt1 — Yn = Dh. 
Tirant de là «a et b et les portant dans (1), nous obtenons la formule 
d’interpolation linéaire 


y = Yn + OYhta/0 _ (2) 
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(Déduisez cette formule de la similitude des triangles représentés 
lig. 4.) La formule (2) est valable si la fonction considérée est 
sensiblement linéaire dans l'intervalle compris entre xx et Zyr1, 
c'est-à-dire si hk est suffisamment petit *). Avec k — O0 et s< 0 
la formule (2) extrapole linéairement la fonction dans le sens des 
LT Lo, et avec k — n — 1 et s — h dans le sens des x > x,. Bien 
sûr, en extrapolant, on ne doit pas s'éloigner trop des valeurs tabu- 
laires de x, car la loi de la variation linéaire ne joue que sur un court 
intervalle de variation de x. 

On peut écrire la formule d'interpolation linéaire (2), ainsi 
que les formules suivantes, de manière qu’elle ne contienne pas de 
différences. Substituant dans (2) l'expression Ôyp+1,9 = Ynr+1 — Yh, 
on obtient une formule équivalente 

y=yn + HE tks = (1 +) Un + Vraie 
On voit aisément que pour s variant de O à k le coefficient de y; 
varie de 1 à 0, et celui de y,+, de 0 à 4; pour s = 0, on a donc y — 
— Yyr, et pour s = h, il vient y — yp+1. 

Une précision meilleure est assurée par l’interpolation quadratique, 
qui consiste à représenter d’une manière approchée la fonction 
examinée par une fonction quadratique de façon que les deux fonc- 
tions coïncident pour x — %}, Zpy1 et Z+ (Ce qu’on a fait en notation 
différente au 1.1 en déduisant la formule de Simpson). La fonction 
quadratique se déduit aisément de 


y=a+bs<+c,s(s —h). (3) 
Par hypothèse 
YR= y Yry=0@+bh, yo —0a+b-2h+ c.2h?, 
d’o 
OYRH1/2 = Yn41-— Yr = 0h, OYRr+3/2 —= Yh+9 — Yr41 — 2ch° + bh, 
OU = OYRH3/2 — OYh+1J2 = 2ch?. 


Tirant de là a, b et c et les portant dans (3), on obtient la formule 
d'interpolation quadratique de Newton 


2 
ÿ = ÿn + Byngas +R EE 4). (4) 


Comme précédemment, elle peut servir pour l’extrapolation. La 
formule (4) n'est pas rigoureusement symétrique: elle contient les 
valeurs y», Yr+1 €t Yr+s, tandis que x est compris entre x} et zz+1. 
Si l’on inverse l’axe des x et si l’on utilise de même les valeurs 


*) Une formule plus précis? (4) permet facilement de démontrer qu avec 
h petit l'erreur d’interpolation linéaire est de l'ordre de k?, vu que c’est l’ordre 
des puissances secondes. 
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Yp+1 Un €t Yr_1, AÏOrS au ”_ de (4) on obtient la formule 


Sur h—s [h— 
y ya + (gra) + SE (ES 1), (5) 





qui est asymétrique de l’autre côté. Prenant maintenant la demi- 
somme des seconds membres de (4) et (5), on obtient la formule 
symétrique de Bessel 


1 Oyn + OYhyr S [S 
y— HEURE Gynrns (y) + RE (1) 


hautement précise. Nous laissons au lecteur le soin de transformer 
les formules de Newton et de Bessel, de sorte que y soit exprimé 


Ê / 










UT Chaleur 
atcnte | 
de vaportsation 


É, 
j es É fs peur 
de fusion 





Fig. 5 Fig. 6 


directement par les nœuds y, aux points d’interpolation et non pas 
par leurs différences. 

On pourrait, en procédant d’une manière analogue, déduire 
des formules d’interpolation de degré plus élevé. Cependant, comme 
la précision des données expérimentales est limitée, tout aussi bien 
que celle des tables de fonctions utilisées, le recours aux différences 
d'ordre trop élevé ne se justifie pas. Dans la plupart des cas (excep- 
tion faite pour les mesures et les calculs exécutés avec une précision 
particulière) les différences secondes, voire premières, suffisent 
amplement. 

Si la fonction étudiée présente des discontinuités, l’ interpolation 
ne peut se faire que sur les intervalles continus, sinon, elle risque 
de donner une idée absolument fausse de l’allure réelle de la fonction. 
Vous voyez sur la fig. 5 la relation entre l'énergie interne d’une 
unité de masse d’eau à la pression normale et la température *). 
La courbe représentative présente des discontinuités aux tempéra- 
tures correspondant aux transitions de phase, c’est-à-dire à la con- 
gélation et à la vaporisation de l’eau. La courbe en pointillé est 


*) On emploie plutôt la notion d' enthalpie H = E + pV (p pression, 
V volume). A la pression constante, la capacité calorifique est justement la 
dérivée de {1 par rapport à ®. 
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obtenue par interpolation quadratique dans le cas où les points 
choisis correspondent à des phases différentes ; on voit que l’inter- 
polation fausse le tableau. Il en est de même d’une fonction possédant 
les dérivées à droite et à gauche (inflexion du graphique). La fig. 6 
montre en pointillé le résultat de l’interpolation linéaire en pré- 
sence d’un maximum accusé ; on voit sans peine l’erreur au voisinage 
de ce point. 
Exercices 


1. Soit yo — . 00; y = 1,25; yo = 1,65; ys — 2,34. Trouver ys,, par 
les formules (2) , (5) et ca la rule de Boss], 

2. Vérifier ae si A table cst formée pour un polynôme de degré n, les 
différences d'ordre nr sont constantes et les différences d'ordre x + 1 nulles. 


$ 2. Intégration et dérivation des fonctions 
connues par une table 


L'intégration des fonctions connues par une table n’a rien d'’ori- 
ginal: en effet, on se rappellera qu'en procédant à l’intégration 
numérique des fonctions définies par des formules, on commençait 
par composer la table de la fonction à intégrer (voir $ I.1). 

Lors du calcul de la dérivée d’une fonction donnée par la table, 
le meilleur procédé de recherche de la dérivée y” (x) connaissant 
deux valeurs de la fonction consiste à prendre ces valeurs à droite 
et à gauche (à la même distance) de la valeur de x pour laquelle 
on veut connaître la dérivée 


(à) 


y G&)& : 


Aïnsi, étant donné les valeurs de y pour des x régulièrement 
espacés (donc en progression arithmétique), il est commode de 
calculer les dérivées au milieu des intervalles. En d’autres termes, 
les valeurs de y sont données pour des valeurs « entières » de x 
(voir $ 1), on trouve y” pour des x « demi-entières ». Connaissant 
y” on peut obtenir de même sa dérivée, soit y”, qui correspond de nou- 
veau aux valeurs entières de x. On peut exprimer y”directement 
à partir de y: 


. (2425) ( ) y(r+h)—y(x) _ y(&)—y(x—h) 


Li Pt or: Pt h h : 
DR 
_YG+R)—2y (x) +y Feu 
h2 


Il est commode d'adopter, pour les formules ci-dessus, les nota- 
tions du $ 1: 


y (a+ DE u (en +7) — y (en) Sep 


Yh41)2 = Y" (hip) = SRE SE 


44 TRAITEMENT MATHÉMATIQUE DES DONNÉES EXPÉRIMENTALES ÎCh, II 


(on voit que nous avons bien raison d’associer la différence yy+1 — ÿx 
à la valeur x — 117). Par analogie 








"© OUR 
UR & Re 
Citons un exemple: 
Tableau 2*) 
" | | d d 
4,00 1,6487 
0,846 
1,10 1,7333 0,42 
0,888 
1,20 1,8221 0.46 
0,934 | 
1,30 1,9155 0 49 
0,983 + 
1,40 2,0138 0.49 
1,032 L 


1,50 2,1170 


*) La table ne contient pas les valeurs demi-entièresS de 
l'argument. 
Pour avoir les valeurs de y” pour d’autres x, on a recours à l’inter- 
polation. Notamment, pour des x entiers, on a par interpolation : 


( Ur — Yh1 Fe Uh+1—UR ) __ Yh#1—Yh=1 
h h = 2h ‘ 


Il est donc possible d'obtenir d'emblée les valeurs de y” pour des x 
entiers à partir des valeurs de y à droite et à gauche des x entiers 
correspondants (voir Tableau 5). 


ie 1 
Vh © 5 (Yh-12 + Uk) 


Tableau 3 
” | d 

4,00 1,6487 

1,10 1,7333 0,867 
1,20 1,8221 0,911 
1,30 1,9195 0,960 
1,40 2,0138 1,002 
4,50 2,1170 





Avec cette méthode, on aura obtenu, premièrement, un y” 
de moins que dans la première ; deuxièmement, on sera moins ren- 
seigné sur l'allure de la dérivée aux extrémités de l'intervalle. Le 
Tableau 2 nous renseigne par exemple sur la dérivée pour x = 1,05 
(au début de l'intervalle x — 1) et pour x = 1,45 (à la fin de l’inter- 
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valle x = 1,9), tandis que le Tableau 3 ne nous la donne que pour 
x = 1,1 et x — 1,4, donc pour des valeurs de l’argument plus éloi- 
gnées des extrémités de l'intervalle. Enfin, quand il s’agit de calculer 
par interpolation les valeurs de y’ pour des valeurs non entières 
(en particulier demi-entières) de x, les valeurs obtenues à l’aide du 
Tableau 2 s'avèrent plus exactes que celles données par le Tableau 3, 
du fait que la pente de la courbe est mieux suivie par des cordes 
courtes que par des cordes longues. Aussi la première méthode est- 
elle à préférer. 

La précision limitée et les erreurs entachant toute mesure font 
surgir certains problèmes de principe. 

Lors du calcul d’une intégrale, chaque valeur mesurée de y est 
multipliée par Ax. C’est pourquoi, avec l’augmentation du nombre 





Fig. 7 


des valeurs mesurées de la fonction y, le coefficient dont est affectée 
chaque valeur isolée faisant partie de l'intégrale décroît en raison 
inverse du nombre d'’intervalles Ax. Décroît aussi, par conséquent, 
l'erreur sur l'intégrale due aux erreurs entachant chaque mesure 
isolée de y. 

Quand on procède à la dérivation, on divise la différence de deux 
valeurs de y par Ax. Plus l'intervalle Ax est court (donc plus le 
dénominateur est petit), plus forte est la contribution apportée 
par l'erreur entachant chaque valeur mesurée de y à l'erreur totale 
sur la dérivée. Aussi la dérivée d’une fonction de nature expérimen- 
tale est-elle connue avec moins de précision que la fonction elle-même. 

Explicitons à l’aide d’un exemple la différence entre la dérivation 
et l'intégration. 

La fig. 7 représente deux courbes, l’une pleine (celle de la fonc- 
tion y —=z—0,1 2?), l'autre en pointillé (la fonction y, — 
= x — 0,1 x? + 0,5 e-8&%-3}#), On remarque que l'écart entre deux 
courbes n'est sensible que dans un court intervalle de variation de x. 
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Sur la fig. 8 on voit les graphiques de TZ (x) — E dx et de 
0 


I, (x) = | y, dx (en pointillé). On aperçoit que l'écart entre les 


0 
courbes de y (x) et de y, (x) traduit une légère augmentation de 





Fig. 8 


l'intégrale Z, (x), qui n’est visible 
sur le graphique que pour x > 2,8. 
Dans l’ensemble les courbes de Z(x) 
et de Z, (x) ne se distinguent presque 
pas. 
La fig. 9 présente les graphi- 
ques des dérivées y” (x) et y, (x). 
Une faible variation de la fonction 
dans un court intervalle a provo- 
qué, dans cet intervalle, des varia- 
tions importantes de la dérivée. 
L'écart entre les dérivées secondes 
est encore plus frappant (voir fig. 
10, où l’on a adopté pour l’axe des 
y l'échelle deux fois moindre que 
celle des fig. 7-9). 

Si une courbe connue empiri- 
quement présente un léger écart 


dans un intervalle quelconque, la cause en est peut-être l’erreur 
d’une expérience isolée. De l’exemple précédent il découle que de 





Fig. 9 


pareilles erreurs n’affectent que très peu la valeur de l'intégrale, 
tandis que leur influence sur la valeur de la dérivée (et surtout des 
dérivées d'ordre supérieur) est très marquée. 
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Pour avoir des valeurs certaines de la dérivée, la formule corres- 
pondante doit être choisie de façon qu'elle décrive bien les données 
expérimentales. Du moment qu’elle tient compte de la totalité 
de ces données, la formule donne Ia dérivée pour chaque x en s’ap- 
puyant sur l’ensemble des données et non pas sur deux ou trois valeurs 





les plus voisines. Aussi est-il légitime de s'attendre à ce que les 
erreurs accidentelles de telle ou telle mesure influencent moins la 
valeur de la dérivée. 

En général, le choix d’une formule susceptible de décrire les 
résultats de l’expérience constitue un chapitre important du traite- 
ment des données expérimentales. Nous allons consacrer à ce pro- 
blème les deux paragraphes suivants. 


Exercice 


Pour les conditions de l’exercice 2 du $ 1, calculer les valeurs de y’ pour 
les valeurs demi-entières de x en posant Ax = h = 0,5. Trouver, par inter- 
polation linéaire et par les formules (4) et (5), les mêmes valeurs pour des x 
entiers. 
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$ 3. Choix des formules de nature expérimentale 
par la méthode des moindres carrés 


L'action de choisir les formules susceptibles de décrire certaines 
données expérimentales est appelée choix des formuies empiriques. 
En réalité, une formule est d’autant plus parfaite qu'elle renferme 
plus de notions théoriques. Dans la pratique, on commence par se 
donner la forme de l’expression mathématique, et ensuite, en partant 
des résultats de l'expérience, on détermine les valeurs des diverses 
constantes qui en font partie. 

Avant de choisir la formule, il est utile de porter les données 
expérimentales sur le graphique et de tracer à main levée la courbe 
qui semble relier au mieux les points obtenus. Par là même, on met 
au jour les données les plus douteuses. En traçant la courbe, on se 
guidera, en plus des points expérimentaux, par des considérations 
d'ordre général, à savoir : quelle doit être la courbe pour l’argument 
assez voisin de zéro? pour l'argument très grand? La courbe passe-t- 
elle par l’origine des coordonnées ? Coupe-t-elle les axes de coordon- 
nées? Ÿ est-elle tangente? etc. 

Une fois ce travail préliminaire achevé et la formule choisie, 
on doit trouver les constantes faisant partie de la formule. 

Comment le faire? 

Prenons l’exemple le plus élémentaire. 

Soit y proportionnel à x (on cherche donc une expression de la 
forme y — kx). Le problème se ramène à la recherche du coefficient k. 
Chaque expérience donne une certaine valeur de £, à savoir: 


où x, et y, sont les valeurs de x et de y obtenues par la nième expé- 
rience. L'indice 2 dont est muni 4 montre qu'il s’agit là d’une valeur 
correspondant à la nième expérience. On peut effectuer la moyenne 


sur les k, en posant 


P 
Y kn 
k = , 


P 


p étant le nombre total d'expériences. On obtient la formule y = kx. 

Notons que cette façon de choisir k est la plus simple sans être 
la meilleure. En effet, soient x une quantité caractérisant les condi- 
tions de l’expérience et dont la valeur est donnée exactement et 
y le résultat de l’expérience entaché d’une certaine erreur de mesure- 
Supposons que l'erreur de mesure Ay reste sensiblement la même, 


que y soit petit ou grand. Alors l'erreur sur k,, égale à a, est 
d'autant plus élevée que x, est plus petit. Par conséquent, lorsqu'on 
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calcule k, il est préférable de s’appuyer sur les expériences dans les- 
quelles x, sont grands. 

Proposons-nous de trouver la valeur de Æ pour laquelle la fonc- 
tion y — kx correspond le mieux aux données expérimentales. (Le 
sens de l'expression peu précise « le mieux » deviendra clair de l’ex- 
posé suivant.) Comme mesure de l’écart entre la fonction et les 
données expérimentales dans la nième expérience adoptons 
(yn — kx,). Pourquoi prendre (y, — kx,)? plutôt que y, — kx,? 
Evidemment, l'écart de kx, avec y, est toujours indésirable, que 
k soit tel que y, << kx, ou tel que y, = kx,. Si nous avions pris 
comme mesure d'écart y, — kx,, alors, en faisant la sommation des 
écarts obtenus dans plusieurs expériences, nous aurions pu aboutir 
à une valeur très faible grâce à l’annulation réciproque de certains 
termes de grandeur élevée mais de signes contraires. Cependant cela 
ne saurait témoigner en aucune façon en faveur de la fonction y — kx 
choisie. Par contre, avec la mesure d'écart (y, — kx,)? adoptée, 
il ne saurait y avoir d'annulation réciproque de termes, vu que toutes 
les valeurs de (y, — kzx,)? sont positives. Notons qu'au lieu de 
(yn — kx,)? on pourrait bien prendre |y, — kx,|, (yn — kx,)*, 
etc. Or, cela compliquerait inutilement les calculs. 

En qualité de mesure de l’erreur totale S dans la description 
des données expérimentales par la fonction y — k#x, nous prendrons 
la somme des mesures d'écart pour toutes les expériences, c’est-à-dire 


| 
S= D (un —ktn}?. (6) 


La méthode de recherche des constantes de la formule avec la condi- 
tion que l’écart total S soit le plus petit possible s'appelle méthode 
des moindres carrés. | 

Notons que si une valeur de y, — kx, — 10, c’est-à-dire que 
pour un æ = *, la formule donne une erreur de 10 unités, cela fera 
1400 unités pour la valeur de S. D'autre part, dix erreurs de 1 unité 
chacune n’apporteront à S que 10 unités. Il est done clair que la 
valeur de S est influencée le plus par les erreurs les plus grandes ; 
au contraire, les erreurs petites, même fréquentes, n’ont pas beau- 
coup d'influence. La méthode des moindres carrés vise à diminuer 
les écarts les plus importants. 


Pour trouver k — k tel que S soit minimal, résolvons l’équa- 
dS 


tion 7 = 0. À l'aide de (6), trouvons 
dS : 
Tr = 2 > (Yn —Ktn) (— Zn) =0, 


4—0317 
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d’où 
p p 
2k D aè—2 > anÿn =0, 
n=1 n=1 


ce qui nous donne 


D? 
Tny 
2 Hs A1 Te +... + Tpyp (?) 


titai+... + 


Si dans chaque expérience on obtient exactement y, —kxn, d 
la formule (7) on déduit 
Tikty+- to kto +... +rp-kx) 
| ai +ait...+xi 
. . » l (07 
Si dans les diverses expériences la valeur de kn = est diffé- 
n 
rente, alors, en substituant dans (7) à y, sa valeur k,x,, il vient 
kax? + koxi +... +k,;xi (8) 
x? +xi +... xs : 
Parmi les valeurs k,, k:, . .., k, fournies par les expériences 
isolées, il est une valeur maximale khA4 et une valeur minimale 


kmin. Si l’on remplace, dans le second membre de (8), tous les 
kh par Æmax, la fraction croîtra si bien qu’on aura 


— kmax 21 + kmax 25 +... + max T9 


© = max 
< ti +ai+...+ri nez 


= _. 


a 
— 

— 

— 


On démontre d’une façon absolument analogue que k = Enin. 


—— 
——— 
« 


Ainsi, la valeur k, obtenue à condition de S$ minimal, vérifie 
les inégalités kmin <Æ< ÆEmax, C'est-à-dire qu'elle est bien la 
moyenne de toutes les valeurs k,, k,, ..., k, et s'établit selon 
une règle plus compliquée que 

E kit hat... +Lk, 
a 

Dans la formule (8) chaque valeur #, faisant partie du numérateur 
est multipliée par un facteur 2%. Ce facteur est appelé le poids *). 

*) Cette appellation s'explique par une analogie mécanique. Imaginons 
une échelle sur laquelle on porte des longueurs k,, k,, . .., k, et l’on place 


des poids aux points correspondants. Si tous ces poids sont identiques, alors 
le barycentre du système (on néglige le poids de l'échelle elle-même) coïncide 


avec le k — HE Sr . Par contre, si l’on place au point k, un 
poids x?, au point #, un poids x?, . .., au point k, un poids x?, c'est la formule 


8) qui définit la position du barycentre. Aïnsi, la formule en question traduit 
différents degrés d'importance (de poids) des différentes observations. 
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Il est clair que k est d'autant plus influencée par la mesure corres- 
pondant à x — 2, que le poids 2, est plus grand. Cela confirme 
notre assertion précédente selon laquelle les mesures avec x, grand 
sont plus importantes pour la détermination correcte de k. 

Si rien n’indique que y = 0 pour x = 0, la formule la plus facile 
à concevoir est y — kx + b. Ce cas peut lui aussi être traité par les 
moindres carrés. La valeur de S est en l’occurrence définie par la 
formule 


P : 
n=1 
Il faut choisir £ et b tels que la valeur de S soit minimale. 


Procédons comme suit. Si b était déjà trouvé, on ne pourrait 
modifier, dans le second membre de (9), que Æ et on aurait *) 


p 
OS 
5 = à >. (Un — Ætn — db) (— 23) = 0. 


n—1 
D'autre part, si l’on avait déjà trouvé k, on aurait 
p 
AS 
Ab. — 2 >» (Un — ktn —b) = 0. 
n—=1 


Ces deux conditions donnent un système d'équations pour k et b: 


o P P. 
> TnYn — k > x? — b >, += 0: 
n—=1 n—=1 n—1 


: " (10) 
D Yn—k Di Xn—bp=0. 
n=1 n=i 


À partir du système d'équations (10) on trouve sans peine les 
quantités 4 et b. À cet effet, pour abréger l'écriture, convenons de 
noter 


p p p p 
Gi Dim OC D Th To D) Yn, Ti D) Tnÿne 
n=1 n=1 n=1 n=1 
Alors le système (10) s'écrit sous la forme 
Ok + C1 — ri, 
O1k + pb = ro. | 
Sa résolution nous permet d'obtenir 


__ Pri—ro01 b= 002 — r101 


POo—0? ? PO9 — 0? 
*) Dans le cas d'une fonction de plusieurs variables, la dérivée par rapport 
à l’une de ces variables (les autres étant données) est désignée non pas par d 


mais par 4 (cf. par exemple MS, $ II.12). Nous en reparlerons plus en détail 
dans le chapitre IV. 


4* 
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La méthode décrite admet un point de vue différent. Etant 
donné une dépendance linéaire 


y = kx + D 


entre les quantités x et y considérées, nous avons deux paramètres 
inconnus # et b. Une série de mesures nous amène à établir des rela- 
tions déterminées centre ces paramètres : 


kxi + 0 = y1, 
kto + D = yo, 
kz,,+b=—y,, 


c'est-à-dire à former un système de p équations à deux inconnues. 
Pour p >> 2 le système est surabondant, car deux équations suffisent 
en principe pour trouver les inconnues. Or, compte tenu du fait 
que les grandeurs physiques x et y sont mesurées avec une certaine 
erreur, on conçoit que dans le cas de deux mesures (donc avec p — 2) 
les valeurs de kÆ et de b peuvent être grandement influencées par les 
erreurs accidentelles, si bien que la précision du résultat reste douteuse. 
Aussi est-il dangereux de réduire le nombre d'équations renfermant 
des facteurs aléatoires de cette espèce. Par contre, plus les mesures 
sont nombreuses, c’est-à-dire plus le système est surabondant, mieux 
cela vaut, car les erreurs accidentelles de telle ou telle mesure s’annu- 
. lent réciproquement, et la solution trouvée par les moindres carrés 
n’en devient que plus certaine. 

Il n’est pas difficile de généraliser la méthode des moindres carrés 
pour le cas, où x et y sont liés par des relations plus compliquées. 
On doit toutefois signaler que ladite méthode entraîne parfois des 
calculs assez encombrants. Dans les cas où les paramètres cherchés 
figurent dans les relations à une puissance supérieure à 1, on aboutit 
à un système d'équations non linéaires, ce qui complique singulière- 
ment les calculs. Pour cette raison, on fait assez souvent appel 
à des méthodes graphiques de choix des formules, qui s'avèrent 
plus efficaces. Nous allons les aborder au paragraphe qui suit. 


Exercices 


1. En procédant par les moindres carrés, choisir une formule du type 
y — kx pour les données expérimentales suivantes: 


à) 


02910490 (120,79: 6 T;00 2,00 


TL 











1,25 | 1,50 














y | 0,40 0,90 Losoo | 1, | 1,60 | 1,66 | 2:02 2,40 
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b) 
0,25 








C) 


y | 0,16 0,18 | 0,80 





Dans chacun des trois cas, porter sur le graphique les points représentatifs des 
données tabulaires et tracer la droite obtenue par la méthode des moindres car- 
rés. (Employer le papier millimétré.) 

2. Sur la base des données de la table suivante, choisir par la méthode des 
moindres carrés les quantités k et b vériliant l'égalité y — kx L b: 


—0,20 | 0,20 0,40 0,60 0,70 





0,96 140 1,56 | 1,74 | 1,92 


3. Soient deux points (x1, y) et (x>, ya). En procédant par les moindres 
carrés, choisir, d’après ces données, les quantités k et b vérifiant l'équation 
de la droite y — kxL b. Démontrer qu'on obtient un résultat absolument 
exact, c'est-à-dire l’équation de la droite passant par ces deux points. 


$ 4. Choix graphique des formules 


Rappelons-nous que l'équation d’une droite a la forme y — 
— kx + b, où les quantités Æ et b admettent une interprétation 
géométrique simple (voir par exemple MS, $ IV.4): b est la longueur 
du segment déterminé par la droite sur l’axe des y, et k la tangente 
de l’angle & formé par la droite et l’axe des x (fig. 11). 

Supposons que y et x sont liés par une relation linéaire: y — 
— kx + b. Reportons les points expérimentaux sur le graphique. 
Si l’on applique sur le dessin une règle transparente, on obtient 
sans peine, en déplaçant la règle, une droite qui soit la plus proche 
de ces points (fig. 12). 

Après avoir tracé la droite, on détermine b et 4 — = à partir 
du dessin. 

Le grand avantage de la méthode graphique est son caractère 
concret. Si les points expérimentaux (à l'exception de quelques- 
uns) se laissent aligner, les points aberrants sautent aux yeux, si 


D] 


bien qu’on est renseigné sur les points à vérifier. Si la plupart des 
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points expérimentaux ne se placent pas sur une même droite, on le 
voit immédiatement. Dans ce cas la relation entre x et y est plus 
compliquée que y — kx+b. De plus, la méthode graphique nous 
épargne d’assez longs calculs, exigés nécessairement par la méthode 
des moindres carrés et dans lesquels on risque toujours de commettre 
une erreur. 

La droite occupe une place privilégiée lorsqu'il s’agit du choix 
graphique des formules. En effet, aucune autre ligne ne peut être 
construite par les points donnés si simplement et en même temps 








Fig. 11 Fig. 12 


avec une telle certitude. Quiconque a pu comparer en laboratoire 
la recherche graphique des quantités # et b de l'équation d’une droite 
à leur détermination par les moindres carrés sait que la différence 
est toujours insignifiante. 

Mais comment choisir, en se servant du graphique, les constantes 
d'une formule plus compliquée que y = kx + bd? 

Prenons un exemple. 

Considérons la relation entre la température T d’un fil métallique 
et l'intensité i du courant continu traversant ce fil. Il est évident 
que le changement de sens du courant n'’inîlue pas sur 7, donc 
T (—i) = T(i). La relation T = ai + b est donc un échec. Pro- 
posons-nous de chercher une formule du type 7 = ai? + b. La 
courbe représentative de la fonction T' (i) est une parabole; or, on 
ne peut pas tracer à main levée une parabole exacte. Pour y remédier, 
introduisons une nouvelle variable z — i?, alors 7 — az + b, ce 
qui nous permet, dans le système de coordonnées z, T, de représenter 
la relation recherchée par une droite. La valeur de la température 
b — T, en cas de courant nul peut être considérée comme étant 
connue. Il nous reste à déterminer le coefficient a devant i?. 

Dans le cas d’une intensité de courant élevée, qui fait naître 
de hautes températures, on ne peut pas considérer la résistance du fil 
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comme étant constante. Pour cette raison la puissance calorifique 
(quantité de chaleur dégagée par unité de temps), égale à W — Ri°, 
n’est pas réellement proportionnelle à i?, étant donné que À varie. 
Dans l'équation du bilan thermique 


W — Ri = aS (T —T;), 


où « est le coefficient de transfert de chaleur et $S la surface du fil, 
a est variable aux températures élevées. Cependant l'égalité des 
températures pour les courants à et —ÿ a toujours lieu. Pour cette 
raison il est logique d'introduire dans la formule T = ai? + b, 
qui risque maintenant de devenir imprécise, un terme ci* (et non 
pas ci). 
Donc, on a à trouver une formule du type T = cit + ai? + b. 
Notons que pour i — 0 on a T —b, si bien que b ne se distingue 
guère de la température du milieu ambiant et peut donc être consi- 
déré comme étant connu (voir ci-dessus). Mettons la relation sous 
la forme suivante: 
T— 


nn 2 
2 Ci — a. 





: : : | T —b 
En introduisant de nouvelles variables x = i?, y — 2 4 OÙ 
obtient y — cx + a, donc relation linéaire entre x et y. A l’aide 
du graphique construit en coordonnées x, y on détermine aisément 


a et c. 
Ainsi, l'idée générale de la méthode graphique est de faire inter- 


venir de nouvelles variables, de façon que la relation cherchée devien- 


ne linéaire. 

Citons encore quelques exemples. 

zet y sont souvent reliés de façon qu'on est certain d’avoir 
y = 0 pour x = 0 encore que sur le graphique les points représen- 
tatifs des données expérimentales ne se mettent pas en ligne droite. 
La formule suivante peut alors convenir: 


y = ax + ba*. 


Divisons tous les termes par x: _ — q + bx. Posant _ — Z, On 
obtient la relation linéaire entre z et x: 
= aq + bx. 


Une autre formule peut également faire notre cas; il s’agit de y — 
— ax". Comment déterminer l’exposant 7? Prenons le logarithme 
des deux membres de la formule : 


lg y = nlg x + lg a. 


Faisant intervenir de nouvelles variables z = lg y, # — lg x, on 
aboutit à la relation linéaire: 


z = lg a + nt. 
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La loi de désintégration s'exprime par la formule n — nje-®t, 
où 7 et r, sont les nombres d’atomes aux temps # et O, et w la proba- 
bilité de désintégration. Prenant le logarithme des deux membres 
de la formule, on a 


In nr = In ny — ot. 


On obtient donc une droite en coordonnées #, y — In nr. (Voir pour 
plus de détails MS, $ V.3.) 

En étudiant la relation existant entre une grandeur quelconque x 
et la température 7, on aboutit très souvent à l'expression 


_À 
z— Be ÀT, 


On l’a *) lorsque seule est prise en considération l'influence des 
molécules (électrons) dont l'énergie est supérieure à À; k est la 
constante de Boltzmann (k—1,4-10716 erg/degré). 


En prenant le logarithme, on obtient In x — In B — 


{ 


relation devient linéaire si l’on considère y — 7 et z— In x; en 


effet, z — In B + y. 


Dans tous les exemples que nous venons de considérer, nous choi- 
sissons la formule, puis introduisons de nouvelles variables de façon 
qu’elles soient reliées linéairement. [Il arrive cependant qu’en nouvel- 
les variables, les points expérimentaux « refusent » de se placer sur 
une droite. Cela signifie qu’on a mal choisi la formule et qu’on 
doit en chercher une autre. 

Supposons qu’on a effectué une série d'expériences à la suite 
desquelles on a obtenu, pour les valeurs x,, x,, . . ., x, de l’argu- 
ment, les valeurs y,, y, . . ., y de la fonction. Supposons de plus 
que les valeurs de l’argument sont rangées par ordre croissant 
Ly L'L9 LL... Lx). La recherche de y éventuel pour un x intérieur 
à l'intervalle étudié de variation de l’argument (x, x<7x,) consti- 
tue un problème d'’interpolation (cf. début du $ 1). 

L'interpolation est aisée dès que la formule empirique est choisie. 
Avec une formule heureusement trouvée, l’interpolation conduit 
généralement à de bons résultats, les grosses erreurs étant bien rares. 
Il existe un problème autrement plus difficile: celui de recherche 
de la valeur éventuelle de y pour un x extérieur à l'intervalle étudié 
de variation de l’argument, par exemple pour x > x,. La recherche 
d’une telle valeur d’après les données expérimentales est un problème 
d’extrapolation. 


*) Certains cas sont étudiés dans les MS, chapitre VII. 


$ 4] CHOIX GRAPHIQUE DES FORMULES 57 


Pour résoudre un problème d'’extrapolation, il est nécessaire 
de bien comprendre, dans chaque cas concret, la nature du phénomène 
étudié; un pareil problème ne saurait être résolu d’une manière 
formelle par application de la formule choisie. (On donnera raison, 
à ce propos, à Kretia Pataczkéwna, un personnage du livre Pi: 
« Il est très difficile de prédire quelque chose, surtout à l’ave- 
nir ».) 

Par exemple, dans une formule comme y — a + bx + cx? + pa“, 
qui décrit pourtant très fidèlement les résultats de l’expérience, 
les termes cx°?, px° sont tenus de décrire l’écart entre les points expéri- 
mentaux et la droite dans l'intervalle étudié de variation de x. 
Il est à noter que ces termes sont en fait de petites corrections à la 
partie principale a + bx. 

Si, à l’aide de cette formule, on extrapole y pour des x élevés 
ct éloignés des valeurs étudiées, on constate la prédominance des 
termes cx? et px°, ce qui peut très bien être contraire à la nature du 
phénomène en question. Cela fait penser à ce conte d’Andersen 
où l'ombre se sépare de l’homme, commence à vivre une 
vie à elle, fait carrière et, enfin, se fait servir par l’homme 
lui-même. 

Si, x croissant indéfiniment, y tend vers une certaine valeur y, 
il peut s’avérer utile de trouver cette valeur : c’est ce qu’on appelle 
extrapolation à l'infini. Pour le faire, il y a souvent intérêt à intro- 
duire une nouvelle variable indépendante z telle qu’elle demeure 


finie pour x — œ, par exemple z — = . Après ce passage l’intervalle 


(des z) que l’on choisit pour l’extrapolation devient fini. 

Prenons un exemple. 

Imaginons une charge explosive de forme allongée munie à son 
extrémité d’une amorce ; celle-ci provoque une détonation (explosion) 
qui se propage le long de la charge. Etant donné une très grande 
longueur de la charge, son effet destructif sur un obstacle quelconque 
cesse d'être fonction de sa longueur. En effet, allonger une charge 
déjà suffisamment longue revient à augmenter la quantité d’explosif 
se trouvant loin de l'obstacle et s’avérant pour cette raison très 
peu efficace. Soit par exemple y l'épaisseur maximale d’une paroi 
d'acier que détruit une charge de longueur x. Le graphique 13 porte 
les données expérimentales. On voit qu'avec l'augmentation de 
zx, y S’approche d’une certaine valeur y. Or, on ne peut lire y 
sur le graphique. 

Comment le trouver? Supposons qu'avec un x grand, la formule 
devient y — yo —— . L'introduction d’une nouvelle variable 

1 . | 
3 — — nous donne y —yx — 4-2, Ce qui fait que y Correspond 


D! 


à 4 — 0. En construisant les points d'observation en coordonnées z, 
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y *), nous pouvons estimer au jugé la valeur supposée de y pour 
z = 0 (fig. 14). 


La formule y = yo — _ n’est juste que pour des x suffisamment 


grands. Pour x — —— elle donne y = 0, et si x Sr —— , il vient même 


y << 0, résultat absurde. C'est pour cette raison se les points expé- 
rimentaux de la fig. 44 sont reliés non pas par une droite mais par 





Fig. 13 Fig. 14 


une courbe ; or, en coordonnées z, y, cette courbe peut être extrapolée 
sur Z — Ü, ce qui correspond à æ = oc. 

De la signification physique du problème, il découle encore 
que pour æ = 0 on doit avoir y = 0. La formule la plus élémentaire 
traduisant les deux propriétés connues de la fonction y (à savoir 
y = 0 quand x = 0 et y tend indéfiniment vers y quand x croît 
indéfiniment) s'écrit : 





— _JooT 
=. | (11) 
Comment peut-on déterminer les constantes y. et b en s'appuyant 
sur les données expérimentales ? 
À cet effet, mettons (11) sous la forme 





4 x+-b 
Y Yoot 
OU 
4 1 b { 
U Vo Yo 


; : 4 ; 1 È ; 
Aussi, en construisant m en fonction de nt peut-on espérer obtenir 


une droite et déterminer Pe et . Même si ces points s’alignent 
mal, l’extrapolation d’après un tel graphique sera toujours plus 


*) Sur les graphiques 13 et 14 les points qui se correspondent ont même 
numéro. 
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certaine que d’après le graphique 14, car la formule (11) tient compte 
des deux propriétés de la fonction y (x) (et non pas d’une seule comme 
précédemment). 


Exercices 


1. Choisir une formule du type y — ax? + b pour les données suivantes: 


x | 0.3 1,0 | 1,5 | 2,0 





2,9 | 3,0 











y | 1,20 | 1,10 | 2,35 | 3,09 | 4,40 | 9 00 











en procédant: a) par les moindres carrés; b) graphiquement. 
2. En employant la méthode graphique, choisir une formule du type y — 
= ax? + bx pour la table suivante: 





3. On a la table 





Choisir une formule du type y — Azxb (par la méthode graphique). 
4. Soient les résultats de mesure 





On sait en outre que: 

a) lorsque x croît indéfiniment, y tend vers zéro; 

b) pour x = 0 la valeur de y est bien déterminée. Ces conditions sont 
vérifiées, par exemple, par de simples formules du type 


{ 
Æ ——— = Rx 
= cz et y—Aerhkx, 
Choisir les valeurs des paramètres intervenant dans ces formules. A l’aide de 
ces formules, obtenir y pour x = 1,25; x — 3,795; x = —1;: x — —2;x— —3, 


Comparer les résultats. 
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9. Les résultats d’une expérience sont 


“ | 1,0 | 1,9 2,0 


| 
y | 1,6 1:7 | 2,0 





On sait en outre que x augmentant indéfiniment, y tend vers une certaine valeur 
y. Trouver cette valeur limite: 





a) en choisissant une formule du type y = À + ? 
b) en choisissant une formule du type y — . 5: 


Réponses et solutions 


$ 1 
1. On tire y3,, = 1,45 de la formule (2); y3,, — 1,41 de la formule (4); 
Usa = 1,43 de (5). La formule de Bessel, la plus précise, donne y Ja = 1:42. 


2. Si Ti = y he, et Az—h, on a par la formule du binôme de Newton 


- n(n—1 = 
ÔYit1J — Ôy lex, +772 D (ti +h}n— x — nhx® 1 + 0 D h2x? 2 + ue 
Désignant zx; +hk/2=7x;, on a 


En , k n— 1 n(n—1) 2 , n—2 


Ouvrant les parenthèses du second membre, on voit que les différences forment 
ici la suite de valeurs du polynôme de degré n — 1. Il en sera de même pour la 
fonction y — ax" (a — const), car le coefficient a sert de facteur commun, 
lorsqu'on forme les différences. Vu que si les fonctions s'ajoutent, il en est de 
même de leurs différences, pour tout polynôme de degré n les différences forment 
la suite de valeurs d’un certain polynôme de degré n — 1. Les différences secon- 
des forment donc la suite de valeurs d’un polynôme de degré n — 2, etc., et 
les différences d'ordre nr la suite de valeurs d’un polynôme de degré zéro, c'est- 
à-dire d’une constante. Il en découle que, dans le cas examiné, les différences 
d'ordre (n + 1) sont nulles. 


$ 2 


vi) = 0,50 ; y37, — 0,80; yéf2 — 1,38. Par interpolation linéaire on a y; — 
= 0,65; ys — 1,09. De la formule (4) on tire y; — 0,62; de (5) y: — 1,06. 


$ 3 

1. a) y = 1,18x; b) y = 0,78x; c) y = 1,75. 

2, y — 1,03x — 1,19. 

3. L'équation d’une droite se présente comme y — kx + b. Les quantités 
k et b se déduisent de la condition selon laquelle y = yÿ1 POUr x = x et y = Ya 
pour x —zx,. On aboutit au système d'équations 


kxi+b— y1, } 
kxo +b— yo, i 
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d’où l'on tire 


= Yi —ÿY2 je Tiy2— LoU1 
Ti—To : Ti—XLo 


(12) 


Démontrons qu’on obtient les mêmes valeurs de k et de b par les moindres 
Carrés. 
Dans notre cas 


Aussi 
see — — 2 [(ys—kxy — D) x + (yo — kxo —b) 22] 
ôk Le y1 1 1 yo 2 21 
2 = — 2 [(y1— kxy —d) + (ya — kxo —b)] 
ôb k=const y1 1 U2 2 , 


Si on égale ces dérivées à zéro, on se trouve en présence d’un système d'équations 


(y — kxs— 0) xi + (ya — Kta — bd) 2 — 0, | 
yi—kti—b+ ya —hkxa —b—0, 
dont la résolution nous donne les mêmes valeurs que (12). 


Par ailleurs, on peut parler a priori de la coïncidence des résultats si on 
se rappelle qu'on ne peut mener par deux points qu’une seule droite. 


4 
4, Pour utiliser la méthode des moindres carrés, formons la somme 


6 
S= À (un—arè—6), 
k=1 


Procédant ensuite dans l’ordre habituel, trouvons a — 0,48 ; b—1,23, c’est-à- 
dire que la formule cherchée cst 


y = 0,482? L 1,23, 


Pour résoudre le problème par la méthode graphique, faisons intervenir 
une nouvelle variable # = x?, alors y — at + b, ce qui donne une droite en 
coordonnées #, y. Reportant sur le graphique les points (4, — x?, y), on trouve 
a = 0,49; b — 1,35, ce qui donne 


y = 0,497? + 1,35. 


2. Posons —_—. z, alors z — ax + b. Construisant les points en coordon- 
nées x, z, on obtient a — —1,02, b — 4, de sorte que y — 1,027? L 4x. 


3. Dans ce cas on doit porter sur les axes de coordonnées respectivement 
lg x et 1g y. On aura À = 0,5; b = 1,5; y — 0,5x1,5, 
1 
10,561 0,07%° ?— 
— 1,74e-0,1x, La table suivante réunit les valeurs de y trouvées d’après les 
deux formules pour plusieurs valeurs données de x: 


4. Par la méthode graphique, on trouve 
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Valeur de y Valeur de y 
x d’après la 1re d’après la 2€ 
ormule formule 
1,25 1,94 1,54 
3,75 1,22 1,20 
—1 2,01 2,00 
—2 2,38 2,12 
—3 2,86 2,39 


La dernière opération vise à démontrer que l’interpolation conduit bien 
rarement à de grosses erreurs (dans notre cas les deux formules donnent des 
résultats très voisins pour x = 1,25 et pour x = 3,75); par contre, l’extrapola- 
tion est peu sûre. L’examen de la table fait constater que plus x s'éloigne des 
valeurs tabulaires, plus les y obtenus par les différentes formules sont diffé- 
rents. Notons encore que pour x — —8 la première formule n’a aucun sens, et 
pour x << —8 elle donne y < 0, et la deuxième formule y > 0. 

5. à) Yo = 2,8; D) Yx = 2,9. 


CHAPITRE III 


COMPLÉMENTS SUR LES INTÉGRALES 
ET LES SÉRIES 


$ 1. Intégrales impropres 


Donnant la définition de l'intégrale, on admet généralement 
que l'intervalle d'intégration est fermé et que la fonction à intégrer 
ne devient pas infinie dans cet intervalle (voir, par exemple, MS, 
$ 1.8). De telles intégrales sont appelées intégrales propres. Si au 
moins une de ces conditions n’est pas satisfaite, l'intégrale est dite 
impropre. Les intégrales impropres sont fréquentes déjà dans les 
problèmes élémentaires du calcul intégral (voir, par exemple, MS, 
$$ II.16, III3, VI.2). Nous allons les étudier plus en détail. 

Considérons d’abord l’intégrale 


1 — | f(x) dx, (1} 


en supposant finies sa borne supérieure a et la fonction à intégrer 
f (x) quand a x << ©. C’est une intégrale impropre, car sa borne 
supérieure est infinie; on dit que l'intégrale admet une singularité 
à sa borne supérieure. 

Supposons qu’on ait obtenu l'intégrale (1) comme solution d’un 
problème physique et que la variable x possède une signification 
physique concrète (longueur, temps, etc.). Alors, en réalité, x ne 
varie pas indéfiniment mais possède bien une certaine limite, très 
erande mais finie ; désignons cette limite par V. On a alors, au lieu 
de (1), 

N 
In = | f(x) dr. (2) 


a 


Il peut arriver que l'intégrale (2), bien que fonction de À, ne 
varie pratiquement pas lorsque V est assez grand. C’est cette valeur 
qu'on retient alors comme valeur de (1); on a plus exactement 


00 N 


| f(x)dz=lim | f(x) dz, 


N-00 « 
a a 
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et on dit que l'intégrale (1) est convergente. Si l’on considère cette 
limite et l'égalité 


Lea r@ar+ | star 


on s'aperçoit que la plus grande contribution à l'intégrale convergente 
est fournie par sa partie « finie » (« propre »), tandis que la part 
de la singularité est absolument négligeable pour V suffisamment 
orand. En d’autres termes, si l’intégrale (1) est convergente, on peut 
substituer à l’intégrale « réelle » (2) avec N grand (il arrive souvent 
qu'on ignore la valeur exacte de ) l'intégrale « limite » (1), ce qui 
facilite généralement les études théoriques. 

Si, avec la croissance de À, la valeur de l'intégrale (1) ne «se 
stabilise » pas mais tend vers l'infini ou oscille sans tendre vers 
une limite déterminée, on dit que l'intégrale (1) est divergente. 
En pareil cas, la valeur de (2) pour N grand dépend sensiblement 
de W et il n’est plus possible de prendre (1) au lieu de (2). Il peut 
alors devenir nécessaire de caractériser plus en détail le comportement 
de l'intégrale (2) avec N croissant, c’est-à-dire d'obtenir les for- 
mules asymptotiques de l'intégrale donnée. (Cela peut d’ailleurs 
être nécessaire aussi pour les intégrales convergentes de la forme 
(1), car, dans bien des cas, il ne suffit pas d'établir la convergence 
ou la divergence, ni même d'obtenir la valeur numérique dans le 
premier cas: il importe de savoir la loi de la convergence.) 

Il découle de ce qui précède que la convergence ou la divergence 
de l'intégrale (1) ne dépend que du comportement de la fonction 
f (x) au point singulier de l'intégrale, c’est-à-dire quand x — co. 
On l'établit le plus souvent en comparant f (x) à la fonction puissance 


€ . Q , Q Lé CRC r 
—p aisément intégrable. Considérons l'intégrale 


f C 
T= | 5 dt (C— const), (5) 
X0 


en prenant pour x, un nombre positif quelconque (si x, est négatif, 
l'intégrale admet une singularité aussi pour x — 0, où la fonction 
À intégrer devient infinie). L'intégration est aisée: 


OO 


Cx=p+1 lo 
TP dx = = 
| " —P+1 {x 
X0 
| (oo) C C 


0 





(à) 


Deux cas sont à distinguer. Si p = 1, alors p — 1 0, oo? 1 — © 
et le dernier terme du second nombre de (4) s’annule. Donc, l’inté- 


(—T) 221 fx (p—1)z2 1  (p— TD) op * 
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grale (3) est convergente. Par contre, si p << 1, alors oo?" — — = 
—0, et le dernier terme de (4) est égal à l'infini. Il s'ensuit que, dans 
ce dernier cas, l'intégrale (3) diverge vers l'infini, c'est-à-dire que 
l'intégrale correspondante T1 ,, considérée entre x, et N, tend vers 
l'infini avec À croissant. On exprime 7}, en substituant dans le 
second membre de (4) V à oc (on exprime d’ailleurs facilement J y 
dans d’autres cas aussi; il suffit pour cela que l'intégrale indéfinie 
correspondante soit possible). On voit bien que, pour des N grands, 
c'est le premier terme qui est la partie principale lorsque p >> 1, 
et la deuxième lorsque p 1. 
Quand p = 1, l'intégrale (3) devient 
C 00 
| —d=Clne| —CInoo—CInzxz— 0, 
T X0 
xo 
c'est-à-dire qu'elle diverge également vers l’infini. Ainsi, l’intégrale 
(3) converge quand p > 1 et diverge quand p < 1. | 
Nous pouvons maintenant en déduire par exemple que l'intégrale 


4 
RE ——— dx, () 
Vz2+1 


admettant une singularité à sa borne supérieure, diverge vers l'infini, 
car, lorsque les x sont grands, la fonction sous le signe somme 
Eee à 1 : 

Vz2+1 z°/3 V 1+z2 ( ) 


ze , donc en l'occurrence p — = <1. 





est asymptotiquement égale à 





Par contre, l'intégrale 


| un. (7) 
Vzi+1i 
0 
est convergente, car la fonction à intégrer, avec x —- co, est asympto- 


tiquement égale à 





e , c’est-à-dire qu'on a p=i > 1. L'intégrale 
T 
| e—%® dx (8) 
0 


est convergente elle aussi, car lorsque x — , la fonction à intégrer 
tend vers zéro plus vite que n'importe quelle puissance de x. Dans 
chacun des exemples proposés les intégrales indéfinies correspondantes 
ne peuvent être exprimées au moyen de jonctions élémentaires : 


3—0317 


66 COMPLÉMENTS SÛR LES INTÉGRALES ET LES SÉRIES [Ch. 111 


il serait donc difficile de juger de la convergence en considérant 
l'intégrale indéfinie. 

On obtient sans peine les expressions asymptotiques des trois 
dernières intégrales prises de 0 à N pour N croissant. Pour une inté- 
grale divergente analogue à (1), on procède comme suit: on choisit 
une fonction facilement intégrable f, (x) telle qu’elle soit asympto- 
tiquement (avec x — co) assimilable à f(x); alors la première 
intégrale (la partie principale) du second membre de l'égalité 


N N N 
| fade | h(a)dr+ | (fa) —ñ (md 


se prête aisément à l'étude, alors que la deuxième peut s'avérer 
convergente quand V —- , ou bien encore on la soumet au même 
procédé. Pour l'intégrale (5), on adopte naturellement f, (x) — x-?/3 
et on écrit 











" 4 à ù 1 AT TE 
—— +] Ta :+] PT =) Fe 
N 
=CHYN-3 a+ |) de (9) 
N N 


Nous venonsde passer de | à | , a étant un nombre positif quelconque 
0 a 
(pas forcément d’ailleurs en l’occurrence), afin d'éviter l'intégrale 
N 


impropre | x7*/s dx admettant une singularité à sa borne inférieure. 
On démontre que la dernière intégrale de (9) converge pour N — ce 
et que, lorsque NV est grand, l’expression (9) se représente asympto- 
tiquement comme 3% N + C + un infiniment petit, C étant une 
certaine constante. Pour trouver cette dernière, on a recours à l'égalité 


N 


SN 
Cal 3ÿ/N 


pour une valeur déterminée de W, en calculant l’intégrale du second 

membre à l’aide d’une des formules d'intégration numérique. 
On étudie de même le comportement asymptotique des inté- 

grales (7) et (8). Pour une intégrale convergente, on utilisera souvent 
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avec profit la transformation 








N 00 00 
À fo) de | f(x) da — | f(x) de. 
a a N 
Pour l'intégrale (7), on a 
N ) oo 
Û es de 1 T9 —1/2 Pat 
| = | js t+r) se 
dl dx e 4 2 
sn yat. 


où la constante D, égale à la valeur de l'intégrale (7), se calcule 
comme C de l’alinéa précédent. 
En ce qui concerne l'intégrale (8), on applique l'intégration 
par parties : 
N 00 00 co 
| . es“ dx— | e-*dx—E+ | de = 
0 0 N N 


00 —%? 1 
— 7 — N2 _— e-N?, 
ES À HSE ds De 5 —— dx & E SN 


La constante E, c'est-à-dire la valeur de l’intégrale (8), est égale, 
on le verra au $ IV.7, à V x/2. 
Un autre exemple. Considérons l'intégrale impropre 
| sin x dr. (10) 
0 
Dans ce cas l'intégrale sur l'intervalle fini 
N 
In = | sinedr= — cos z |} —1— cos N. (11) 
0 
Quand NW croît, la valeur de cos NV oscille sans tendre vers une 
limite déterminée. L'intégrale (10) diverge donc, et cela d’une 
manière « oscillatoire ». 
On vérifie aisément qu’en introduisant sous le signe somme 


dans (10) un facteur amorti e-% (4 — const >> 0), on aboutit à une 
intégrale convergente : 


O0 
| ex sin x dx. 
0 


5% 
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On démontre aussi qu’il y a convergence dans le cas de l’intégrale 
d’une forme plus générale 


CO 


| { (x) sin x dx, 
0 


dans laquelle f (x) est une fonction décroissante quelconque qui 
tend vers zéro quand x —> co. 

Les intégrales impropres d’une forme autre que (1) sont traitées 
de la même façon. Soit donnée par exemple l'intégrale 


b 
| f(x)de, (12) 


avec b et a finis, mais f (x) devenant infinie quand x — a, c’est-à-dire 
qui admet une singularité en x — a. Alors on néglige la singularité 
en substituant à (12) l'intégrale 

b 


| f(œ)de, (13) 
a+-8 
g étant un petit nombre positif. Si pour un æe suffisamment petit 
l'intégrale (13) cesse pratiquement d'être fonction de &e, on dit 
que l'intégrale (12) est convergente et l’on pose 
b 


b 
| f(x) de = lim | f(x) dx. 
a 80 o+e 


En pareil cas il est possible de passer de l'intégrale (13) (qu'on 
rencontre fréquemment dans les problèmes de physique en raison 
du caractère fini de toutes les grandeurs physiques) à l'intégrale 
plus simple (12), en négligeant aïnsi la part apportée à (12) par la 
singularité. Si avec un & faible l’intégrale (13) dépend sensiblement 
de €, c’est-à-dire qu'avec 8 —+ 0 elle n’a pas de limite finie mais 
tend vers l'infini ou oscille sans tendre vers une limite déterminée, 
l'intégrale (12) est divergente; le passage de (13) à (12) est alors 
exclu. 

Généralement, pour juger de la convergence ou de la divergence 
d’une intégrale impropre du type (12), on compare la fonction à 


intégrer f (x) avec la fonction puissance Ga qui devient infinie 


elle aussi pour x = a et qu’on intègre élémentairement. Nous lais- 
sons au lecteur le soin de vérifier que l’intégrale impropre 


b 
C 
| —a)P dx (C = const) (14) 


converge quand p << 4 et diverge quand p > 1. 
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Examinons, à titre d'exemple, le problème d'écoulement du 
liquide d’un récipient cylindrique dont le fond porte un orifice 
de section © (fig. 15). La hauteur À du niveau de liquide est fonction 
du temps #, c’est-à-dire À — h (ti). Si le liquide n’est pas visqueux, 
de façon qu’on puisse négliger la tension superficielle, la vitesse v 
d'écoulement du liquide est définie avec une précision satisfaisante 
par la loi de Torricelli: 

v= V 2gh. 


Aussi le volume de liquide écoulé pendant le temps dt est-il égal à 
ov dt = 0 V 2gh dt. 


D'autre part, le même volume est égal à —$S dh (étant donné que k 
diminue et que par suite dh < 0). Egalant ces deux relations, on a 


o V 2ghdt= —S dh, 
c'est-à-dire 
_ S  dh” 
o V2 VR. 


Pour obtenir le temps total d'écoulement, on doit interpoler : 


0 S 2H 


COVAA VE sv li) 


Dans la vie réelle, l'écoulement ne se produit pas jusqu'à k — 0 
mais bien jusqu'à k—e, où e est une certaine 
grandeur commensurable avec les aspérités du 
fond ou avec l’épaisseur de la pellicule mouil- 
lante, si bien que la formule (15) devrait 
s'écrire 


dt — 


0 
S Le S  h/2 
nl 





PORC 7 
oVzæ) Vr. 


Or, puisque l'intégrale impropre (15) s'avère 


(16) 





être convergente (ce qu'on a vu en la calcu- Fig. 15 
lant ; il s’agit en plus d’une intégrale du type 
(14) avec p — +) on peut passer de (16) à (15). Remarquons que 


nous nous sommes passés de la valeur exacte de €, qui est d’ailleurs 
sans importance, car dans le cas d’une intégrale convergente il 
suffit de savoir que € est petit. 

Le calcul numérique (cf. $ I.1) des intégrales impropres exige 
une attention toute particulière. On représente souvent l'intégrale 
donnée sous forme de somme d’une intégrale propre, qu’on obtient 
en retranchant le voisinage du point singulier de l'intervalle d’inté- 
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gration, et d’une intégrale impropre sur l'intervalle au voisinage 

du point singulier. La première s'obtient par une méthode numéri- 

que, et la seconde en la développant en une série quelconque ou 

simplement en substituant approximativement à la fonction sous 

le signe somme une autre fonction quelconque (par exemple la 

fonction puissance) facilement intégrable. Proposons-nous, à titre 
TI , 


d'exemple, de calculer La fonction sous le signe somme 








dx 
ù V/sin x 
croît indéfiniment avec x — 0 et cn x. Partageons l'intervalle 


d'intégration en trois parties: de O0 à — = , de + à à et de à JT. 
Dans le premier intervalle partiel on peut admettre que sin x & x, 
puisque x n'est pas grand. Il vient alors 


T/ 6 x/6 








{ dx dx — |x1/6 gs 
A, Fr 
| V/sin x Vz Vz 0 6 ) 
Dans le troisième intervalle partiel, c'est-à-dire Lorsque 2 LIL A, 


nous utilisons la formule sin x = sin (x — x); a nm — x cst 
petit, on a sin(n —x)=n— x. On a donc définitivement dans 
5x 


cet intervalle sin x Æ n — x. Il vient 
A FA 
2 1,45. 
EE 5T 6 
6 6 


L'intégrale sur le second intervalle partiel sera calculée par la 
formule de Simpson, en la partageant en deux parties. On a 
SE 











dx dx 
rt 7 ai Cu 
6 dx TT 
TE REA +41 +1,41] = 2,88. 

V Sin x 
T 
5 


*) Pour obtenir une précision meilleure, on peut développer l'intervalle 
en série : 











| (+++ Jaes Va (a+). 


Or, avec la précision demandée, la correction est infime (égale à 1,46); elle 
n’est utile que pour nous renseigner sur le degré de certitude résultat obtenu. 
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Par conséquent, 
TI 


dx 
= |. 4 2 = | 
LE 1,45 + 2,38 + 1,45 = 5,28 


La valeur exacte avec deux chiffres décimaux de cette intégrale est 
5,25. 


Exercice 


dx Pr s à 
————— avec la précision permise par la règle 


V sinz 


Calculer l'intégrale 





ot À 


à calcul. 


$ 2. Intégration des fonctions rapidement variables 


Lors du calcul numérique d’une intégrale, il est utile d'estimer 
au préalable son ordre de grandeur. Dans le cas de l'intégrale 


b 
1= | y (de, 
a 


sa signification géométrique permet de présumer immédiatement que 
b 


T< | Ymax AT = Ymax (b — 4), 


0 


Ymax étant la valeur maximale de y (x) sur l'intervalle d'intégration. 
Si cette fonction est positive et varie peu, on peut poser y © Ymax) 
soit 

T << Ymax (db — à) (17) 
(nous avons fait une estimation analogue dans les MS, $ II.16). 

Notons tout de suite que l'estimation (17), aussi bien que les 
autres estimations de ce paragraphe, est d’un emploi peu commode 
dans le cas des alternances de signe de la fonction y (x). On divise 
alors l’intervalle d'intégration en plusieurs parties de manière que 
y (x) ne change pas de signe à l’intérieur de chaque intervalle partiel 
obtenu, après quoi on estime les intégrales sur ces intervalles. Or, 
l'estimation totale ne sera bonne que si la contribution des intégrales 
d’un signe quelconque l’emporte considérablement sur celle des 
intégrales de signe contraire. 

Pour cette raison, dans ce paragraphe, il sera toujours sous- 
entendu que la fonction sous le signe somme reste positive sur l’inter- 
valle d'intégration. 

Lorsque la fonction (y) x, tout en restant positive, diminue très 
rapidement et que b est relativement grand, l'estimation (17) peut 
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donner lieu à de grosses erreurs. En eïfet, la méthode (17) fait rem- 

placer la fonction par sa valeur maximale. Or, si une fonction est 

à variation rapide, ses valeurs ne sont voisines de la valeur maximale 

que dans un domaine d'intégration très restreint. Considérons à titre 
b 


d'exemple l'intégrale 7 — | e* dx (b > 0). La fonction intégrable 


0 
admet le maximum pour x — 0; cette valeur est égale à 1. L’estima- 
tion selon (17) donne J & b. Or, il est facile d'obtenir pour notre 
exemple la formule exacte: Z — 1 — e?. Formons une table don- 
nant la valeur exacte de Z en fonction de b: 


b O0 0,4 0,2 0,5 1 2 3 5) 10 
I 0 0,095 0,18 0,39 0,63 0,86 0,95 0,993 0,99996 


On voit que l'estimation (17) reste valable tant que b n’est pas 
grand (la fonction variant fort peu sur l'intervalle d'intégration). 
Cependant, quand b devient grand, 
l’approximation 7 & b s'avère être 
mauvaise. 

Supposons que la fonction y (x) 
diminue rapidement sur tout l’inter- 
valle d'intégration. Elle admet alors 
la valeur maximale à la borne gauche 
de l'intervalle, lorsque x = a. (Notons 
que cela n’entraîne pas forcément 
l'égalité al — y" (a) = 0 (voir 


fig. 16.) Etant donné que pour y (x) 
b 





Fig. 16 


l'intégrale 7 — | y dx ne peut varier 


a 

considérablement lorsque b croît, l'estimation grossière de Z ne 
doit pas tenir compte de b (cela revient à poser b — co). Il serait 
logique de considérer que l'intégrale est alors approximativement 
égale au produit de Ymax — y (a) par une certaine longueur Ax 
de l'intervalle d'intégration qui est indépendante de b. Pour la 
fonction y (a) donnée, cette longueur doit être d'autant plus faible 
que la fonction décroît plus vite, c'est-à-dire que | y” (a)| est plus 
grand. On ne peut construire Ax de la même dimension que x à 
partir des valeurs de y (a) et de |y’(a)| qu’en posant 





___y(a) 
OI 
m étant un coefficient de proportionnalité sans dimensions. Il vient 
2 
& y(a) Ar = ENCORE (18) 


ly" (a)| 
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Si la fonction y (x) croît sur l’intervalle d'intégration, elle atteint 
le maximum à sa borne droite, soit pour x = b. La formule (18) 
devient alors: 
2 b) 
Ts Oh 
yE 
Un exemple typique d’une fonction rapidement variable est la 
fonction exponentielle y = Ce** avec C > 0 et k > 0. Déduisons 
la valeur de m de l’expression (18) sous condition que cette dernière 


reste absolument exacte pour NS dx. 


Puisque y= Ce **, y'=—kCe"*, on à y(a)=Ce*, |y'(a)| = 
= kCe"#4 et la formule (18) fournit 
C?e-?ha Cerka mm 


PSM Gpete M - LU) 


La valeur exacte de l’intégrale considérée est 
e | C 
I = | Ce dx = — 6e" = + y (a). 
a 
a 


Confrontons les résultats: on a _ y (a) = = y (a), d'où m—1. Aussi 
la formule (18) devient-elle 
I y? (a) (19) 


FT OT : 

Dans le cas d’un intervalle illimité pour des fonctions rapidement 
variables d’un autre type, de même que dans le cas d’un intervalle 
fini, cette formule fournit de bons résultats sans êtr exacte. 

Pour éclaircir la signification géométrique de l’estimation (19), 
on mène une tangente à la courbe y = y (x) au point À (fig. 16} 
et on cherche la longueur A,N. L'’équation de la tangente est 
y — y (a) = y" (a) (x — a); posant y — 0, on obtient le point 





d’intersection de la tangente avec l’axe des x. On a alors x = a — _ ns 
ou en remarquant que y’ (a) < 0, du moment que y (x) est une 
fonction décroissante, x — a + Ho. Donc 
AN = y (a) nr y (a) is | 
av GET Ty PE 


Estimer l'intégrale selon (19) équivaut à remplacer l’aire au-dessous 
de la courbe y = y (x) par celle du rectangle qu’on voit fig. 16. 


74 COMPLÉMENTS SUR LES INTÉGRALES ET LES SÉRIES [Ch. III 
— . 


Exemple. Calculer + à l’aide de (19). Ici y=—, y = 
1 


T 


8 
= —-5, donc y()=1, |y (1)]=8 et 


C dx 1 
La valeur exacte de cette intégrale est 1— | _ | 
x 7æ? |1 
1 
1 
=-7 =0,143. Erreur 13%. 


On rencontre souvent des intégrales dans lesquelles la fonction 
intégrable y (x) admet le maximum pour x — x, à l’intérieur de 
l'intervalle d'intégration (fig. 
17, a). Au point de maximum 
y" (x) — 0. On peut diviser 
l'intégrale en deux intégrales 
partielles de a à x, et de x» 
à b. Alors, dans chacune d'el- 
les, la fonction admet le maxi- 
mum à la borne de l’inter- 
valle. Il peut sembler de pri- 
me abord que le problème en 
est ramené au précédent. Or, 
il n’en est rien, la division 
de l'intégrale ne donne rien, 
CAT pOUT Z—=Xm On a toujours 
y" —=0, si bien que l’estima- 
| “tion (19) est fausse. Il s’agit 
Fig. 17 donc d'un cas vraiment nou- 
veau,quiexigeune méthode nou- 

velle pour isoler de l'intervalle d'intégration la partie Ax qui nous 
intéresse. [ci la grandeur Ax est déterminée par la valeur y" (x,), 
c'est-à-dire qu’elle est définie par la courbure de la courbe au point 
de maximum. On voit sur le dessin que plus la courbe est raide, 
plus Azx retenu doit être court. La dimension de la seconde dérivée 


est celle de la grandeur +. De ce fait, la grandeur ayant même 


dimension que Az s'obtient en fonction des valeurs y (x) et y" (zh), 





eo  — 
notamment : AÂx — IV D +) . (Nous écrivons | y” (x») | et non 
m 


*) L'expression de la même forme de Ax peut être obtenue en développant 
y (x) en série de Taylor au voisinage du maximum, c'est-à-dire suivant les 
puissances de x — x», et en retenant deux premiers termes non nuls. On a 
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pas y” (x) parce que y” (ïm) << 0, étant donné que pour x = ïm 
la fonction y (x) présente le maximum.) / est un coeïticient sans 
dimensions. On a l'estimation 


y (&m) y° (tm) 
Sun) heu (En) Ver IV rer 00) 


Trouvons L de façon que la formule (20) soit parfaitement exacte 
+00 


pour | y dx, avec 
_ y(r)= Cet, E>0, C>0. 
(On voit sur la fig. 17,b le graphique de la fonction y = Cehx? 
pour C — 3 et k = 0,5.) 
Dans ce cas Zn—0, y(xm)=C, y” (%m) = — 2Ck. La formule (20) 


nous donne 
QUE ET 1) 


+00 
Pour obtenir la valeur exacte de l'intégrale | Ce-kx? dx procé- 
dons par changement de variable 2=xVk, dz=Vkdx. Il vient 
+-00 
| Ce-hkx? dx — 


— 





C O0 
= | e—2? dz. 
VÆ 
— CO 
+00 


Il est possible d'obtenir la valeur exacte de l'intégrale | e À dz; 


on verra au $ IV. 7 qu'elle est égale à V x. On a donc 


î Ce-wtdr=C/ €. 


y (x) = y (tm) + _ (x — t»n)°°+y" (tm). Trouvons la valeur de la différence 


z — %m = Ax qui annule cette expression approchée de y (x): 


(em) +5 (8 —2m)2.9" (5m) = 0, 





d'où 
2y (&m) _ 2y (Zm) 
At=z— = -2Gn) ET 
DO " &m) |" (tm) | 
On peut écrire alors la valeur approchée de 7: 
xm+Ax ; 
1& | E &m) + (T— 2m)? y" (tm) | dx — 
xm—Ax D 
_ 4 _ 32 YS (Zm) 
ARTE 
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Comparant cette formule avec (21), on trouve 
va CV à 
d'où {= 2x. La formule (20) devient 
SV rer SE 


Ainsi, nous venons d'obtenir, pour deux types de fonctions 
rapidement variables, deux formules (19) et (22) dont les coefficients 


ont été choisis de façon que ces formules expriment exactement les 
intégrales sur un intervalle illimité pour une fonction représentative 
CO 





du type considéré: la formule (19) est exacte pour lice dx, 


a 


oo 
et la formule (22) pour | Ce-kx? dx. Pour d’autres fonctions des 


deux types, les formules contiendraient d'autres coefficients. Cher- 
chons par exemple la valeur du coeïficient / tel que la formule (20) 


soit exacte pour 1 — | RE dx avec C = 0et # > 0. (Le lecteur 


— CO 





È admet le maximum 
1 + kr? 
3kx2—1 


lorsque zm — 0.) Puisque y — gl et y” — 20h ss , On 
a en appliquant (20): 
Pi VE 2Ck — V/% * 


Pour avoirla vaieur exact de ne posons Vk x — 2, ds — 
— Vk dx et obtenous 


[ A] d _ Cn 





verra facilement que la fonction y — 





TA TE 
Alors x VE , d'où {=xŸ 2. I1 vient donc 
rs 2y% (Tm) 
TRY nt * 


Toutefois, la préférence doit être accordée aux formules (19) et (22), 
et ceci pour les raisons suivantes. Si une fonction rapidement variable 
est obtenue en élevant à une puissance nr une fonction donnée quel- 
conque f(x) avec | f(x)| f(x») lorsque x x, pour n assez 
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grand l'erreur relative des formules (19) et (22) devient aussi petite 
que l’on veut. 

Citons deux exemples pour expliciter ce qui vient d'être dit. 

{. On demande d'intégrer les puissances successives de la fonc- 
tion = de x = 0 à x — co. Notons à cet effet u, UE TE: 
c'est une fonction rapidement variable du premier type, admettant 
le maximum à la borne de l’intervalle et qui décroît d'autant plus 
rapidement avec x augmentant à partir de zéro que l’exposant de la 


O0 


puissance n est plus élevé. Trouvons 7% — | en à l’aide 
Û 
de la formule (19). 


Comme un=— on a |u(0)|=n; donc, la valeur 


—n 
approchée de cette intégrale est 
10 1 


apr — p 
et sa valeur exacte 
O0 
XX JAEx)e —n+Â (MHz ilo n—1 ° 
0 
Ecrivons leur rapport 
ne _ n—i 


a 


CRE 





n—1 


Puisque la fraction est d'autant plus proche de l’unité que n 


est plus grand, il suffit d’avoir un n très grand pour que 


(n) 
appr 


K 








= 1, 


ce qu'il fallait démontrer. Si, dans la formule (18), on avait adopté 
m = 1, la valeur de m serait restée dans le second membre de la 
dernière formule, ce qui donnerait, pour un n élevé, une erreur 
systématique. 


2. Soit = une fonction telle que — 00 <x< oo. For- 


mons des fonctions rapidement variables mes ne Ce 
sont les fonctions du deuxième type, dont le maximum se trouve 
à l’intérieur du domaine (ici en z» —0). Calculons la valeur appro- 

—-00 
chée' ide 19 — | 


es en utilisant la formule (22). On obtient 
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br —, On peut calculer exactement l'intégrale 1: 
n)__ 1:3-5 ... (2n—3) _, 
Lx = 76 @n-2 *) 


Le rapport des valeurs est 


10 V/sin 1.3.5 ... (2n—3) 

Calculons les valeurs que prend le second membre de (23) pour 
certains #. On a 0,797 pour n — 2; 0,904 pour nr — 4; 0,938 pour 
n — 6; 0,962 pour r —8; enfin 0,978 pour n —10. De cette façon, 
lorsque n croît, le second membre de la formule (23) tend vers 1 **), 

Passons au cas général. Considérons y = [f (x)l", où la fonction 
f(x)> 0 n’admet qu’un seul point de maximum. Soit In f (x) — (x), 
alors f (x) — ex), Donc 





Téboe 2:46... Cn—D) 3) 


y = enpx). (24) 
b 
L'intégrale Z — | y dx est définie principalement par les valeurs 


a 
prises par la fonction intégrable dans le domaine où y est assez 
voisin de sa valeur maximale. 

Il est évident que y devient maximal en même temps que (x), 
c'est-à-dire pour la même valeur x = x, Pour que y devienne e 
fois inférieur à Ymax, il faut que no (x) soit d’une unité inférieure 
à nn (tm), c'est-à-dire que nœ (x) = np (x») — 1, d’où 


p (x) = p (am) — +. 


Plus n est grand, moins œ (x) diffère de o (x,.) et, par conséquent, 
plus la substitution à œ (x) de deux premiers termes non nuls de 
son développement taylorien est légitime. Ayant écrit ces deux 
termes, on obtient o (x) = @ (Zm) + (x — TZ») p” (tm) (si la fonction 
admet le maximum à une borne de l'intervalle ou bien (x) — 
— D (Zm) + _ (tz — Zn) D” (tm) (si la fonction admet le maximum 


à l’intérieur de l'intervalle). 
Dans le premier cas la formule (24) nous donne 


y = enpem)n(s—xm)p" (em) — Ag—b&-xm), 
avec À —enP@m), b= — np (tm) =n|p" (XZm) |. 
*) Démontrez-le en intégrant l'égalité 
[ z . 2n—3 F 2n— 2 
({+x2n-i | e (I+z2pn-t (trip : 


*#) On le démontre d’une façon plus rigoureuse à l’aide de la formule de 
Stirling (voir exercice du $ 3) 
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Dans le deuxième cas, on a 


1 v 
: Gm)rz n(x—xm)? :p”(xm) _ Ae-ct-xm}?, 


1 ” { ” 
avec c= —+ np" (2m) = np" (am) | 


On voit donc que la fonction y (x) peut être représentée approxi- 
mativement soit par une fonction que définit très exactement la 
formule (19), soit par une fonction que définit très exactement la 
formule (22), et cela avec d’autant plus d’exactitude que n est 
plus élevé. 

Supposons pour simplifier que z» — 0. Alors, pour avoir une 
fonction rapidement variable, on pourrait passer de f (x) non pas 
à [f (x)]" mais à f (nx). Pourtant, si l’on consent ce passage, les deux 
membres de (19) (resp. de (22)) se trouvent simplement divisés 
par », c’est-à-dire que l’erreur relative des deux formules ne varie 
pas. En effet, la contribution relative des grandes et des petites 
valeurs de la fonction f (x) à la valeur totale de l'intégrale reste 
inchangée par la transformation en question (tandis qu’en passant 
de f (x) à [f (x)l", la part des faibles valeurs tend vers zéro lorsque n 
croît). 

Pour terminer, citons l’ouvrage de A. Migdal et de V. Kraïnov 
«Méthodes approchées de la mécanique des quanta » (Fizmatghiz, 
1966) dans lequel on trouve nombre de méthodes relatives à l’esti- 
mation des intégrales et autres expressions mathématiques. 


Exercices 


1+ex 


3 co 
x dx zx dx 


1+ex T {Lex 
3 


OÙ 
1. Calculer l'intégrale J = | ee en la mettant sous forme de somme 
0 


de deux intégrales: J = | Pour la première intégrale 


utiliser la formule de Simpson, et pour la seconde les formules du présent 
paragraphe (rester dans les limites dela précision permises par la règle à calcul). 


2. Calculer l'intégrale 7 = | Vze-* dx en la représentant par la somme 
0 


a O0 


de deux intégrales 1— | Vz ex? a+ | Vzx e7 dx et en recourant pour 


0 a 
la première aux formules du $ I.1, et pour la seconde à celles du $ 2. Consi- 


dérer les cas a—1; 2. Calculer avec trois décimales. 
OO 


3. Estimer l'intégrale | e7*? dx de la page 67. 
N 
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$ 3. Formule de Stirling 


D! 


Les formules du $ 2 ont une application intéressante, à savoir 
une formule très commode permettant de calculer approximativement 
la valeur de nr! = n(n — 1) (n — 2) ...8.2.1 pour nr grand. Cette 
formule nous sera très utile dans le chapitre XIIT (calcul des pro- 


ÿ 


4] 
4 
A 
A 
ÿ 
ê 
y x'e* 1 Le bon 
Z a ne pen 
<f 0 1 2 ä & 6 7 8% 
y=2*%6* 
Fig. 18 


babilités). On démontre facilement en intégrant par parties (voir 
par exemple MS, $ III.5) que pour n entier positif on a l'égalité 


| x'e* dx =nl, 

0 
Estimons cette intégrale par la méthode décrite au paragraphe 
précédent. 

On ay = zx"e* et y — (nx"-! — zx")e*, Annulant la dérivée 
première, on obtient deux valeurs x = 0 et x = n. On voit sans 
peine qu'avec x = n la fonction y (x) admet un maximum et qu'elle 
s'’annule pour x = (0. (Les courbes de la fig. 18 représentent la fonc- 
tion y — x'e* pour n — 3 et n — 4.) Ainsi, pour calculer l’inté- 
grale, on doit considérer le domaine du maximum x = n de la 
fonction, donc appliquer la formule (22). 

On obtient y’—[n(n—1)x"?—2nx1+a2"le*, Alors y'(n) = 


| n \? 
— — nt ler — ee ri Aussi 


VV ECC VE (0) 


[ y" (n) PAOIL 
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Donc, 
ne 2nn (=). 


C'est la formule de Stirling. Son erreur relative tend vers zéro 
avec l’augmentation de n (ce qui découle des raisonnements du 


LE R 
$ 2 si l’on adopte pour zx'e”* l’écriture n° (£ e ") ),et même avec 
des n petits elle donne des”résultats très satisfaisants, par exemple: 


n=1: nl=1, Van (+) 0,92, erreur 8%; 


— 41,92, » 4% ; 


= 23,5, »y 24%; 


) 
) = 5,84, » 27%: 
) 
) 118, »y 1,7%. 


Exercice 


Démontrer que la relation (23) tend vers 1 lorsque nr —+ oo. 
Indication. Multiplier le numérateur et le dénominateur de la frac- 
tion par son numérateur. 


$ 4. Intégration des fonctions 
rapidement oscillantes 


Quand on étudie l'effet des sollicitations rapidement oscillantes 
sur des systèmes physiques, on est amené à considérer les intégrales 
des fonctions rapidement oscillantes, c’est-à-dire des fonctions 
changeant de signe plusieurs fois dans l'intervalle d'intégration 
fini. Ces intégrales présentent quelques traits particuliers. 

Soit à calculer l'intégrale 


b 
= | F (x) dx, (29) 


la fonction F (x) étant représentée fig. 19. Admettons que « (fréquence 
d’oscillation) est constante et que l'amplitude varie selon la loi 
y = f(x); en d’autres termes, admettons que l'intégrale (25) a la 


forme 
b 


fes | f (x) sin (ox + a) dx, (26) 
où o est grand. | 


6—0317 
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On voit sur ia fig. 19 qu'avec un © grand l'intégrale (26) 
est petite, du fait que sa partie positive est quasi neutralisée par 
la partie négative. Pour faire l'estimation de façon plus précise, 
procédons à l'intégration par parties: 


= _ [f (a) cos (wa + «) — f (b) cos (ob + &)] + 
b 
++ | F(o) cos (ur + a) da. (27) 


L'intégrale qu’on vient d'’obtenir s'apparente à (26); aussi, 
lorsque © est grand, le dernier terme tout entier est-il d’un ordre 


4 
nn À As. y") 
A A n° 
24 BA À À\ 7 


Fig. 19 


de petitesse plus élevé que 1/«. Négligeant ce terme, on obtient 
la formule approchée 


IR (a) cos (@a + &) — f (b) cos (ob + &)]. (28) 


Ce résultat peut s'exprimer également à l’aide de la fonction F (x) 
de l'intégrale de départ (25); puisque 
FE" (x) = f'(x) sin (ox + à) + œf (x) cos (ox + a) & of (x) cos (wx + a}, 
on peut écrire aussi 
Le LP (a) EF = 25 (2). (29) 
Pour avoir le résultat encore plus précis, on peut soumettre 


encore une fois le second membre de (27) à l'intégration par parties ; 
négligeant l'intégrale obtenue, on aboutit à la formule approchée 


TÆ _ [f (a) cos (@a + &«)—f (b) cos (@b + «)] + 
SE . [f” (©) sin (@b + &) — f' (a) sin (wa + a). (30) 
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Dans ce cas aussi, il est possible d'écrire une formule analogue 
à (29). À cet effet, on doit, en partant des expressions de F” (x) 


et de F” (x), calculer f (x) cos (ox +a) et = f" (x)-sin (ox + «) 


aux termes de l’ordre de _ près et porter le résultat dans (30). 


En proposant au lecteur de faire des calculs intermédiaires, nous 
écrivons la formule définitive: 
1 ; EL ne b 
T£Æ ni [2F (x) + (a) ] L 

Cette formule, de même que (30), est exacte aux termes de l’ordre 
de _ près. 

On peut, d’après le schéma décrit, améliorer les formules asymp- 
totiques de Z ; cependant les formules qu’on va obtenir deviendront 
de plus en plus encombrantes et de moins en moins commodes. Les 
praticiens utilisent le plus souvent les formules (28) ou (29). Chose 
curieuse, les fonctions f ou F et leurs dérivées ne participent dans 
ces formules que par leurs valeurs aux limites de l'intervalle d'’inté- 
gration: cela est d’ailleurs d’accord avec les formules approchées 
qu'on a obtenues au $ I.2 pour les sommes alternées. 

(Notons que, dans les formules précédentes, on a dû admettre 
que la fonction f (x) et ses dérivées d’ordres considérés étaient conti- 
nues à l’intérieur de l'intervalle d'intégration. Dans le cas où f (x) 
y admet un bond fini pour x = c, on doit considérer la somme 
des intégrales de a à c et de c à b, puis appliquer à chacune de ces 
intégrales les transformations indiquées. Le point x — c influence 
désormais les formules asymptotiques, surtout dans le cas important 
lorsque a = —o, b — © et que, pour x=+o, la fonction f (x) 
s’annule avec toutes ses dérivées, car il en est également des seconds 
membres de (28) et de (30). On étudiera ce cas au $ XIV.4.) 

b 


Considérons à titre d'exemple l’intégrale 7 — | e—* sin @T7 dx. 
Û 
Sa valeur exacte est 
© eb ; 
Lx te (sin @b + © cos wb). 
De la formule (28) on tire la valeur approchée: 
TI28) + (4 —e° cos ob) ; 
de la formule (29): 


Log, = _ [o — e"° (w cos ©b — sin wb)]. 


Les deux formules approchées ont une erreur de l’ordre de 1/œ?. 
G* 
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Passons maintenant au cas où la fonction rapidement oscillante 
F (x) de (25) se représente par la courbe de la fig. 20, c’est-à-dire 
qu'elle change aussi bien d'amplitude que de fréquence. En pareil 
cas, il est souvent possible d'écrire l'intégrale (25) sous la forme 


b 
= | f (x) sin (y (x) +- a) dx, (31) 
a 
q(x) étant une fonction croissante (mais non plus à vitesse constante !). 
y 
y=Flx) «7 
<Û Ê D x" 
Sp AU 21 4 
u AE 2 Z , An à D L 
A AA 20/4 ABB LA 0 
9} À UAUY 2 
AU A | NS 4 
Au k L 
SV UE - De 
N 
Fig. 20 


L'intégrale (31) peut être ramenée à la forme (26) par changement 
de variable d'intégration @ (x) —s. Désignant par x — gs) la 
fonction inverse, on a 

p(b) 
I= | (8 (5) 8" (9) sin (as+a) ds. 
(a) 
Appliquant la formule approchée (28), on obtient 
1 , (b) 
Ze —1f (8 (5) 8° (6) cos (as +a) [= 
1 
= —— [LE cos (y (x) +0) | 
(on a fait appel à l'expression de la dérivée de la fonction inverse 
g' (s)— 1/p' (x)). Si p(x) = zx, la formule (32) devient (28). La 
formule (29) transiormée, dont la déduction est proposée au lecteur, 
s’écrira 





(52) 





b 
X—a 


F'x b 


ee @2[q' (x)]? 





a 


Exercices 
a 


COS OX 


1e dx. 





1. Appliquer les formules (28), (29) et (30) à l'intégrale | 


2. Ecrire l’analogue de (30) pour l'intégrale (31). 
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2 


8. Calculer l'intégrale 7 =! Rs 


dx pour © = 4 et © —= 10 en utili- 





1 
sant les formules approchées (28), (29) et (30). Comparer les valeurs obtenues 
avec les valeurs exactes tirées des tables du sinus intégral. 


$ 9. Séries numériques 


On appelle série numérique la « somme infinie » des nombres 


Qy + de + ag +. + an + Ant +... *). (33) 


Bien sûr, ce n’est pas une « vraie » somme, étant donné qu’en 
réalité on ne peut additionner qu’un nombre fini de termes; il 
s’agit là d’une somme présentant une «singularité», semblable à la 
singularité des intégrales impropres examinées au $ {. Aussi notre 
façon d’aborder la somme de la série (33) est-elle analogue au cas 
du $ 1; on commence par négliger la singularité, c’est-à-dire qu’on 
ne considère que les sommes partielles de la série (33): 


S, = A So = A + do, Sa = Au + Go + Aus... 
Sn = + +ag +... + An (34) 


Si l’on augmente ensuite x (on dirait qu’« on épuise la singularité »), 
deux cas peuvent se présenter : 

1) la somme partielle tend vers une limite déterminée S de 
façon à devenir pratiquement égale à S pour n grands. La série (33) 
est alors convergente et sa somme est estimée égale à S. Donc, s’il 
y à convergence, il est possible de passer d’une somme partielle 
avec n élevé à la somme de la série, et inversement ; autrement dit, 
la contribution de la singularité à la somme de la série n’est pas 
essentielle : elle est aussi petite que l’on veut pour z grand; 

2) la somme partielle tend vers l'infini ou oscille sans tendre 
vers une limite déterminée. On dit alors que la série (33) est diver- 
gente. L'exemple le plus élémentaire d’une série convergente est la 
somme d’une progression géométrique illimitée décroissante 


a+aq+aÿ +...+ag + ag +... (lqal << 1). (395) 
Dans le cas considéré, on sait que 
1—qn 
1— 
étant donné que la puissance q” est négligeable lorsque 7 est grand, 
on a à la limite la somme de la série (35) 
. a 
os et) 


. +) On a rencontré de parci les séries dans les MS, à partir du $ II.17. Ici 
on va étudier ces séries d’une manière plus conséquente. Dans ce paragrapho 
nous utilisons les résultats du $ I.2. 


St ’ 
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La série 4 + 1 + 1 +... est l'exemple d'une série divergeant 
vers l'infini, et 1 — 14 + 1 — 1 + 1 — 1 +... l'exemple d'une 
série qui diverge d’une manière «oscillatoire », car ses sommes 
partielles successives sont égales à 4, 0, 4, 0, 4, ... et n'ont 
pas de limite déterminée. 

Comme, dans le cas d’une série convergente, les sommes partielles 
de numéro élevé ne se distinguent presque pas, ses termes affectés 
d'indices élevés sont presque nuls: plus précisément, si la série (33) 
converge, son « terme général » a, tend vers zéro avec n croissant. 
Or, il peut arriver que le terme général d’une série divergente tende 
lui aussi vers zéro; c’est le cas de la série 


1 1 1 
À + + + + —— 
DRE 7 HE 7 LL + 
dr ru ur bien $S, Ti 73t " Lo + —— 7 D. 
TA A + mA =Vn — 2. 00 A Par consé- 


quent, ce critère n’est pas suffisant pour juger de la convergence 
de la série. Toutelois, si le terme général a, est lié à l'indice n par 
une relation connue et pas trop compliquée, il est généralement 
aisé d'établir la convergence ou la divergence de la série (33) en se 
basant sur d’ autres critères, dont il sera question bientôt. Et si 
l’on n'arrive pas à établir une telle relation, on calcule simplement 
les termes de proche en proche; lorsque les résultats deviennent 
inférieurs à la limite de précision qu'on s’est fixée et qu'il devient 
évident que la somme ne dépendra pas beaucoup des termes suivants, 
on néglige ceux-ci, on dit que la série converge et que sa somme est 
égale à la somme partielle des termes calculés. 

Le premier critère de convergence de la série (33), dit règle de 
d'Alembert, procède par analogie avec la somme d’une progression 
géométrique illimitée (35). Pour une progression « pure » (35), le 
rapport de chaque terme suivant au terme précédent est une quantité 
constante (c’est la raison qg de la progression). Supposons maintenant 
que pour la série (33) le rapport 


An+1 
An 


de deux termes consécutifs n’est plus constant mais tend avec la 
croissance de son indice vers une certaine limite q. Alors, pour 
des n grands, ce rapport est sensiblement égal à g; donc, de même 
que (35), la série (33) converge si | g| = lim| at << et diverge 


n 00 
si [gl > 1. Ce n’est que pour | g| = 1 que la ur de d’Alembert 
s'avère insuffisante pour juger de la convergence de la série, si bien 
qu’on est obligé de faire appel à d’autres critères. 
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Examinons par exemple la série 
a a? aÿ an 
ne dos er ton tee (36) 
Appliquant la règle de d’Alembert, on trouve 


n+i n 
lim #1 — Jim | : | — Jim ——;=0. 
n— 00 n n— 00 (n + 1) n N— 00 (+ ) 


Ainsi, pour | a} 1 la série (36) converge en progression géométri- 
que, pour | a{ >> 1 elle diverge et pour a — +1, la règle de d’Alem- 
bert n’est plus applicable. 

Examinons maintenant un critère plus fort qu'est le critère 
intégral de Cauchy applicable à une série à termes positifs. Revenons 
à la série (33) et supposons que l’on connaît l’expression de son 
terme général a, en fonction de n, c’est-à-dire a, — f (n}), la fonction 
f (n) étant positive et décroissante avec l’augmentation de n. Alors, 
en se rappelant la formule (1.9), on peut considérer que la somme 
partielle (34) est approximativement égale à 


Sn=4+a+...+an=f(1)+f(2)+...+f(mr 
| f(@)de++ D + fn). (87) 
{ 
Donc, si l'intégrale 


| (az (38) 
1 


converge, alors le second membre de (37) avec n — œ reste fini, 

c'est-à-dire que la série (33) est convergente. Par contre, si l’inté- 

grale (38) diverge vers l'infini, la série (33) est divergente. 
Considérons par exemple la série 


{ 1 
UE M EE ET (39) 


qu'on obtient de la série (36) pour a = 1, c’est-à-dire dans le cas 
où la règle de d'Alembert est inapplicable. Pour utiliser le critère 
intégral de Cauchy, on doit considérer l'intégrale 

e dx 

EX 

1 


On l’a étudiée plus haut ($ 1, formule (3)) et on a démontré qu'elle 
était convergente pour p > 4 et divergente pour p < 1. Donc, la 
série (39), elle aussi, converge lorsque p > 1 et diverge lorsque 
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p < 1. Dans le cas particulier p = 1, on a la série harmonique 
1 1 1 
Lee us +. — O0. 


En ce qui concerne les séries à termes de signes quelconques, 
on fait souvent appel au critère de Leibniz selon lequel la série 


ay — do + Ag — Ag + A3 — Ag +... (40) 


(tous les a; sont supposés positifs, donc, deux termes consécutifs 
quelconques sont de signes opposés) est convergente si 


Dale. An >... +0. (41) 
En effet, si l’on imagine un axe auxiliaire (fig. 21) et si l’on porte 
sur cet axe les sommes partielles de la série (32), il découle de la 


{ GER œ \ 
dm 
PL DE 4 JS 


‘4 


Fig. 21 


condition (41) que le passage de S, à S,, de S, à S,, de S4 à 54, 
etc., a la forme d’oscillations amorties, c’est-à-dire que ces sommes 
partielles tendent vers une limite déterminée. 

C'est ainsi que la série 


tr + (42) 


8 4 
converge pour tout p >> 0. 

Si, comme dans le cas du critère précédent, les termes de la série 
(40) sont de la forme f (n), on peut, par les méthodes exposées au 
$ I.2, calculer la valeur approchée de sa somme. Les procédés 
d'obtention d’une valeur plus précise seront étudiés dans ce qui 
suit. 

Les séries convergentes à termes de signes quelconques (pas 
forcément alternées comme (40)) sont de deux types: 

1) la partie « positive » de la série initiale (c’est-à-dire la série 
formée par les seuls termes positifs de la série initiale) converge 
tout aussi bien que sa partie « négative ». On dit alors que la série 
initiale est absolument convergente, car sa série des modules est égale- 
ment convergente ; | 

2) la partie positive et la partie négative de la série initiale 
divergent vers l'infini, mais la série elle-même est convergente grâce 
à la compensation réciproque de ces co. Une telle série est dite non 
absolument convergente, car sa série des modules est divergente. 
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Par exemple, en nous rappelant la série (39), nous disons que 
la série (42) est absolument convergente pour p > 1 et non absolu- 
ment convergente pour 0 < p < 1 

Les séries convergentes se prêtent aux mêmes opérations que les 
sommes finies, étant donné que la somme d’une série convergente 
est pratiquement sa somme partielle avec un indice assez élevé. 
Une complication assez inattendue apparaît pourtant lorsqu'on 
essaie de permuter les termes de la série convergente. Si la somme 
d’une série absolument convergente reste invariante par cette opéra- 
tion, ce n’est pas le cas pour une série non absolument convergente : 
en changeant arbitrairement l’ordre des termes dans une telle série, 
on peut en modifier la somme et la série elle-même peut devenir 
divergente, ce changement étant susceptible de modifier, voire 
de détruire la «compensation des oo » dont il vient d’être question. 
Prenons par exemple une série convergente 


1 1 1 1 1 
À — — Te po TT Un fans Tr pen Unes 
AVE ATV T 
et essayons de changer l’ordre de ses termes de façon que deux 
termes positifs soient suivis d’un terme _ 


{ { { 1 1 1 


La somme partielle S:, se compose d’un groupe de termes posi- 
tits 


(43) 


Î 1 Î 1 


++ 15 FAT DAS V/An 3 VAn 1 


et d’un groupe de termes négatifs 


Or, c’est la première somme qui D 


1 1 


1 
DAS ES AN SRE EE 


et, de ce fait, la somme est 


1 
Sn À Gt UE 77Tmr es LE Le 


ip à. 41, 1 
tort) 
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En vertu de l'estimation (1.11), le second membre est approxima- 
tivement égal à 


onts 


Se vr(V ar) 


ts 


(VERRE) ee 


Ainsi, des deux séries (43) et (44) qui ne diffèrent que par l’ordre 
de leurs termes, l’une converge et l’autre diverge vers l'infini. 

Pour qu'on puisse prendre, au lieu de la somme d’une série, la 
somme partielle de ses quelques premiers termes (procédé assez 
courant dans la pratique), il faut que la série soit non seulement 
convergente mais rapidement convergente afin qu'avec un petit 
nombre de termes on obtienne la somme avec une bonne précision. 
S'il s’agit de séries lentement convergentes (en particulier, c’est 
habituellement le cas des séries non absolument convergentes), 
on ne doit pas négliger le reste de la série mais l’estimer suivant 
les méthodes décrites au $ I.2. 

Pour les séries convergentes ou divergentes, il est parfois essentiel 
de trouver la loi asymptotique de variation de la somme partielle 
avec l'augmentation de son indice. On le fait moyennant les métho- 
des du $ I.2, c’est-à-dire en appliquant les formules (1.9), (1.11), 
(1.14) ou (1.15) bien que les résultats soient entachés d’une certaine 
erreur. Pour plus de simplicité, bornons-nous aux séries à termes 
positifs. Généralement, la somme partielle se présente comme suit : 


f(a)+f(a+h) +f(a+2h +...+f(a+ nh), 


le nombre des termes augmentant avec n et h restant inchangé. Aïnsi, 


D! 


à partir de la somme S, = 1 ++ ++ on obtient la somme 


1 { { 1 
A D Ge 4 DE 
. ou bien 
1 { Î 1 1 { 1 
D OR DS EN PE T0 Dr Sn 
- En pareil cas la valeur absolue de l’erreur ne diminue généralement 


avec l'augmentation du nombre de termes de la somme. 
Considérons quelques exemples. 


1. Sat + tt. LT. Conformément à (1.11) on a 
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D'après la formule (1.9) il vient 


n 
de 2n — 1 
Sn & | a | +rt rm 1,5 — 2n2 


1 
On sait qu'avec nr croissant indéfiniment la valeur de S, tend indé- 


2 
finiment vers S = 1,665. (Nous l’admettons sans démonstra- 


tion.) Pour des n très élevés la formule (1.11) donne S, = 2 (erreur 
20 %}), et la formule (1.9) S, — 1,5 (erreur 10 %). 

Notons que dans le cas donné, il est aisé d’assurer aux calculs 
une meilleure précision. L'apparition d’une erreur si grande tient 
à ce que, les premiers termes de la somme variant rapidement, la 
variation de la fonction jf (x) dans l'intervalle d'intégration cor- 
respondant à la distance entre deux termes consécutifs de la somme 
est trop irrégulière, et la formule des trapèzes qui permet les formu- 
les (1.9) et (1.11) ne donne qu'un résultat très médiocre. 

Pour cette raison, on trouvera la somme des quelques premiers 
termes de la somme par addition directe et l’on définira le reste 
à l’aide des formules approchées. Dans notre exemple, on trouve 
directement la somme des trois premiers termes: 


Sa=1+ 37 +27 = 140,25 + 0,111 —1,361. 
Soit 
Suns + a+ he 








D'après la formule (1.11), obtenons Sh-_3 7 0,286 — —— , et d’a- 
2n —1 

près (1.9) S,-3 & 0,281 — 75 Alors 
Sn & 1,647 — 

selon ([.11) et 
Sn © 1,62 


selon (1.9). Avec n croissant indéfiniment, la formule (1.11) donne 
S & 1,647, la formule (1.9) S & 1,642. L'erreur dans les deux 
cas est inférieure à 2 %. 

2. Considérons la somme d’une progression géométrique décrois- 
sante 


1 4 4. 
Sn l he Pertes 
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dans laquelle z2>- 1. On connaît la formule exacte : 


1 1 
| PRES 
gun gn—il 
Sn = 4  z—1 ? 
| SERA 


qui, pour n augmentant indéfiniment, permet d'obtenir S— 
=. Appliquant la formule (1.11), on trouve 


1 
NS n—E 


1 1 
d sin —{(n-<}in 
S'h & | NE | e-sime dr [el ae (x 5) | = 


NO 
Wir» 


Vz 1 
mali 
Avec n croissant indéfiniment, on a S Æ ee. Le tableau ci-dessous 


laisse voir qu'avec z proche de l’unité les deux formules fournissent 
des résultats très voisins: 
z 1,2 1,5 2,0 3,0 6,0 20,0 


< 6,00 3,00 2,00 1,5 1,20 1,05 





Vz 6,00 3,01 2,04 1,57 1,36 1,49 





Par contre, si z © 1, les termes voisins de la progression diffèrent 
beaucoup, aussi la formule approchée apporte-t-clle de mauvais 
résultats. 

Dans certains cas, il se peut que la somme augmente indéfiniment 
avec le nombre des termes encore que ceux-ci diminuent indéfini- 
ment (cas de divergence des séries infinies correspondantes). 


Prenons deux exemples. 
1 1 1 
. Sn — — re En es 
Appliquant la formule (1.11), on a 
i 
nt 


1 
ns 
dx es 1 ni 
Ce V2 Vs] =2V/n+5-2V +: 
2 2 
La formule (1.9) donne 


Fe dx 1 1 = 1 
PR toto 2Vr-15F. 
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Avec des n élevés, on tire de la formule (1.11) 
Sr &2Vn—1,4, 
et Sn &2Vn—1,50 de la formule (I.9). (On néglige le terme 


: <: À 
proportionnel à —- .) 
n 
Une formule plus précise, obtenue par sommation directe de 


quelques premiers termes, est 
Sr &2Vn—1,466. 
2. On rencontre très souvent la somme 


1 { 1 
Sas ts Tes LE ra 


Lorsque n est grand, on a, compte tenu de la formule (1.11), S, & 
Zinn<+lin2=—Inn +0,69 et, selon la formule (I.9), S, Z 
& Inn +0,50. La limite de la différence S, — Inn (avec un 
n augmentant indéfiniment) est désignée par la lettre C et porte 
le nom de constante d’'Euler. Ainsi, on peut écrire la formule S, — 
— Inn +C+ao,, où œ, — 0 quand n—-. Aussi la formule 
asymptotiquement exacte est-elle S, & In n + C. Ce sont là de 
très grossières approximations de la constante d’Euler, mais les 
formules (1.9) et (1.11) permettent également de l’obtenir avec une 
meilleure précision en additionnant directement quelques premiers 
termes. Il se trouve que C — 0,5772... 

Passons maintenant aux sommes dont les termes augmentent 
avec n. La valeur d’une telle somme croît indéfiniment avec le 
nombre des termes, c’est-à-dire avec n. Deux cas sont alors à distin- 
guer : 

1. L'erreur des formules approchées (1.9) et (1.11) diminue (en 
valeur absolue) avec l'accroissement de n, ou bien elle augmente 
mais plus lentement que la somme elle-même, si bien que l'erreur 
relative diminue. Tel est Le cas, où les termes de la somme augmentent 
plus lentement qu’en progression géométrique, par exemple les 
puissances. 

2. L'erreur relative (et a fortiori l’erreur absolue) ne diminue 
pas lorsque n croît. 

C'est le cas des termes augmentant en | progression géométrique, 
c'est-à-dire lorsque la somme s'écrit S, — a + ay—+ay?+ay + … 

.. + ay" avec [y > 1, et ‘des termes augmentant. 
plus Le qu Le progression géométrique, par exemple $S, — 
= y +yt + y +... + y. Le dernier terme constitue alors le 
gros de la somme. Par exemple, pour le cas de la somme S, — 
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= y +yt+y +...+ y, les valeurs de Sa pour y = 2 sont 
y 


n2 


résumées dans le tableau suivant: 


n 1 2 3 4 5 

20? 9 46 542 65536 33 500 000 
Sn 2 18 530 66066 33600 000 
LS 4 1,12 1,03 1,01 1,003 
on 


On voit qu'avec nr élevé, la somme totale est déterminée par le seul 
dernier terme. 

Il en est de même pour la progression géométrique croissante. 
En effet, considérons la formule 
Zn — 1 








Si=1+2+... +22 | (21 > 1) 
et négligeons l’unité devant 2°. Il vient alors 
zn 
SET : 
Aussi 
Sn zn 
er Ge h  7 1 Const 


(pour n suffisamment grand). On voit que dans ce cas la contribution 
du dernier terme se rapproche d’un certain nombre constant et 
qu'avec des | z| grands elle est proche de 1. On n’a évidemment plus 
besoin des formules de sommation. Il suffit en effet, pour avoir 
la somme avec une bonne précision, d’additionner quelques derniers 
termes. 

L'utilité des formules de sommation est incontestable lorsque 
le rapport de la somme à son dernier terme croît avec n, car elles 
permettent d’abréger les calculs pour les nr grands. C’est toujours 
le cas 1 qui a alors lieu, c’est-à-dire que l'erreur relative des formu- 
les (1.9) et (1.11) diminue obligatoirement. 

Prenons, en qualité d'exemple, la formule connue de l’algèbre 


élémentaire 
13 


Sn=12+2+8+4.., + tOHDCnEN RER LR. 


Appliquons à la somme S, la formule approchée (1.11). Il vient 


ne 8 In+1/2 3 2 
NRA LATE a on 
1/ 


Là n » A 
L'erreur absolue est S,—$S,— 7 ©t, par conséquent, croît avec n. 
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Par contre, l’erreur relative 


Sr … n us on 1 
Sn 7. ns on? n\7,,n3 An? 
B(T+r+S) + 


diminue rapidement à mesure que x augmente. 
Considérons la somme 


SP)—AP+ IP SPL LP (p>—1). 


Moyennant la formule (1.10), on obtient 


n 


p+1l 4 
SP & | a? dx — : 


p+i p+i: 


Ainsi, pour des x grands, on a la formule simple quoique gros- 
sière 


; p+1 
SP) LT +), 
* p+i ) 
Exercices 


1. Préciser la valeur de la constante d’Euler C (voir page 93) par sommation 
directe des cinq premiers termes; des dix premiers termes. 
2. Soit donnée la somme 


Sn = Ui+ Ug+ ee + Un 
CURE ds Us se Une 


telle que 
Formons la somme 
Un 


Un Un (72 
a 22 SU Lier 


Il est clair que les termes de cette somme décroissent. Comment varie 6, avec 
l'accroissement de n si S, est une somme croissante du premier type; du second 
type? 


$ 6. Intégrale fonction d’un paramètre 


Considérons une intégrale de la forme 
b | 
F= Î f (a, À) dx. (45) 


On voit sous le signe somme, en plus de la variable d'intégration x, 
un paramètre (constante arbitraire) À, c’est-à-dire une grandeur 
qui, étant considérée comme constante pendant l'intégration, peut 


*) Dans le cas où p est entier positif, l’algèbre élémentaire propose une 
formule exacte de SP (on l’a utilisée notamment pour p = 2). Or, avec des 
p élevés, les formules deviennent encombrantes et la formule grossière indiquée 
peut donc s’avérer utile aussi pour des p entiers positifs. | 
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prendre par ailleurs des valeurs différentes. Alors le résultat de 
l'intégration dépend en général de À, c'est-à-dire 7 — I (A). On 
rencontre fréquemment de pareilles intégrales dans les applications, 
lorsque la fonction à intégrer comporte des masses, des dimensions, 
etc. qui restent constantes au cours de l’intégration. Citons quelques 
exemples élémentaires : 


1 1 
{ , — 

| (+ ha) des +e; | sin ox de = EE ; 

0 0 


1 
| (st) da—1(s> —1). 
0 


Etudiant les intégrales propres, on remarque qu’elles présentent 
les mêmes propriétés que les sommes finies de fonctions. Ainsi, 
on sait que la dérivée d’une somme de fonctions est égale à la somme 
des dérivées. Tout aussi bien, la dérivée de l'intégrale (45) par 
rapport au paramètre est égale à l’intégrale de la dérivée par rapport 

b 
s x ; al Ôf (x, À) 
à ce paramêtre : PT | En 

a 
la dérivée de la fonction f (x, À) par rapport à À prise pour une valeur 
déterminée de x. La règle analogue reste valable lorsqu'il s’agit 
de l'intégration suivant le paramètre : 


dx ; on voit ici, sous le signe somme, 





ra | (| f(x, 1) ah.) dx. 


Pour vérifier ces règles élémentaires, on devrait les écrire pour les 
sommes intégrales, puis effectuer le passage à la limite des sommes 
aux intégrales (nous nous dispensons ici d'entrer en détails). 
Dans les cas des intégrales impropres dépendant des paramètres, 
diverses complications peuvent surgir, liées avant tout à leur diver- 
gence éventuelle. Le cas le plus facile est celui des intégrales impro- 
pres « régulièrement convergentes »; ainsi, l'intégrale de la forme 


OO 


TG)= | f(x, À) dx. (46) 


a 


où la fonction f elle-même est finie, s'appelle régulièrement conver- 
gente si elle est majorée par l'intégrale convergente ne dépendant 


pas du paramètre, c’est-à-dire si | f (x, A | F (x), où \F (x) dx < 


a 
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<< oo. Par exemple, l'intégrale 


O0 


| sin Àx 4 


x 
1 





est régulièrement convergente puisque 











sin Àx { ce 1 
a |<zr: [dr 1< 00. 
1 


Les intégrales régulièrement convergentes se caractérisent par les 
mêmes propriétés que les intégrales propres *). 

En étudiant les intégrales irrégulièrement convergentes, ainsi 
que les intégrales divergentes de la forme (40), on procède parfois 
comme suit: on néglige la singularité, c’est-à-dire qu’on passe 
à l'intégrale propre 


N 
fi = | f(x, À dx, 


après quoi on examine le comportement asymptotique de cette 
intégrale lorsque N —- co. Cela permet parfois de justifier les opéra- 
tions sur les intégrales impropres, voire divergentes. 

Il est extrêmement important que le résultat de diverses opéra- 
tions — soustraction, dérivation par rapport au paramètre, etc. — 
effectuées sur les intégrales divergentes peut se trouver être une 
srandeur finie, qui s'exprime en particulier au moyen d’intégrales 
convergentes (l'inverse arrive également). Considérons par exemple 
l'intégrale divergente 


I ()— | = dr = 00 (à > 0). 
0 


Après la dérivation par rapport au paramètre, on aboutit à l’inté- 
prale convergente 


x =| Ô (—)&- | a — D 
ù — ) OX \r+A ou ] (x HA) cHX x=0 À ‘ 


*) Ici on peut substituer à la condition de convergence régulière une con- 
dition quelque peu moins restrictive, celle de convergence uniforme, selon laquelle 


ETS À) dx 


N 





max 
À 





—— 
| 0. 


717-0317 
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Pour se rendre compte de la signification de l’égalité obtenue, faisons 
abstraction de la singularité. Il vient alors 


N 
Ix (0) = | y = (x+à) = (N+A)—In À. 
0 


En dérivant, on a 
dIy 1 1 


h NER À: 
Maintenant, si M —+ co, alors ZN(\)—> co et La > — L, c'est-à-dire 


que l’on retrouve le résultat obtenu plus haut. L'égalité 
e { { 
1-1 0n= [| dr = in in M) 
0 


a une signification analogue (vérifiez !). 

Traitons à l’aide d’un autre exemple la complication qui peut 
se manifester pour les intégrales irrégulièrement convergentes. Con- 
sidérons l'intégrale 


O0 
I (à) = | sms 3j 
T 
0 
On peut démontrer (voir exercice 2) que pour À = 1 elle est conver- 
gente et égale à =. Alors, en substituant x = s pour À > 0, on 
obtient directement 


I (à) = Rs TE 
0 





J s À S 
0 x 


D'autre part pour À = 0 on à Z = 0, et pour À < 0, en sortant —1 
du signe d’intégration, il vient ? = —1x/2. Ainsi, dans notre exemple 
I (À pour À — 0 admet un bond. Cela peut sembler étrange, car 
pour une petite variation de À la fonction à intégrer varie aussi peu 
que l’on veut. Or, une faible variation de la fonction à intégrer 
dans l'intervalle infini peut entraîner une variation considérable 
de l’intégrale. La figure 22 présente le graphique de Z (À) présentant 





*) A partir des années cinquante du XX® siècle, les physiciens développent 
l’électrodynamique quantique, en faisant largement appel à une théorie impar- 
faite opérant avec les intégrales divergentes. Ils calculent les dérivées et les 
différences de telles intégrales, qui s’avèrent être finies et en parfaite conformité 
avec l'expérience, suprême critère de la vérité | 
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une discontinuité et les graphiques de 
N 


0 





T 


pour différents NV. Bien que ces derniers n’offrent pas de disconti- 


nuités, le passage de 5 à +< pour un grand À se produit sur 


un court intervalle de À, qui est d'autant plus limité que NN est 





L (AIN petié 





7102), N grand 






Led 


TT 
4 


Fig. 22 


plus élevé. A la limite, lorsque N — co, ce passage a lieu sur un inter- 
valle indéfiniment court de À, d’où discontinuité. 
Nous aurons l’occasion de revenir aux fonctions 


CO 


I (à) = | se dx et | cos À dx 
0 Û 





(en adoptant une notation différente) au $ VI.3 lorsque nous aurons 
affaire à la théorie des fonctions discontinues et au $ XIV. 2 (trans- 
formation de Fourier). 

En étudiant les séries dont les termes dépendent d’un paramètre, 
on voit surgir exactement les mêmes problèmes que pour les inté- 
grales impropres fonctions d’un paramètre. Les propriétés correspon- 
dantes étant absolument analogues, nous ne les citerons pas ici. 


Exercices 
Où 


1. En partant de l'intégrale | er (> 0), trouver en dérivant par 
0 


rapport au paramètre avec À—1 la valeur de l’int grale | ate”x dx (cf. $ 3), 
0 


OO 
—X __ ,—ÀX 
et en intégrant suivant le paramètre la valeur de l’intégrale | SE , 
0 
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(notons que dans le dernier cas l’intégrale indéfinie ne s'exprime pas au moyen 
des fonctions élémentaires). 


2. A partir de l'intégrale eWsinzxdx (À>0), en intégrant suivant 


ST 9 


le paramètre de & à B, puis, en "ana B — co, déduire la formule 





di + —arctg &œ (4 > 0). (47) 


à 

OO 

le ax Sinx 
0 


(La valeur de cette intégrale pour &æ—0 a figuré dans le texte.) 


Réponses et solutions 
$ 1 


On ne peut appliquer directement la méthode des trapèzes ou celle de 
Simpson, vu que la fonction à intégrer devient infinie quand x — 0. Divisons 


donc l'intervalle d'intégration en deux parties: de x = 0 à x— _ et de x— . 








à Tr. Pour 0<r<+ on asin Æ x, aussi 
L a 
t a Éd 3 à[6 
= | ——" | D 28 |° — 1,5.0,65—0,98. 
Ÿ sinx Vz 2 0 
0 0 
Le 
É d 
Calculons l'intégrale 7 = | y = suivant la formule de Simpson. Divi- 
sin x 
T 





$S 2 


1. La valeur de la première de ces intégrales a déjà été trouvée (voir 
problème 2 des exercices du $ [.1). Calculons | ET La fonction sous le 
ex ({—zx) +1 


] : ’ ; 
signe somme est C2 Eee , donc f’(x)— GEO Puisque 
f" (3) 0, appliquons la formule (19). On a 


O0 OO 


| x dx & 0,23, | x dx 


ex +1 ex +1 


Notons, pour comparer, que la valeur avec deux décimales exactes de l’inté- 
grale cherchée est 0,82. 


= 0,63 + 0,23— 0,86. 
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2. 0,67; 0,59. (La valeur avec trois décimales exactes est 0,612.) 


8. Ici y=e %®, y = —9re ®, a= N:; conformément à la formule (19) 
on à 
—x2 Li —N2o , N°: 1 =N*, 
| e * dm(e " }?:2Ne =5N 
N 
comme on l’a indiqué page 67. 
$ 3 
La fraction D, après la transformation décrite, est égale à 
[2-46 ... (2n—2)]? __ [21.12.38 ... (n—1) 
Van 1.2.3.4 ... (2n—3)(2n—2) V/an (2n—2)! 


_ 22n-2[(n—1)172 
V/rn (2n—2)! 
Appliquant la formule de Stirling, on a pour des n grands 


92n-2 [VAT ( — Pr 














D st 
ee /5 op. —9 \2n—2 
Van V2 Qn—2) ( 1 7 
_ 220-227 (n—1)(n—1)22-2 e-(2n-2) 74 1 . 
2ñ Vn(n—1 22n—2 (n—1)22-2 e-(2n-2) n Fes 
$ 4 
2 sin @a 4a cos © 
Fe Gags lances tone lens 
4a COS @a 


TD Eee 


1 1 FN 2 
2 I&IT le ( = ) si (o x a) | 
(32) + o2 p (x) n (x) ( ®p ( } ) 

3. Pour « = 1 la valeur exacte de Z — si 26 — si © — 0,66; les valeurs 
approchées sont: Z(28, = 0,75, Top) = 0,13, (309 = 1,36; la précision est très 
médiocre. Pour © — 10 Ia valeur exacte de Z — —0,110, les valeurs approchées 
sont: (28 — — 0,104, Zap) = — 0,119, Z(30, — — 0,112, précision de l’ordre de 
quelques pour cent. 





b 
X—=a 





$ 5 
1. Ses: Es où Sas ++... +1 . Appliquant la formule 
° d 1 1 
(1.9), on a Se S | + in n—In 640,083. Puisque 
6 
{ 1 1 { 
il vient 


S,&lnn—In6-1 0,083 2,283 = Inn 0,575, 


d'où C = 0,575. En sommant les 40 premiers termes, on a € — 0,576. 
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2. Dans le premier cas ©, croît indéfiniment avec nr augmentant 
indéfiniment, dans le second o, tend indéfiniment vers 1 


8 6 
1. On a 
O0 x 
—Àx … e C0 2 4 : 
Re (48) 


Cette intégrale converge régulièrement sur tout intervalle tel que «a <A <B, 
[ee] 


où 0< &i< ff < oo, car, sur cet intervalle, e TX Le et Î e7% dr < ©. 


0 
En dérivant par rapport au paramètre À, on a successivement 


| (2) e TE gx (—1) 2; | (—2)2 6 dx=(—1)(—2) À 3: …: 
0 


| (— are dx =(—1) (—2) . (—n)AmtD, 
0 


Posant À —1 et réduisant par (—41}?, on a 


O0 


| ae-x dx =n |. 
0 
Intégrant la formule (48) suivant le paramètre de 4 à À, on a 
O0 À () 


—X _ LD AX 
| (| eh an) de= | am 
0 1 0 


2. L'intégrale 


e ÀX 


| __ À 
SIn ETES QG > 0) 


LEE ES 8 


s’obtient très facilement à l’aide de l'intégrale indéfinie. Tout comme dans le 
problème 1, l'intégrale converge régulièrement sur tout intervalle tel que à < 
<< B (avec 0 < & << B << æ). Prenant l'intégrale en À de & à $, on obtient 
| (er 2" hr) =— dx = arctg f—arctg «. 
0 


A la limite, lorsque ff —+ , on aboutit à la formule (47). Quand & = 0, cette 
formule devient 


Il est à noter que la formule (47) a été établie pour & > 0; sa justesse dans le 
cas & = 0 exige une démonstration spéciale que l’on n’entreprendra pas ici. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


Nous nous sommes bornés jusqu'à présent à l'examen des fonc- 
tions d’une seule variable indépendante, sans compter quelques 
rares Cas où nous avons eu affaire à des fonctions de plusieurs varia- 
bles (voir par exemple MS, $ II.12). La théorie des fonctions à plu- 
sieurs variables offre nombre d’aspects nouveaux. Il est à noter 
que la quasi-totalité des propriétés foncièrement nouvelles se mani- 
feste dès le cas de deux variables: 


z = f(x, y), 
que l’on va justement examiner pour plus de simplicité. 
La notion de fonction de deux variables est assez simple: elle 
suppose une grandeur Zz définie par une formule ou une table de 


manière qu’à chaque couple de valeurs de x et de y corresponde une 
valeur déterminée de z 


$ 1. Dérivées partielles 


Dans le cas de la fonction d’une seule variable g = g (x), une 
faible variation dx de x a eu pour effet une faible variation de la 
fonction g, de sorte que 


g (x + dx) — g (x) = g° (x) dx. 


Dans cette formule, dont le second membre est désigné par dg, 
on néglige les termes d'ordre (dx)?, étant donné que dx est très petit. 
En ce qui concerne la fonction de deux variables, sa variation est 
fonction de celle des deux variables x et y et est égale à 


f(x + dx, y + dy) — f (x, y). 


Démontrons *) que cette variation comprend deux parties, l’une 
étant proportionnelle à dx et l’autre à dy, de sorte que 


fx + dx, y + dy) — f (x, y) = a dx + b dy. (1) 


; ve En reprenant (à quelques modifications près) le raisonnement du $ II.12 
es MS. 
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Cela faisant, on néglige les termes d'ordre (dx)*, (dy}?, dx ‘dy, car 
dx et dy sont très petits. 
Mettons le premier membre de (1) sous la forme 


f(x + dx, y + dy) —f(x, y) — 
= f(x + dx, y + dy) — f(x + dx, y) + 
+ f(x + de, y) — f(x, y). 


Considérons la différence des deux derniers termes f (x + dx, y) — 
— f(x, y). Pour chaque y fixe, cette différence représente (aux 
termes d'ordre (dx)? près) la différentielle d’une fonction dépendant 
de x seul : 
Ô 
f{e+dz, D—i(e, n= El dx, 


Ôx 


où 21 y) désigne la dérivée de la fonction f (x, y) calculée en 


y 
supposant y constant. On l’appelle dérivée partielle de la fonction 
f (x, y) par rapport à x pour y constant. Elle peut être notée aussi 
fx (x, y). De même, on peut écrire aux termes d'ordre (dy)? près: 


0f(x+dx, y) 





f(x+ dr, y + dy) —j (x+ dx, y) = ôy rs OU 
où Et ee est la dérivée partielle par rapport à y pour 
le premier x+ dx constant. Il est clair que 
0f(x+dzx, y) __ 5f(æ, y) 
Ôy x-dx Oy x 








est d'autant plus petit que dx est moins grand, ou, plus exacte- 
ment, 
Of (x + dx, y) 
0y 


1e, = ad, 





x+dx 


où œ est limité. Si l’on consent les simplifications proposées, 
le premier terme de (1) s'écrit 


of = y) | de+[ El +a dx | dy = 


Ôf (x, Ô 
= 1 1 d2+— IAE En | dy + à dx dy. 


Négligeant le terme & dx dy, on peut dire qu'aux valeurs d'ordre 
(dx)?, (dy)? et dx dy près, le premier membre de (1) est une somme 
désignée par df et appelée différentielle totale de la fonction j: 


__ôf(x, y) Of (x, y) 
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En comparant avec (1), on trouve 


1e | — f;, (x, y), 
b— os à D| = fy (x, y). 


On écrit simplement 2 au lieu de ul si cette précision est super- 
y 


flue, mais puisque le problème dans son ensemble suppose x et y 
variables tous les deux, nous employons 0 (d rond) pour distinguer 
la dérivée partielle de la dérivée ordinaire *). Il vient de ce qui 


précède que l’on doit rechercher af 3 
FGy dy pêl das fl dy 


2 en supposant y constant. Tout 
Q(x,y+dy) PAT a) 
T 
T 






Ôx 
pareillement, on recherchera cri 





en considérant y comme seule va- 
riable et x comme constant. Par 
exemple, si 

f(x, y) = ay + ze”, (3) 
alors 


TL = 27 +, Fey y+zet. 0 


Pour avoir une idée plus nette 
de la formule (2), considérons le 
« plan des variables indépendantes », c’est-à-dire le plan x, y. Cha- 
que point M de ce plan se définit par certaines coordonnées x et y; 
par conséquent, ce point représente une valeur déterminée de la fonc- 
tion f(x, y); on peut dire que la fonction admet une valeur déter- 
minée en chaque point du plan. Si l’on donne un petit accroissement 
à x seul, ou à y seul, ou bien à toutes les deux variables simultané- 
ment, on obtient dans le plan x, y des points formant un petit rectan- 
gle MNPQ, représenté à l'échelle agrandie sur la figure 23. Ses som- 
mets sont affectés à l’intérieur du rectangle de leurs coordonnées, 
et à l'extérieur de valeurs correspondantes de la fonction (en négli- 
geant les grandeurs du second ordre de petitesse) ; f est la valeur f (x, y). 

Une formule analogue à (2) reste valable pour un nombre 
quelconque ee . par exemple df (x, y, z, u) — 


s = 5 L'ax+ Ldy + L a+ Æ du. On calcule alors 2 en suppo- 


of 7 
sant y, Z, u no Dù en supposant x, z, u constants, et ainsi 





Tr 
(ÉY NAT y) 





Fig. 23 


de suite. 


*) Dans la formule L (eRX) — kekx il s’agit en principe d’une dérivée 


partielle calculée en net k constant. Il est cependant inutile d'employer 6, 
k restant constant tout le long du problème. 
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Montrons sur un exemple que la grandeur de la dérivée par- 
tielle dépend essentiellement du choix des constantes. La physique 
nous apprend que l'énergie accumulée dans un condensateur est 

2 à 
égale à W=T = , avec g—C®, où Cest la capacité du conden- 
sateur, @ la différence de potentiel à ses armatures et q la quan- 
tité d’électricité, c'est-à-dire la charge. Considérant la fonction 


2 
W=W (C, ), on obtient Re ur De la fonction W— 
: WI gd VW .OW| _  ôW 
=W(C og, male -2-- 5. Aus = -3| 


On a estimé jusqu'à présent que x et y varient indépendamment 
l’un de l’autre. Supposons maïntenant qu’elles dépendent d’une cer- 
taine variable £, si bien que 


txt), y = y(i). (4) 


Ces égalités définissent « paramétriquement » dans le plan x, y une 
certaine courbe, { étant le paramètre (voir par exemple MS, $ IV.8). 
On peut donner à ce paramètre diverses significations physiques dont 
la plus commode est le temps: on considère la trajectoire d’un point 
se déplaçant dans le plan x, y. Dans ce cas z = f (x, y) = f (x (t), 
y (é)), ce qui signifie que z est en réalité la fonction d’une seule varia- 


ble £ mais définie d’une façon compliquée. Cherchons sa dérivée ee 


(dérivée totale le long de la courbe (4)) *). Comme il vient de (2) et de 
(4) 


Ôz Ôz Ôz dx Ôz Oy 0z dx 0z dy 
= — — = — — —— —— = | —— | —— —— 
re rm SE PT (= dt Ÿ ôy dt ] dt, 
On à 
dz Oz dx 0z dy 


do à lo dt 
i à j : dz 0z 0z Ôy 
En particulier, si z—f(x,y), oùy—=yt(x), on a = De do art 
: d Das à ; 
On voit que la valeur _ de la dérivée totale Le long d’une courbe pour 


x et y donnés dépend non seulement de la nature de la fonction f mais 
aussi de 4. , C'est-à-dire de l’angle formé par cette courbe en un 
point donné avec l’axe des x. 

On comprend aisément les deux dernières formules si l’on regarde 
la figure 23. Si, pendant le temps dé, le point s’est déplacé de M à P 


suivant la droite représentée en trait pointillé, la vitesse de variation 


*) Nous conseillons au lecteur, à titre de récapitulation, de déduire la 
formule de la dérivée de la fonction composée d’une seule variable (voir par 
exemple MS, $ II.3). 
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de la fonction est égale à 
0f 
a _ etage _ of de | of dy 
dt ôt 0x dt | dy dt 
Pour avoir la deuxième formule, on rapportera df non pas à dt mais 
à dx. 

À titre d'exemple, considérons le cas où une certaine variable uw 
(ce peut être la pression ou la température à l’intérieur d’un courant 
de gaz) est définie à chaque instant # en chaque point (x, y, z) de l’es- 
pace. Alors uw sera fonction de quatre variables x, y, z, t, donc u — 
— u (x, y, Z, t). Soit donnée en outre la loi du mouvement x — 
= x(t), y =y (t), z =2z(t) d’une particule M. Considérant la valeur 
de u en M au cours du mouvement, on s’aperçoit qu’elle est une 
fonction composée du temps: 


u = u(x(t), y (Er), z(E), 6). 
La vitesse de variation de cette valeur de w, c'est-à-dire la vitesse 
de variation de uw « le long de la trajectoire », est égale, en vertu de 
l'expression de la dérivée d’une fonction Pie à 


du _ ôu dx ou dy ôu dz 
‘dt x dt To ôy dt Fo 0z dt + ° () 


Si u n’est pas une fonction explicite de # n dit alors que « le 
ou ,. 
FE = 0, de sorte qu'’ilne nousres- 
te que les trois premiers termes dans le second membre de (5); ces 
termes définissent donc la vitesse de variation de x due au seul pas- 
sage du point M (suivant la trajectoire) d’une valeur de x à une autre 
(par exemple, si w est la température, il s’agit du passage d’une 
partie de l’espace moins chauffée à une partie plus chauïfée, etc.). 
Cette vitesse est appelée vitesse de transfert. Le dernier terme définit 
la vitesse dite locale, qui est celle de variation du champ en un point 
fixe due à la non-stationnarité du champ. Dans le cas général ce sont 
les deux facteurs qui entrent en jeu simultanément, de façon que la 
vitesse de variation du champ le long de la trajectoire se compose de 
la vitesse de transfert et de la vitesse locale. 

Revenons au cas de la fonction z = f (x, y) de deux variables 


champ de uw est stationnaire »), alors —— 


Ox 
cette fonction dépendent elles-mêmes de x et de y ; aussi peut-on recher- 
cher leurs dérivées partielles.On appelle ces dernières dérivées partielles 
secondes (du deuxième ordre), les dérivées partielles de celles-ci dérivées 
partielles du troisième ordre, et ainsi de suite. On peut former les déri- 
vées partielles secondes suivantes: 


r(S) () (5) (+) 
6x \ 0x }J * 6y \ 0x ]J ? 6x \ 6y ] ? 6y \ y } ? 


indépendantes. Il est clair que les dérivées partielles ot . de 
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ou, en modifiant quelque peu les notations, 


n _ O2z » __ Oz » __. 022 ; 02z 
Br! HU Go ya WT Gp: 
Se 022 02z . no 
Les dérivées —— et ——— sont dites croisées. 
Ôx Ôy Ôy Ôx 
C’est ainsi qu’on a de l’exemple (3) 
dz __ Ô 3 L LU 3 d2z q 3 L oÙ 2 | ob 
mm CN re) = gg (XV +67) = Gary + e?, 
92z q 2,2 y 24 ,v 022 Ô 2,2 y 2 y 
1: d (32? y? + ve”) = Gry?+er, EC (32° y*+ re”) = 61" y + re”. 


d2z 02z ; + 
Oro did , C est-à-dire que 
les dérivées croisées ne dépendent pas de l’ordre des dérivations. 

Démontrons que l'égalité des dérivées croisées reste vraie dans le 
cas général. Pour le faire, notons que, d’après la définition de la dé- 
rivée (voir $ [I.2), on a 


Nous voyons que dans cet exemple 








02z 
0x dy 











mn 
X—=XQ E y Ôx X—=X9 2k 
Y—Y0 U—=Y0 


(quel que soit le degré de précision pourvu que k soit suffisam- 
ment petit *)). De même 








_0z __f(ro+h, yo+k) —f (xo—h, yo+k) 
Ôx X—=X0 on 2h ? 
y=yo+R 
Ôz _f(&o+h, yo—Æ#) —f (&o—h, yo— À) 
0x | x=x0 2h ° 
y=yo—hR 


Substituant ces expressions dans la formule de la dérivée croisée, 
on à 











02z 7 (zo-+, yo +Æ) —f (to —h, yo k) 
y=Y0 
. (to+h, yo —K) — (to —, Yo —K) (6) 
4hk ° 
Maintenant, on obtient par analogie: 
02 Oz 
Ô ==T% TT Oy = —h 
ss a ei 
Ôy 0x X=XQ un 0x Ôy X—X0 LÉ 2h ? 








Y—=U0 U—U0 


*) Voici la définition exacte: on appelle dérivée la limite vers laquelle 
tend le second membre lorsque k£ tend vers zéro. Il y a des définitions analogues 
se rapportant aux formules suivantes. 
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où 
0y x—=Xo+h 2k 9 
y=y0 
ie — {Got vo) —f (oh, vo) 
0y x—Xp—-h 9L : 
U—=Y0 


En définitive, 








| OEM 
0y 0x |x=x0 &hk 
Y=y0 
4hk 
En comparant (6) et (7), on voit que 
| 0 
0y Ox X=X) Ôx Ôy X—X) ? 
U— V0 Y=Y0 


et puisque le point (x,, y.) est absolument quelconque, les dérivées 
indiquées sont égales pour toutes les valeurs de x et de y. 

De même la seule chose qu’il importe de savoir dans le cas des dé- 
rivées d'ordre » d’une fonction de n variables est le nombre de déri- 
vations qu’on opère sur telle ou telle variable, l’ordre des dérivations 
étant indifférent. 

Pour mieux comprendre la notion de dérivée croisée, recherchez 
dans le plan des variables indépendantes les quatre points auxquels 
se rapportent les valeurs de la fonction figurant dans les seconds mem- 
bres des formules (6) et (7). Comparez les expressions (6) et (7) avec les 


_ 02z 
expressions analogues de —— et de GE * 
Exercices 


1. z=x2—Ly2. Trouver = pour z=1, y=1 et _. pour x=2, y—0,5. 
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : 
ze (Hu?) 
2 = xeu + yex, 
. Z—=2% Sin y. 
. Z=Sin (xy). 
Vo 
rouver les dérivées totales des fonctions suivantes : 


4 is 
. 2=2x2— y2, EE hr y=t+ VE. 


8. z—eX-V, x—sint, y—t2. 
9. 2= 29 + 3ry?, z=t?, y—=eTi, 


A HPhESwN 
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10. Calculer ee si z—In(x+e), y=x2. 


dx 
11. Pour les problèmes 2 à 6, vérifier l'égalité 
02z .  d2z 
Or 0y ÔyOx | 


$ 2. Signification géométrique d’une fonction de deux variables 


Il est commode de représenter géométriquement la fonction de 
deux variables z — f(x, y) comme une surface d’équation z — 
= f(x, y), où z est la cote et x, y les coordonnées du point dans le 
plan horizontal (fig. 24). Or, un dessin plat se prête mal à cette cons- 
truction. Pour donner une image graphique d’une fonction de deux 
variables, on peut donc construire une série de courbes sections de la 





( ÿ,-3,95 
Por 





Fig. 24 Fig. 25 


surface z = f(x, y) par des plans parallèles au plan xOz. Ces plans 
sont perpendiculaires à l’axe des y; à chaque plan correspond une 
valeur déterminée de la coordonnée y. L'’intersection du plan donné 
avec la surface z — f(x, y) est une courbe z = f (x, y — const). 
En traçant, pour plus de clarté, plusieurs courbes de cette espèce 
sur un même dessin en coordonnées x, z, on obtient une famille de 
courbes. Par exemple, la figure 25 représente quelques courbes de la 
famille pour l'hémisphère z — V 16 — x? — y?. Chaque courbe doit 
être affectée de la valeur de y — y, à laquelle elle se rapporte. Etant 
donné une famille de courbes correspondant à y — const dans le plan 
zx, z, la dérivée _ (tout comme L dans le cas d’une seule variable ) 
est géométriquement la tangente de l’angle formé par la tangente et 


l’axe des x. On peut trouver la dérivée _ en établissant le rapport 


3 mis e e 
Zn+1 (&)—zn (&) pour deux courbes voisines quelconques. 


Yn+1—Yn : u . 
On conçoit que la fonction z — f (x, y) se représente graphique- 


ment d’une manière analogue si l’on construit des courbes z (y, x — 
—çconst) dans le plan y, z. 
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Une autre méthode consiste à construire les sections de la surface 
z = f(x, y) par des plans horizontaux avec z — const, puis reporter 
les courbes obtenues (dites lignes de niveau) sur le plan x, y. On figure 
ainsi le relief sur les cartes géographiques. La figure 26 offre l’exem- 
ple d’une représentation de ce type (pour la fonction z — x? — y). 
Chaque courbe correspond à une certaine valeur constante de 2. 


! 





Fig. 26 Fig. 27 


Comment recherche-t-on les dérivées à l’aide d’un tel graphique? 
La figure 27 en représente une partie agrandie. Il est clair que si les 
lignes de niveau sont suifisamment voisines, on a, avec le degré 
de précision voulu, 


mx CE mecs en 


0x Th—Ta ‘ Ôy Yc— Ya 
Plus les courbes associées aux z distincts sont serrées, plus les déri- 
vées partielles sont grandes. (On suppose que les courbes sont tra- 
cées par intervalles égaux en 2.) 


Exercices 


__ Construire la famille de courbes correspondant à y = const pour les fonc- 
tions suivantes : 


1. 2= 2y. 2. 2 = 2? — y. 3. z— V/x° y?. 
4. Construire la famille de courbes correspondant à z — const pour la 
fonction z — x? — y?. 
$ 3. Fonctions implicites 


Les notions de la théorie des fonctions de plusieurs variables 
s'avèrent souvent utiles lorsqu'il s’agit d'étudier les fonctions d’une 
seule variable. (Ce cas a été examiné dans les MS, $ II.12 : nous allons 
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maintenant l’étudier plus en détail.) Une pareille fonction est géné- 
ralement définie au moyen d'une formule « explicite », par exemple 
y = ax, où y — be, etc., qui indique directement le mode de cal- 
cul de la valeur de y correspondant à x donné. Ces formules sont les 
plus commodes pour les calculs. 

Il existe une autre méthode de définition de y en fonction de x: 
c’est la définition implicite par une équation de la forme 


j (x, y) = 0, (8) 
par exemple 
ou + y° + Sary = 0, (9) 
(œ + y} — b° (x — y) = 0, (10) 
etc. 


Dans ce cas, on recherche y pour x donné en résolvant (8) en y. 
La solution a parfois une forme beaucoup plus compliquée que (8). 
Ainsi, on a pour (9) 


ÿ— V Sy Lio +7 L+a ax? + V 2 Los 


On ne peut souvent établir une formule pour la solution, si bien 
que l’équation (8) doit être résolue numériquement. 

Il arrive cependant, même dans ce genre de problèmes, que l’étude 
de la relation fonctionnelle peut être réalisée au moyen des fonctions 
d’une seule variable. Cela a lieu si l'équation est ou peut être faci- 
lement résolue par rapport à x, c’est-à-dire si elle peut être repré- 
sentée sous la forme 

z = @ (y), (11) 


ainsi que dans le cas où elle peut être résolue sous forme « paramétri- 
que » (il en sera question un peu plus tard). Aïnsi, dans l’exemple 
(9), bien qu’il soit très difficile d'exprimer y en fonction de x, on 
trouve aisément 





Alors, en se donnant différentes valeurs de y, on obtient facile- 
ment les valeurs correspondantes de x. Le résultat se présente sous 


Tableau 4 
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la forme d’un tableau ou d’une courbe en coordonnées x, y. (Voir 
Tableau 4 et fig. 28 pour a = 1, c — 1,44.) D’après cette courbe, on 
recherche y pour x donné. A cet effet, on mène la verticale correspon- 
dant à x donné et l’on obtient la valeur correspondante de y *). 
Si l’on dispose du tableau des x pour certains y, on peut trouver un 
y pour lequel la valeur nécessaire de x manque, ne serait-ce que moyen- 
nant l’interpolation linéaire (cf. $ II.1). 

A cet effet, trouvons dans le tableau deux couples de valeurs 
(Y1r 21) Et (Yo, 9) tels que x, << x << xs. Admettons que lors de la 
variation de zentre x, et x,, le graphique de la fonction ne diffère que 
très peu de Ia droite y — kx + b. On 
trouve aisément k et b, sachant que y— 
— y, POUT Z — x et y — Ye POUr + 
=%,. En eïtet, y, = kx, + b, y — 
=kr, + b, d'où ik = #1, p— 


To —T1 


_ ToY1--Tiÿo 
To — T1 


. AUSSi 


= LoY1— X 
Yo — Yi z+ oy1 192 
To — T1 To — ZX: 


y = 





Cette formule donne les valeurs de Fig. 28 
y pour tout x comprisentre z, et x, : 
elle est d'autant plus exacte que les valeurs zx, et x, et y1 et yo sont 


plus voisines, donc que les points représentés par le tableau sont 
plus proches l’un de l’autre. 


Comment trouver alors la dérivée # ? On n’a pas besoin de résou- 
T 


dre l'équation et d'obtenir y= f (x). Si la fonction est définie sous 
la forme x = œ (y), alors dx — SE dy, d'où 


dy _ 1 _ 1 
dx dp_  p'(y) 
dy 


Le seul inconvénient de cette expression est de fournir la dérivée 
sous forme d’une fonction de y; aussi, si l’on veut calculer # pour x 
T 


donné, on doit d’abord trouver y correspondant, puis le porter dans 
l'expression 

ay 1 

dr (y) 

*) On voit sur la figure 28 qu’à certaines valeurs de x correspond une seule 
valeur de y, à certaines autres trois valeurs et qu’il y a un x auquel correspon- 
dent deux valeurs de y. Cela s'explique par le fait qu’une équation du troisième 
degré peut admettre une, deux ou trois racines réelles distinctes (s’il y a deux 


racines, l’une d'elles est double : elle correspond au point de contact de la droite 
zx — const et de la courbe). 


8—0317 
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Il semble que la méthode numérique du $ II.2 est en l'occurrence 
bien plus simple. En effet, une fois qu’on peut déterminer y pour x 
donné, on peut tout aussi bien obtenir y (x + Ax) pour x + Ax, 
après quoi la valeur approchée de la dérivée se déduit par exemple de 
la formule 

y (z+ Az) — y (x) 
Az ° 


Or, le fait est que cette méthode est beaucoup moins commode: 
on doit trouver y pour deux valeurs différentes de x, c’est-à-dire ré- 
soudre à deux reprises l'équation (11). Notons que y doit être déter- 
miné d’une façon très précise, étant donné qu'on recherche la diffé- 
rence des valeurs voisines de y et qu’une erreur insignifiante sur cha- 
que y conduit à une erreur relative considérable sur leur différence. 
Le dénominateur de l'expression de la dérivée est une très petite 
quantité Ax, aussi une erreur faible due au numérateur peut-elle 
entraîner une grosse erreur sur la valeur de la dérivée. Par conséquent, 
il est mieux d'employer la formule 

pe 

dr  p(y)° 


Remarquons que la formule de la dérivée seconde a une forme plus 
compliquée. Il serait faux de croire que 





dy __ 1 1 
dx? d?x d2çp 
dy2 dy? 


En eïtet, cette formule est incorrecte jusque dans sa dimension: 
la dimension de dy/dx? est y/x? et celle de 1 / - L est y2/x. La formu- 





2 
dy 
le correcte est déduite comme suit : 
dy _ d (+)-2 d = + (nn) = 
q’ 


de? de Var} dx dy \dx}  p'() à \v 
dèzx 
___ p’@) _ __ du? 
[p’ (7)]$ ER 
dy 


On vérifie sans peine la dimension de cette expression : comme il 


2 
se doit, elleest identique à celle de la relation Ur LU 
(x/y)3 x? 


En étudiant la relation fonctionnelle implicite (8), on peut ren- 
contrer un cas plus général, lorsque les deux variables x et y s’ex- 
priment en fonction d’une même variable auxiliaire £: 


2 {1}; | 
y =y (it). 
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Ainsi, en désignant dans l’exemple (10) 


NÉ n à (12) 
il découle de (10) que x — y — t#/b?, d’où, en faisant intervenir (12), 
t 15 
F7 tam 
t 15 
JT ZE : 


On dit alors que la fonction est définie paramétriquement à l’aide 
du paramètre t. Ce mode de définition n’est pas nécessairement lié à 
des relations du type (8); il est étudié dans tout cours de mathéma- 
tiques générales (voir par exemple MS, $$ II.3, IV.8, VI.14), où l’on 
donne aussi la méthode de recherche de la dérivée d’une pareille 


fonction : mettons dx sous la forme dx — _ dt — x° (t) dt, de même 





d A ] " d F t 
dy — + dé — y" (t) dt, d’où = ee 
2 
Cherchons la dérivée seconde + : 


A cet effet, employons la relation 
dz dz dt dz 


— 
ms Re @ mms OC D @ me 


Il vient alors que 
dy __ d [dy\ . d y'(t) \ _ d y" (t) \ dt 
mrelel lo) l-u le 
d’où 
= (HO) = y") _y'@z" ©) 
dxè zx'(t) dé \x’(i) 


_ R'(@12 "(#18 


les accents désignant les dérivées par rapport à £. 

Dans le cas général d’une fonction implicite y de x, la fonction 
Î (x, y) peut être telle que l'équation (8) n’est résoluble ni sous la 
forme (11), ni sous la forme paramétrique. Considérons par exemple 
la fonction implicite y de x telle que 

9 + xy + à — 7 — 0. (13) 

(Géométriquement, cette formule définit une courbe dans le plan x, 
y.) Il n’est pas possible d’en tirer y — f (x). Pour avoir la dérivée 
4 , identifions les dérivées des deux membres de (13) en considérant 
y comme une fonction de x, y = y (x), qui serait explicitée à l’aide 
de l’égalité donnée. Interprétée de cette manière, l’égalité devient 
identité et, par suite, se prête à la dérivation: 


OYY + (y + x.y") + 5xt = O0. 
8* 
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On en tire 
+ 4 
’ dy s y DT . (1 4) 


Remarquons que x et y du second membre sont liés par la relation 
(13), si bien qu'il n’y à qu’une seule variable indépendante. Si l’on 
veut obtenir y’ pour x donné, on doit, par résolution numérique de 
(13), trouver y pour x donné et”porter sa valeur dans (14). 

Passons maintenant au cas général d’une fonction implicite de 
plusieurs variables, par exemple de deux variables. 

Si l’on connaît z en fonction de x et de y, alors, en résolvant z — 
=f (x, y) par rapport à x, on détermine x en fonction de y et de z, 
à savoir x— (y, z), et en la résolvant en y, on obtient y — % (x, 2). 
Or, que l’on ait résolu ou non cette équation par rapport à x, elle 
définit la relation entre la variable x et les variables y et z. On dit 
alors que x est définie implicitement. 

















IL est possible d'obtenir les dérivées _. et 2 sans expliciter x. 
On tire de la relation z=—#f (x, y) 
Oz Ôz 
dz=-d +- dy dy, 
d'où | | 
0z \7 0z 0z \7 
de(s) &-(2)(&) à Er 
D'autre part, si x—=(y,z), alors 
Ôx Ôx 
Comparant les expressions (15) et (16), on obtient 
Ôx { 
"oz y — 67] ? (17) 
ôx lv 
2 
Ôx dy Îx 
dy un e Oz (18) 
ôx |y 





La formule (17) semble bien évidente. La formule (18) contient 
le signe moins qui paraît étonnant. Il est cependant facile de se con- 
vaincre que la formule est correcte si l’on fait appel à des considé- 
rations géométriques. 

Considérons les figures 26 et 27. Elles représentent Les courbes z — 
dx 


RE prise le long de 


Ôx re. LUE 
—=const, de sorte que-—|;est la dérivée ordinaire 
ces courbes. C'est pourquoi 
0x | __ dx _ Xp—te 
Oy V2 dy Yb—Ve. 
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Remarquons que Y5—= Ya et Te —=Xa. Alors 

















OT |  Tb—Ta 
0y (2 Ya— Ye 
: Ô2 02 TIR 
La connaissance des valeurs de Sa 6 de ET permet d'écrire 
71 02 _Thp—La Ôx 
0y | 0%  Ye—Ya  0ÿ fr 
La formule (18) peut s’écrire : 
Ôx 0z | Ôz 
Ôy Z 0x y Oy x 
02 ôy Ôx Ôy 02 
Remarquant que | =1/ 5) on nr boaboe le th 

















Cette dernière formule, aussi bien que la formule (18), montre 
qu’à la différence du cas de la fonction composée d’une seule 
variable, on ne saurait réduire ici le numérateur et le dénomi- 
nateur par 0x, ôy, 0z. La cause en est que les trois dérivées par- 
tielles de la formule considérée se calculent dans des conditions 
différentes (la première pour z constant, la deuxième pour x cons- 
tant et la troisième pour y constant). 

oW 


On a vu ($ 1) que le résultat du calcul de la dérivée partielle 3C 


est déterminé par le choix de l’argument constant. Cela suffit pour 
se persuader que 0W et 4C ne peuvent être traités comme des nombres 
et ne peuvent donc être l’objet d’une réduction avec 84W et dC d’au- 
tres formules sans égard aux conditions dans lesquelles les dérivées 
partielles correspondantes ont été calculées. 

Considérons un exemple de dérivation des fonctions implicites. 

Soit 2 = 2? + px + y + qy + kxy. 

Cherchons les dérivées = et _ . Pour exprimer x en fonction de 


y et de z, on a à résoudre une équation quadratique. Cela est possible 
encore qu'on obtienne une expression bien encombrante comportant 


des racines. Puisque 7 — 2x + p + ky, _. — 2y + q + kx, on 
a selon les formules (17) et (18) 

1e 2+athe 

02  2x+4+p+ky' 0ÿ 2x +p+ky 


Lé Q Ô #? . 
Pour déterminer les valeurs de et de _. pour yet z donnés, on doit 


connaître la valeur numérique de x pour ces variables; par contre, 
on peut se passer de l’expression analytique x — 1 (y, 2). Il est évi- 
demment plus facile de résoudre numériquement l'équation z = 
= f (x, y) par rapport à x pour les valeurs données de y et de z que 
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de déduire la formule générale x = 1 (y, z). De surcroît, dans le cas 
où l'équation est d’un degré supérieur à 4, ou bien renferme des fonc- 
tions transcendantes, la formule générale s'avère bien souvent im- 
possible à obtenir. 

La façon la plus générale de définir implicitement une fonction 
de deux variables consiste à la déterminer au moyen d’une relation 
telle que F' (x, y, z) = 0. Nous laissons au lecteur le soin de dériver 
celle-ci afin d'établir les dérivées partielles 22 L . , etc., et d’appli- 
quer le résultat obtenu à la relation étudiée plus haut z — f (x, y) 
en l’écrivant sous la forme z — f(x, y) = (0. 

Les procédés qu’on vient de décrire s'appliquent heureusement 
au cas de la fonction d’une variable définie implicitement par une 
équation de la forme (8). On considère alors la fonction de deux varia- 
bles z — f (x, y), ou, en d’autres termes, on assimile (8) à l’équation 
d’une ligne de niveau de la fonction z — f(x, y) correspondant 
à f — 0. Le calcul de 4 se ramène done à celui de Sie . 

dx 0x |z=const 
ce que l’on vient d'étudier. Ainsi, désignons dans | xemple (13) 


z=ÿ + zy + 


Nous obtenons d’après (18) 














JC CS SES EE. 
0x 0x 2  Ox [y] Oy x  5yt+at? 
en retrouvant ainsi (14). 
Exercices 
dy d?y . pare te 
1. Trouver PS et us Pour les fonctions suivantes définies paramétri- 


quement : 


a) = Et, y—=t2+t; b) x—2sint, y—2co$t; c) x—cost+tsint, 


y = sin {— t COS t. 
2. On donne x=sint, y— cos 2t. 


dy { 
Trouver y POUr =. 
S 4 Ôx ôx 
3. On considère la fonction z—23%4y3+zxy. Calculer or pour 
y=0;2z= 1: 
4. Calculer _ _ de la fonction z2—25+xy2+us5. 
Calculer _ des fonctions suivantes : 


D. t2+y2—4x—10y = —4. 
6. y +ryli— x2y2—1—0, 
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$ 4. Tube électronique 


Considérons un exemple intéressant de la fonction de deux varia: 
bles: c’est l'intensité du courant plaque j d’une triode (fig. 29). 

Le flux d'électrons atteignant l’anode ou plaque dépend du poten- 
tiel de grille u, et du potentiel de plaque u, (la cathode étant mise 
à la terre, son potentiel est nul). Ainsi, nous avons affaire à une fonc- 
tion de deux variables ÿ — j (us, up). On la représente graphique- 
ment sous forme d’une fa- 
mille de courbes en coordon- JM À 
nées Uy, j, de façon qu’à 
chaque courbe corresponde 
une certaine valeur constan- 
te de u,. La figure 30 en 
donne un exemple. Le cou- 
rant j est exprimé en mil- 
liampères, les tensions uw, et 
up en volts. La dérivée 


Ô . N 
l est proportionnelle à 
p 








Fig. 29 Fig. 30 


la tangente de l'angle formé par les tangentes aux courbes de 

la figure 30. Il se trouve que, dans un intervalle assez étendu 

de variation de uw,, ces courbes diffèrent peu des droites. Leur 

pente dans cet intervalle est appelée pente de la caractéristique du tube 

et est désignée par S de sorte que S — 2. Elle s'exprime en milli- 
g 

ampères par volt. 


Ô e « e 
Formons 2 = ue Son inverse, c’est-à-dire la grandeur 
p 





1 0Up 
UE mp 
oup Ug 
est appelé résistance interne du tube. On comprend sans peine l’origine 
de cette appellation : en effet, si la place du tube dans le circuit était 


R — 


9 





4 
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occupée par une résistance fixe RÀ,, on aurait en vertu de la loi d’Ohm 


Q u *« 
1:22, d'où 
? 
R: 





0j { 
OUp = R:; k 
ou 
4 
= 
our 


Lorsque le courant s'exprime en milliampères et le potentiel en volts, 
on exprime À en kiloohms. Enfin, une caractéristique très impor- 


tante du tube est la grandeur 





ôu 
— | , qui est un nombre négatif sans 
g lJ 


ôu 
dimensions. Son inverse u = — —— | porte le nom de facteur d'am- 
J 
plification du tube ou gain. Selon la formule (18), on a 


ni Fe 
be ] =8-R. 











6 
Up \ Oup 

Cherchons la relation entre la variation de w, et celle de w,. 
Considérant u, comme fonction des variables uv, et j, on trouve 


Ug 














Up ; oup sx ! 
Si on maintient constant le courant plaque, on a dj = 0, par con- 
séquent, dun — —u du. De cette façon, la variation du potentiel 


d’anode est égale à Lu fois celle du potentiel de grille. On peut dire 
que le tube fait augmenter de u fois la tension grille, d’où l’appella- 
tion de pu. 


du L 4 # D Q 
Le rapport = — u est vrai pour le cas idéal, où le courant jne 


varie pas. Or, en réalité, la variation de u, entraîne généralement une 
certaine variation de j, auquel cas la variation de w, est moindre que 
pour j — const. Considérons le schéma représenté fig. 29 : dans le cir- 
cuit d’anode est branchée en série une résistance ret est appliquée 
une tension constante u,. Alors, d’après la loi d'Ohm, on a 


le — =} (Up; Ug)) 


la fonction du second membre étant celle qu’on a examinée au début 
de ce paragraphe. Considérons la différentielle totale des deux mem- 
bres de cette égalité, uw, et r étant supposés constants : 


1, dj oi 
nr dUp Em Cr 


$ 5] ENVELOPPE D’UNE FAMILLE DE COURBES 121 


ou 
1 
— À dus Re dup + S dy) 
d'où 


dy = — Ty = — hu dy 


Fr 
r +R 
Cette formule permet de voir que dans le schéma de la fig. 29 la va- 


: 
TR 
dup 
ag 
est sensiblement voisin de u. Or, pour faire passer ce courant à tra- 
vers une résistance élevée r, on a besoin d’une tension uw, assez forte. 
Dans ce cas la résistance r transforme inutilement en chaleur une 
puissance appréciable. Il se trouve que dans tous les cas, sauf pour 
amplifier une tension constante ou lentement variable, il est plus 
avantageux d'insérer une bobine de self au lieu de la résistance r. 

Ce qui précède permet de conclure que l’énoncé mathématique 
des lois déterminant le fonctionnement d’une triode utilise les fonc- 
tions de deux variables et que les principaux coefficients caractéristi- 
ques du tube sont des dérivées partielles. 


du Q r_ + x Le : r 
leur absolue du rapport En est inférieure à u, étant donné que 
g 








<1. Sir R, le courant j est quasi constant, si bien que 


Exercice 


Chercher les valeurs de S, R et u sur la base des données de la figure 30. 


$ 5. Enveloppe d’une famille de courbes 


Examinons un autre cas d'application des dérivées partielles, à sa- 
voir le problème de recherche de l’enveloppe d’une famille de courbes 
à un paramètre. En voilà un exemple typique. 

Considérons l’ensemble des trajectoires des projectiles lancés à 
partir d’un même point (assimilé à l’origine des coordonnées) avec 
la même vitesse initiale v, mais sous des angles o différents, qui peu- 
vent varier de 0 à 180° (fig. 31). 

Chaque trajectoire est une courbe du plan x, y, c’est-à-dire qu’elle 
est définie par une certaine fonction y (x). Si l’on écrit les relations 
x = x(t) et y — y (t) en négligeant la résistance de l’air et si l’on 
élimine #, on obtient aisément (voir par exemple MS, $ VI.14) y en 
fonction de x: 

— £ 2 

Chaque valeur concrète de œ correspond à une courbe déterminée. 
En considérant les différentes valeurs de , on obtient une famille 
de courbes.On peut admettre que la flèche y de la trajectoire du projec- 
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tile est fonction de deux variables: de la distance horizontale x 
et de l’angle de tir œ, c’est-à-dire que y= y (x, œ). Alors les trajec- 
toires isolées définissent y en fonction de x pour œ constant. Quand 
on observe la famille de trajectoires (fig. 31), on voit que les trajectoi- 
res remplissent une partie du plan x, y, mais qu'il en existe une autre 
qui leur est interdite. Il existe donc une zone non battue qui reste 
inaccessible pour la vitesse initiale donnée des projectiles quel que 
soit l’angle de tir. 

Cherchons à établir la limite de la zone battue. (Elle est. tracée 
en pointillé sur la figure 31.) Chaque point de la limite appartient 





Fig. 31 


nécessairement à une trajectoire, sinon celle-là ne saurait être attein- 
te. Remarquons que pour la portion de la limite qu’on voit sur la 
fig. 31, chaque point appartient à une trajectoire correspondant à un 
angle de tir ® > 45°. (On montre que l'angle o — 45° correspond à la 
portée maximale. Les trajectoires pour @ << 45° sont tangentes, on 
le verra par la suite à la limite de la zone battue au-dessous de l’axe 
des x, qui n’a donc d'intérêt que lorsque l'objectif est situé plus bas 
que la pièce.) D'autre part, la trajectoire ne doit pas couper la iron- 
tière considérée mais seulement lui être tangente. Si la trajectoire 
coupait la frontière, elle passerait nécessairement au-delà de cette 
dernière, ce qui contredit la définition même de la limite de la zone 
battue. 

La frontière du domaine rempli par une famille de courbes tan- 
gentes à cette frontière porte le nom d’enveloppe de la famille de cour- 
bes. Essayons de la mettre en équation. À cet effet, traçons une ver- 
ticale AA, et repérons le point B en lequel cette verticale coupe l’en- 
veloppe. Pour pouvoir mener la verticale, on s’est donné une certaine 
valeur de x. Le point B matérialise la hauteur maximale y qui puisse 
être atteinte par un projectile pour la distance horizontale x et quel 
que soit l'angle de tir o. Il s’agit donc de trouver le maximum de 
y (@) pour x fixe. D'où la condition 


Oy(r, p) | 
219 | Lo. (20) 
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La condition (20) fournit l'équation qui établit la relation entre 
xet œ. À chaque valeur de x correspond une certaine valeur de 
œ définie par l'équation (20), si bien qu’on a ® = (x). Substituant 
@ — œ (x) dans l’équation de la famille (19), on aboutit à l’équation 
de l’enveloppe. 

Faisons les transformations nécessaires. Pour plus de commodité, 
introduisons au lieu de œ la variable 6 — tg ©. Remarquant que, 


selon la formule trigonométrique bien connue, NT tg? o + 1— 
= 6? + 1, on récrit (19): 
y = 0x—-f (0241) 2°. 
V6 


2 
Enfin, introduisant la notation © — / (on verra de l'expression (22) 
que / est la distance horizontale de tir), on a 


d'où 
ôy x? 
7 RE 


De la condition (20) *) on a pe . Portant cette valeur dans (21), 
on o tient l'équation de l’enveloppe 


l x? 


Nous conseillons au lecteur de refaire la déduction sans recourir à la 
variable 6. 
Exercice 
La vitesse initiale du projectile est v, — 100 m/s. Va-t-il atteindre l’objec- 


tif situé à une distance horizontale de 500 m et à la hauteur de 300 m; de 500 m? 


$ 6. Série de Taylor et problèmes d’extrémum 


La série de Taylor, dont on connaît bien l’application aux fonc- 
tions d’une seule variable, s’avère utile aussi dans le cas de plusieurs 
variables. Rappelons-nous (voir par exemple MS, $ II.17) que, pour 
les fonctions d’une seule variable, cette our a la forme 


 e)= f (0) + (0) + LT (2 = ap9 + LE (5 a) +. (23) 








*) Changeant la variable d’après la formule RL on trouve 
0y _ 0y . 2P Ôy Ôy 
20 0 30 ‘ "56 ? de sorte que ET LE —— 3 . Or, la condition 2 10 se ramène 


L] L] Ô 
à la condition et 
0p 
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Considérons maintenant une fonction de deux variables f (x, y). 
Soit x voisin d’une constante a et y d’une constante b. Alors la for- 
mule approchée la plus grossière, formule d’« approximation d'ordre 
zéro », qui ne tient pas compte de la variation de x et de y, se présen- 


te comme ceci: 
f (x, y) = f (a, b). 


Une formule plus précise de « première approximation », qui tient 
compte des termes du premier ordre de petitesse, est 


f (x, y) = f (a, b) + À (x — a) + B (y — b), (24) 


A et B étant des coefficients numériques que l’on recherche en prenant 
les dérivées partielles des deux membres de (24) par rapport à x: 


fx (ZX, y) = À 


(le premier et le troisième terme du second membre de (24) ne dépen- 
dant pas de x, leurs dérivées partielles par rapport à x sont nulles). 
A étant nécessairement constant, il vient À — f, (a, b). De même, 
en dérivant (24) par rapport à y, on a B = f, (a, b), ce qui signifie 
qu’en réalité on peut écrire (24) sous la forme 


TC, y) = f(a, b) + fa, b) (x — a) + fy(a, b) (y — b). (25) 


(Déduisez cette formule directement des résultats obtenus au $ 1.) 

On peut écrire une formule encore plus précise, celle de « deuxième 
approximation », tenant compte aussi des termes du second ordre 
de petitesse : 


f (x, y) = f (a, b) + [A (x — a) + B (y — b)] + 
+ [C(x— a} + D(x — a)(y—b)+E(y —b}]1, (26) 


à coefficients numériques À, B, C, D, E. Pour les trouver, on calcule 
les dérivées partielles du premier et du second ordre: 


fx (x, y)=A+2C (x —a)+ D (y—b), 
fu (x, y)=B+D(x—a)+2E (y—b), 
ex (& y) = 2C, fxy (x, Y)= fyx (x, y) =D, 
fuy (; y) —2E. 
Posant x—a, y—b,on a 
A=j: (a, b), B=fj(a, b), C=+ fi (a, 0) 


” 1 » 
D= fr (a, db), Ê=— fyn (a, b). 
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Portons ces valeurs dans (26) : nous obtenons la formule définitive de 
deuxième approximation 


fe = 1 (a b) + Le (a d) (e— a) + jy (a, 0) (y—b)1+ 
+ + Efi (a 0) (e— a) + 2fe, (a, D) (6 — a) (y — 0) + fon (as D) (y —b)?1. 
(27) 


Bien que déduite indépendamment de (25), cette formule renfer- 
me dans son second membre la même partie linéaire que (25); en 
outre, on y voit apparaître les corrections du second ordre de petites- 
se. Nous laissons au lecteur le soin de déduire (d’une façon parfaite- 
ment analogue) la formule de 
troisième approximation (il est y 
vrai qu'elle s'emploie très rare- 
ment); son second membre sera 
celui de (27) avec, en plus, les 
corrections du troisième ordre de 
petitesse. 

(Admettons, pour le contrôle, 2} 2 
que la fonction f ne dépend pas 
de y; cela permet de supprimer | 
dans les seconds membres de (25 
et de (27) toutes les dérivées Rs A 
tielles dans lesquelles la dériva- 
tion s'effectue parrapport à y, si 
bien qu’on obtient les sommes Fig. 32 
partielles de la série (23) pour 
la fonction d’une variable.) 

De même que pour les fonctions d’une variable, les formules {25) 
et (27) ne sont commodes qu'avec |x — alet|y — b]| très petits : dès 
que ces différences deviennent grandes, les formules cessent d’être 
exactes et peuvent donner des résultats faux. Les formules correspon- 
dantes pour les fonctions de plus de deux variables indépendantes sont 
d’une forme analogue ; il n’y a donc aucun intérêt à les considérer ici. 

Les formules qu’on vient de déduire peuvent s'appliquer, en par- 
ticulier, à l'étude des points extrémaux de la fonction f(x, y). 
Supposons que cette fonction admet un extrémum (le maximum ou le 
minimum) pour x = a, y = b. La figure 32 montre la disposition des 
lignes de niveau de la fonction f dans le plan des arguments au voisi- 
nage de l’extrémum M. Alors, en posant y — b et en faisant varier 
+, on obtient évidemment la fonction f (x, b) de x seul qui passe par 
un extrémum lorsque x — a. Pour notre représentation géométrique 
({ig. 32), cela signifie qu’en suivant la droite en traits ponctués, 
on arrive à l’extrémum en M. Or, il est connu du calcul différentiel 
des fonctions d’une variable que la dérivée au point d’extrémum est 
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nécessairement nulle : 


arf 0] 


Les crochets renferment la dérivée par rapport à x en supposant 
y —=b, c’est-à-dire la dérivée partielle par rapport à x. On traite de 
même le cas de x — a fixe et y variable. Nous en venons maintenant 
aux conditions nécessaires d'existence de l’extrémum d'une fonction 
de deux variables: 


fx (a, b) =0, f,(a, b) = 0. (28) 


(Le raisonnement est analogue au $ II.3 pour la méthode des moindres 
carrés.) 

On sait que pour la fonction f (x) la condition nécessaire d’existen- 
ce d’un extrémum f’ (a) — 0 est « presque suffisante »: en effet, si 
f" (a) 0, on a nécessairement un extrémum pour x = a (le maxi- 
mum si f” (a) < 0 et le minimum si f” (a) > 0). Il serait logique de 
supposer qu'une fonction de deux variables admet elle aussi un extré- 
mum en un point (a, b) si la condition (28) est vérifiée et si ses déri- 
vées partielles du second ordre en ce point ne sont pas nulles. Or, 
l'n’en est rien : la condition suffisante est plus compliquée. 

Considérons d’abord quelques exemples. Soit 


Zz = f(x, y) = x? + y°. 


De la condition (28), on a 2x = 0, 2y = 0, c’est-à-dire que l’extré- 
mum est supposé se confondre avec l’origine des coordonnées. En 
effet, la fonction passe par le minimum à l’origine, puisqu'on a ici 
z = 0 et z > 0 aux autres points. En ce qui concerne les dérivées 
partielles du second ordre, elles sont constantes dans notre cas, et 
ceci de façon que fix = 2, fxy — 0, fyy — 2. On vérifie sans peine, 
par analogie, que la fonction 

z = Ar? + Cy? (29) 


admet à l’origine le minimum lorsque À >> 0, C => 0, et le maximum 
lorsque À < 0, C<t(. 

Il en sera autrement si À et C de l’expression (29) sont de signes 
différents, comme dans la fonction 


0. 


X—a 





Z = x? — y?, 


Sur la figure 33 sont représentées les lignes de niveau correspon- 
dantes ; la partie du plan avec z >> 0 est hachurée. Les petites flèches 
marquent la direction de l’abaissement du niveau ; pour la carte géo- 
graphique, c’est la direction des courants d’eau. Avec y = 0, on a z — 
— x?; cela veut dire que la fonction croît de part et d’autre de l’axe 
des x à partir de l’origine où elle présente le minimum. Par contre, 
si x — 0, alors z — —y*?: la fonction décroît donc de part et d'autre 


$ 6] SÉRIE DE TAYLOR ET PROBLÈMES D’EXTRÉMUM 127 


de l’axe des y après avoir passé par le maximum à l’origine des coor- 
données. Considérant les autres droites traversant l’origine des coor- 
données, on remarque que, pour certaines d’entre elles, la fonction 
admet à l’origine le maximum, et pour d’autres le minimum. Ce cas 
est appelé minimax. Il exclut l’extrémum à l’origine bien que les con- 
ditions nécessaires (28) soient remplies et les dérivées partielles du 
second ordre ne soient pas toutes nulles. Le co! d'une arête montagneu- 
se est un exemple de minimax. Un 





autre exemple est une selle ordi- ÿ 
naire. Si l’on se met en une selle 
correspondant à la fig. 33, on N à ; 2 = 
peut laisser pendre ses jambesle KR HP 
long de l’axe des y en regardant NE 7: 
dans la direction de l’axe des x, EX Ve de = 
 £TX ia DURE 
auquel cas les arçons s'élèvent RS LE 
. Q En OR AN nn, mme SNS 
suivant ce dernier axe. Si ==: > 
Un minimax analogue a lieu EE | SE 
HP quite LA EE 
pour la fonction z — Ty à Il OTr1g1- LEZ Ne ee 
£ LEE SKK 
ne des coordonnées. Les lignes de LEP SA SNS 
AL RRN 


Cu 

à 
de 
=: 
5’ 


niveau correspondantes sont re- 
présentées sur la figure 26. (Indi- 
quer, sur cette figure, la partie 
des z —0et celles des z < 0.) 
- . Fig. 33 
Passons maintenant au Cas gé- 
néral. Si les conditions néces- 
saires (28) sont remplies, la formule (27) devient 


f (2 y) = f (as b) ++ Lis (as D) (es — a+ 
+ 2fxy (a, b) (x — a) (y —b) + fuy (a, b) (y — b}?]. (80) 


Il est vrai qu’on a négligé les termes du troisième ordre de petites- 
se, mais si l’on veut étudier l’extrémum, il faut qu’on reste dans le 
voisinage des valeurs x = a, y — b, et dans ce voisinage les termes 
indiqués sont moins importants que les termes du deuxième ordre 
de petitesse retenus. Pour abréger l'écriture, adoptons les notations 


fxx (a; b) = À, y (a, b)=B, Tuv (a, b)=C, 
T—aA—É, y—b=n. 


N 


N 
EL _ d 
+ 


Alors la formule (30) permet de voir que tout dépend du comporte- 
ment de la forme quadratique (c'est-à-dire du polynôme homogène 


du deuxième degré) P (£, n) — AË?+2BEn +Cn°, car on a approxi- 
mativement, au voisinage des valeurs x = a, y — b, f(x, y) — 
= f(a, b) ++P (6, n). Si cette forme est positive pour tous Ë, 
n (si l’on a par exemple £? + n°), alors f (x, y) = f (a, b) au voi- 
sinage du point (a, b) et, de ce fait, la fonction passe en ce point par 
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le minimum. Si cette forme est négative, le point (a, b) en est le point 
de maximum. Et si cette forme est susceptible de prendre'des valeurs 
des deux signes (par exemple E? — n°), elle admet en (a, b) le mini- 
max, donc il n’y.a pas d’extrémum. 

Comment peut-on déterminer, par la considération des coeffi- 
cients À,B,C,lequel de ces cas a précisément lieu ? Pour cela, écrivons 


PG,m=n[A(£) +28£È+0C]-m(48+28+0, (31) 


t désignant ici £/n. Le cours de mathématiques élémentaires nous ap- 
prend que si le discriminant 
B? — AC > 0, (32) 


alors le polynôme entre parenthèses possède deux zéros réels qui cons- 
tituent pour lui les points de changement de signe. Donc, il s'agit 
d’un minimax. Si par contre 

B? — AC < 0, (33) 
le polynôme en question n’a que des zéros imaginaires et, par con- 
séquent, ne change pas de signe (un polynôme ne peut changer de 





Fig. 34 


signe qu'en passant par zéro). Il y a donc extrémum. Pour déterminer 
le signe du second membre de (31), posons { — 0. Nous voyons que si, 
en plus de la condition (33), on a C = 0, alors le second membre 
de (31) est positif quel que soit £, et en vertu de ce qui vient d’être 
dit, la fonction f admet le minimum au point (a, b). Par contre, si 
avec la condition (33) on a C 0, la fonction f admet le maximum. 
(Vérifiez ces conditions pour les exemples considérés ci-dessus.) 

Les points de minimax sont d’une importance capitale pour la 
résolution de toute une classe de problèmes. Soient deux villages À 
et B situés dans un terrain inégal, dont les lignes de niveau sont mon- 
trées fig. 34, et que l’on doit relier par un chemin. Cela peut être 
réalisé de différentes façons, dont quelques-unes sont indiquées en 
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pointillé. (On y remarque également quelques indications de la di- 
rection des courants d’eau, qui aident à mieux imaginer le relief.) 
En allant par un chemin quelconque (!) de À à B, nous commençons 
par monter jusqu’à un point matérialisé sur la figure par un petit 
cercle blanc, puis descendons. Si une telle montée présente quelques 
difficultés, il est naturel d’exiger qu’elle soit aussi petite que possi- 
ble. Afin de formuler cette exigence d’une manière plus précise, dé- 
signons par Z(M) l'altitude en un point quelconque M du plan. 
Alors la montée déjà mentionnée le long de la courbe (l) est 
égale à max Z(M)—z(A), en désignant par max z(M) 
” M sur (l) M sur (l) 
la valeur maximale de l'altitude z le long de (7). Or, la valeur de 
z (A) est la même pour toutes les courbes à comparer; il s’agit donc 
de choisir, parmi tous les chemins (7) reliant À à B, celui le 
long duquel max Zz(M) est minimal, autrement dit, la courbe 
M sur (! 
réalisant min LS . z (M). Evidemment, la courbe cherchée doit 
1) M sur ({ 

a act le col C, qui est justement le minimax 
de la fonction z (M). Il existe encore le col D, mais il est plus élevé 
et, par conséquent, moins commode. (Vérifiez que si les lignes de 
niveau de la figure 34 sont tracées de 100 en 100 mètres, les montées 
dans les intervalles qu’on a à effectuer en prenant les chemins 
indiqués sont respectivement égales à 500, 600, 300, 200 et 400 m..) 

La différence entre les cas (32) et (33) est mise à la base de la 
classification des points d’une surface quelconque dans l’espace. Soient 
(S) une surface et V son point quelconque. Choisissons un système 
de coordonnées de façon que les axes des x et des y soient parallèles 
à un plan (P) tangent à (S) en NV. Alors la surface (S) au voisinage 
de N a pour équation z = f (x, y) et, étant donné le choix des axes, 
le point N vérifie les égalités (28), où a, b sont les coordonnées x, y 
du point N si bien que N = (a, b, f (a, b)). Dans ces conditions, sui- 
vant qu'on a l'inégalité (33) ou (32), on dit que le point est un 
point elliptique ou un point hyperbolique de la surface (S). Dans le 
premier cas, au voisinage de V (S) est convexe et se situe d’un seul 
côté de (P). Dans le second cas, la surface (S) ressemble, au voisinage 
de NW, à une selle et est située des deux côtés de (2) ; le plan tangent 
(P) coupe (S) suivant deux lignes dont l'intersection est le point . 

On démontre que les conditions (32) et (33) restent valables si on 
fait tourner les axes de coordonnées dans l’espace. Pour cette raison, 
une fois qu’on a formé l'équation z = f (x, y) de la surface (S) et 
que l’on veut préciser le type de son point quelconque, on n’a pas be- 
soin de choisir de nouveaux axes de coordonnées tels qu’ils vérifient 
la condition (28). Il suffit de s’assurer que, dans le système de réfé- 
rence initial x, y, z, les conditions (32) ou (33) sont bien vérifiées. 

Il y a des surfaces, telles que la sphère, l’ellipsoïde, le paraboloïde 
de révolution, etc., dont tous les points sont elliptiques ; on dit alors 
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que cette surface est entièrement convexe. Il y en a d’autres comme cel- 
le définie par l'équation z — x? — y? (fig. 33), dont tous les points 
sont hyperboliques. Il existe aussi des surfaces qui possèdent des 
points des deux types ; telle est par exemple le fore. Dans ce cas les por- 
tions de surface remplies de points elliptiques sont séparées de celles 
remplies de points hyperboliques par des lignes dont tous les points 
vérifient l'égalité B? — AC — 0 et sont dits points paraboliques. 
Pour le tore, ce sont les points en lesquels le plan tangent est perpen- 
diculaire à son axe; ils remplissent deux circonférences. (Indiquez 
les lignes des points paraboliques sur la surface de votre corps.) 
Il existe cependant des surfaces, par exemple des cylindres ou des 
cônes, qui sont remplies exclusivement de points paraboliques. 

Il est clair que le type du point ne change pas pour tout déplace- 
ment de la surface dans l’espace ; en d’autres termes, la classification 
indiquée des points est géométriquement invariante. Ce n’est plus le 
cas pour le point le plus haut ou le point le plus bas de la surface, 
notion essentielle dans la théorie des extrémums: le point le plus 
haut d’une surface cesse de l’être par la rotation de cette dernière. 

De même, les points de la courbe (L) de y — @ (x) correspondant 
aux valeurs extrémales de cette fonction ne sont pas invariants par 
rapport à celle-ci (à la différence, par exemple, des points d’inflexion 
de cette courbe). Ne sont pas invariants non plus dans ce sens les 


points de la courbe d’équation f (x, y) — 0 en lesquels 4 — 0 ou 


dy 
TZ = 
Nos raisonnements peuvent être utiles pour l’étude de la courbe 
(L) d’équation f (x, y) = 0 dans le plan x, y au voisinage d’un point 
donné N (a, b) de cette courbe. Pour cela, il y a intérêt à considérer 
une surface auxiliaire (S) d’équation z = f (x, y) telle que (ZL) est 
l'intersection de (S) et d’un plan (P):z — 0. La courbe (1) fait alors 
partie de la famille des courbes définies par l'équation ÿ (x, y) = C 
pour C différents, c'est-à-dire des lignes de niveau de f qui se forment 
lorsque la surface (IS) est coupée par des plans z — C parallèles à (P). 
Si fL(a, b) 0 ou f, (a, b) 0 (on dit alors que W est un point 
ordinaire de la courbe (Z)), le plan (P) n’est pas tangent à (S) au point 
(a, b, 0}, et (L) au voisinage de N prend la forme d’un arc de courbe 
lisse. Par contre, si jf (a, b) = f;, (a, b) = 0, on dit que À est un 
point singulier de la courbe (L) ; dans ce cas (L) se compose des points 
appartenant aussi bien à la surface (S) qu’au plan (P) tangent à (S). 
Ii découle de ce qui précède que si l'inégalité (33) est vérifiée, N 
est un point isolé de (L), de sorte qu'il n’y a aucun autre point de 
(L) dans un certain voisinage de W. Si c’est l'inégalité (32) qui est 
vérifiée, N est un nœud de (L), c’est-à-dire que, dans un certain voi- 
sinage de N, la courbe (L) se compose de deux arcs qui se coupent en 
N. Si B? — AC = 0, la structure de la courbe (Z) au voisinage de NW 
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peut être beaucoup plus compliquée. (En qualité d'exemple, construi- 
sez, en passant en coordonnées polaires, les courbes à? — y? = (x? + 
+ y?) et à? + y? — (x? + y?)?; que deviennent ces courbes à l’ori- 
gine des coordonnées?) 


Exercice 
Vérifier si les fonctions 
a) f(x, y) = 2? — xy + y? — 2x + 4y — 1; 
b) f(x, y) = 2? + 3xy — 2y + 2; 
c) f (x, y, 2) = x? y? — 2? + 22 
possèdent un extrémum. 


$ 7. Intégrales multiples 


Commençons par un exemple. Soit un corps (Q) de densité p (en 
g/cm) connue mais variant d’un point à l’autre. On demande de dé- 
terminer sa masse m. On sait qu’un problème analogue pour le cas de 
la répartition linéaire est résolu à l’aide des intégrales simples: si 
la masse est répartie le long d’un 
segment a, b avec une densité li- 
néaire « g/cm, on a 


Le cas spatial est traité d’une 
manière absolument analogue. À cet 
effet, on décompose en pensée le vo- 
lume (Q) en volumes élémentaires 





(AG), (AQ,), ..., (AQ,) et l’on 
choisit dans chacun d’eux un point, 
respectivement M, M, Fig. 35 


dire 
...; M, (voir la figure 35, à laquelle 
le lecteur s’efforcera de donner une troisième dimension: la numé- 
rotation des volumes élémentaires est arbitraire). Si ces volumes élé- 
mentaires sont suffisamment petits, on peut admettre que la densité 
en chacun d'eux est constante. Alors la masse mao, du premier 
volume élémentaire s'obtient comme produit de la densité par l’ex- 
pression numérique du volume, p (W,) AQ,, de même pour la masse 
du deuxième, et ainsi de suite. On obtient pour la masse totale: 


mo © p(W:) AQ, +0 (M) AQ, + ... +p(W;) AQ, — 2 p (M3) AQ%, 


AQ, étant la valeur numérique du volume (AQ,) en cm*. 

Cette égalité n’est qu'’approximative puisque la densité à l’inté- 
rieur des volumes élémentaires n’est pas constante comme on l’a 
supposée être ; cependant elle est d'autant plus exacte que les volu- 


9 


432 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES | [Ch. IV 


mes élémentaires sont plus petits. À la limite, lorsque les volumes 
deviennent infiniment petits, on aboutit à l'égalité exacte 


MR) — lim à p (M3) AQz . (34) 


Cette manière de raisonner permet de montrer qu’il est possible 
de calculer la charge q de densité ©, répartie dans un corps (Q) par la 
formule 


qe = lim 2 6 (M3) AQ;, (35) 


les notations adoptées gardant leur signification antérieure. 

La ressemblance des formules (34) et (35) permet de donner une 
définition générale de la notion d’intégrale de volume. 

Soit donnée une portion finie de l’espace, dite encore domaine 
fini (QG); dans ce domaine, c’est-à-dire en chacun de ses points W, 
est donnée une fonction u = f (M) qui ne prend que des valeurs finies. 
(Dans notre premier exemple le rôle du domaine était joué par le 
corps (Q), et celui de la fonction par sa densité qui prend une certaine 
valeur en chaque point.) Alors, pour former la somme intégrale, on 
décompose le domaine (Q) en volumes élémentaires (AQ,), (AG,), ... 


..., (AQ,) et l’on choisit dans chacun d'eux un point arbitraire, 
respectivement M,, M,, ..., M,; puis on forme la somme 

n n 

2 ur AQz, — 21 (M,) AQ,, (36) 


AQ, étant l'expression numérique du volume élémentaire (AQ;,). 
Cette somme intégrale est hautement arbitraire : sa valeur dépend tant 
du mode de partage de (Q) en (AQ,) que du choix des points M; 
à l’intérieur de chaque volume élémentaire. Avec le morcellement du 
domaine l’arbitraire dans la formation de la somme n'inîlue guère 
sur la valeur de celle-ci pour ne pas se manifester à la limite. La 
limite vers laquelle tend la somme intégrale pour un morcellement 
illimité du domaine (Q) est appelée intégrale (de volume)| de la 


fonction f étendue au domaine (Q): 


u dQ = | f(M)dQ=lim Ÿ f (M) AG. (37) 
(@) (@) k=1 
Ainsi, les formules (34) et (35) peuvent être écrites comme suit : 
M(Q) — | o d{2, 4(Q) = | 6 dQ. 
(62) (S2) 


Le produit po dQ@ correspondant à un volume infiniment petit 
(« élément de volume ») (dQ) est dit élément (ou différentielle) de masse 
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et est désigné par 
dm = p dQ, (38) 


o étant la densité en un point quelconque de (dQ). En formant cette 
expression, on peut négliger les infiniment petits d'ordre supérieur 
(qui existent du fait que la densité est variable même dans un petit 
volume), si bien que cette expression se trouve directement propor- 
tionnelle au volume dQ. En sommant tous les éléments (38) par rap- 
port au volume (Q), on obtient la masse totale 


ma = | dm = | o dQ. 
(Q) (Q) 
Les propriétés essentielles des intégrales de volume sont analogues 
aux propriétés respectives des intégrales « simples ». 

L'intégrale d’une somme est égale à la somme des intégrales : 

| Ga Uo) dQ — | ua dQ + | us dQ2. 

(2) (2) (2) 
On peut faire sortir le facteur constant du signe somme: 


| Cude=C | uw dQ (C = const). 
(Q) (02) 
Quel que soit le mode de décomposition du domaine (Q), par 
exemple en parties (Q:) et (Q), l’on a 
[udo= | ud+ | udo. 
(Q) (Q1) (O2) 
L'intégrale de l'unité est égale au volume du domaine d'’inté- 
gration : 
| do. 
(82) 
Si les variables considérées ont une dimension, alors la dimen- 


sion de l’intégrale est le produit de la dimension de la variable d’in- 
tégration par celle du volume: 


[Vu da = tuer, 
(Q) 
les crochets désignant la dimension de la grandeur correspondante. 
Exemple : [ol] = g-cm *; Al pd | = g-cm.Ccm = g — [ml]. 
La valeur moyenne («la moyenne arithmétique ») de la fonction 


u (M) dans le domaine (Q) est introduite comme une constante z telle 
que son intégrale étendue au domaine (Q) soit égale à l'intégrale de 


434 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES [Ch. IV 





la fonction w dans ce domaine. De cette façon, 


u dQ — dQ, 
Le |" 
| udQ=uQ et u= + | u 40. 


a . 
(Q) (0) 


Comme pour les intégrales « simples », il vient que mnu<u<« 
(&) 
< max u. 


(Q) 
Au commencement de ce paragraphe on a supposé que la notion 


de densité est absolument claire et définit la masse par intégration 
au moyen de la densité. Inversement, il est possible de définir la 
densité moyennant la masse. Pour cela, on forme le rapport 


__ M(AQ) 
Pm ——AQ 


de la masse d’un domaine partiel (AQ) au volume de ce domaine. Ce 
rapport donne la densité moyenne dans (AQ); pour déterminer la 
densité en un certain point }, il faut faire tendre indéfiniment 
(AQ) vers ce point et prendre la limite du rapport ci-dessus 





MAR) — M 
p (M) — us 10 do: (39) 


Cette manière d'opérer s'apparente à la dérivation. 

Compte tenu de la structure discrète (moléculaire) de la matière, 
on ne peut pas faire tendre, même mentalement, le volume (AQ) de 
la formule (39) vers un point. On écrira plutôt, au lieu de cette for- 
mule, 

___ (Ag) 
ALI AQ ? 

{AQ) étant ici un « domaine pratiquement infiniment petit » renfer- 
mant le point MW, c’est-à-dire un domaine suffisamment petit par 
rapport aux corps macroscopiques mais en même temps suffisamment 
grand par rapport aux molécules. Ce cas réalise le passage de la repré- 
sentation discrète d’un corps matériel à son modèle continu, dont 
la densité s'obtient par la prise de la moyenne, c’est-à-dire par le 
calcul de la densité moyenne de la structure initiale d’après les vo- 
lumes de dimensions « pratiquement infiniment petites ». 

Désormais, en considérant un milieu continu, il sera sous-entendu 
(abstraction faite de la structure discrète de la matière) qu'un tel 
passage au modèle continu du milieu et de sa densité est déjà effectué. 

Il peut arriver que l’une des dimensions de la partie de l’espace 
occupée par une masse ou une charge est sensiblement plus petite que 
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les deux autres (par exemple, l’épaisseur très inférieure à la longueur 
et à la largeur) ; on admettra alors que la masse (la charge) est répar- 
tie suivant une surface. De même, si deux dimensions quelconques de 
cette partie sont sensiblement moindres que la troisième, on posera 
que la masse (la charge) se répartit suivant une ligne. Pour que, dans 
ces cas, les formules (34) et (35) restent valables, il faut que la densité 
soit la densité superficielle (par unité d’aire) ou linéaire (par unité 
de longueur) et que AQ, soit respectivement l’aire ou la longueur 
de l’élément (AQ,). Dans le cas général, on dit que AQ, est la mesure 
du domaine (AQ;), en sous-entendant le volume, l’aire ou la longueur 





Fig. 36 


suivant qu’on envisage un domaine étendu dans l’espace, sur une 
surface ou suivant une ligne. 

La définition de l'intégrale de surface (plane ou courbe) et de 
l'intégrale de ligne est faite de façon absolument analogue à celle de 
l'intégrale de volume, donc au moyen de la formule (37), sans oublier 
bien sûr de prendre, au lieu du volume de l’élément, son aire ou sa 
longueur, suivant le cas. Les intégrales de volume et de surface sont 
dites multiples pour des raisons qui seront indiquées plus tard ; à no- 
ter que les intégrales de surface sont dites doubles, et celles de volume 
triples. L'intégrale prise le long d’une courbe est dite curviligne. 
Toutes ces intégrales ont les propriétés absolument analogues; elles 
seront largement utilisées dans notre cours pour illustrer la théorie 
du champ vectoriel (ch. X et XI). 

Le calcul des intégrales multiples se fait à l’aide des intégrales 
simples. Considérons par exemple l'intégrale double 


1= | ud, 
(82) | 
étendue au domaine (Q) d’un plan. Pour passer aux intégrales simples, 
on doit attacher ce plan à un système de référence, par exemple aux 
coordonnées cartésiennes x, y (fig. 36). Alors on pourra considérer 
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la fonction u comme celle de x ce qui permettra d'écrire 
» Y P 


1 | u (x, y) dO. 
(Q) 


Etant donné que, lors de la définition de l’intégraie, le mode de 
partage du domaine (Q) peut être choisi arbitrairement, décomposons 
ce domaine par des droites x — const et y — const, ce qui nous four- 
nit un procédé de calcul de l’intégrale en coordonnées cartésiennes. 
Tous les éléments (AQ) auront alors la forme des rectangles de côtés 
dx et dy, de sorte que dQ@ — dx dy, c’est-à-dire que 


= | | u (x, y) dx dy. 
(Q) 
On a écrit deux signes d’intégration, puisqu'il est logique de faire 
la sommation en deux étapes: par exemple, sommer d’abord tous les 
rectangles d’une rangée verticale quelconque relative à un x fixe, et 
puis sommer les résultats pour tous x. La première sommation donne 


y2(x) ya(x) 
u (x, y) dx dy = | | u (x, y) dy) dx, 
y 1(X) y1(x) 


où y = y, (x)et y = y, (x) (voir fig. 36) sont les coordonnées du point 
le plus bas et du point le plus haut du domaine (Q) pour x donné. 
Après la seconde sommation, on obtient 


D y2(x) 
PF (ie y) dy) dx 


ou, en adoptant une notation plus usitée, 


b ya(x) 
I — | dx | u (x, y) dy. (40) 
a y1(x) 


Ainsi, le calcul d’une intégrale double se ramène à deux intégra- 
tions simples. 
On calcule d’abord l'intégrale intérieure 


y2(x) 
u (x, y) dy. 
Y1(x) 
Le résultat obtenu par l'intégration et la substitution des limites 


est en général lié à x (x étant considéré comme constant), c’est-à- 
dire qu’on se trouve en présence d’une fonction jf (x). Intégrant main- 
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tenant cette dernière suivant x, l’on obtient en définitive 


On peut intégrer d’abord suivant x, puis suivant y. Le résultat 
est le même, encore que, pour les calculs, un procédé puisse s'avérer 
être plus difficile et l’autre plus facile. 

Le problème des limites d'intégration 
est le plus simple lorsque le domaine (Q) 
représente un rectangle aux côtés paral- 
lèles aux axes de coordonnées: alors non 
seulement les limites de l'intégrale exté- 
rieure, mais aussi celles de l'intégrale 
intérieure sont constantes. Si, de surcroît, 
la fonction à intégrer est le produit 
d’une fonction de x seul par une autre 
fonction de y seul, il est possible de 
mettre l'intégrale double tout entière sous forme de produit de 
deux intégrales simples 


a | [f (x) p (y)] dy — (00 az ( œ (y) dy) — | œp(y) à. | f (x) dx. 
a ‘© à : J J mn 


Calculons, à titre d'exemple, la masse d’une plaque mince repré- 
sentée fig. 37, dont la densité superficielle varie selon la loi 


O = Po (h + ax + By), (42) 


a et B étant des coefficients constants. Cette loi ne joue que dans le 
cas de la plaque homogène bornée inférieurement par le plan des x, 
y et supérieurement par le plan d’équation z — h + ax + By incli- 
né par rapport au premier. On obtient alors la densité superficielle 
en chaque point (x, y) en multipliant la densité de la plaque p, par 
sa hauteur z au point donné, de façon qu’on retrouve la formule (42). 
(On voit en même temps qu'il est aisé d'obtenir la masse répartie 
suivant un plan en projetant sur ce plan la masse répartie dans un vo- 





Fig. 37 


lume.) 
Conformément à la formule (40), on obtient 
a b 
m — | 6 dQ = {f o (x, y) dx dy = | dx | oo (+ or + By) dy. 
(s2) (82) 0 Û 


L'intégration intérieure se fait en y, x étant supposé constant, c’est-à- 
dire le long des segments parallèles montrés fig. 37. Calculons l’in- 
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tégrale intérieure : 
b 


"4 Po (k + ax + By) dy — paf + a) + L 


Yy— 0 


= po [ (+00) +]. 


Il ne reste qu’à intégrer en x le résultat fonction de x: 
m= | (x) dr= | Po [ (+ 07) 8, + È D | dr= 
0 0 


= po( Hz + ob &+ z) L.. = 00 (abh + tes | . 


Du point de vue physique les calculs qu’on vient d'effectuer signi- 
fient une sorte de projection de la plaque sur l’axe des x, ce qui donne 
la masse répartie suivant une ligne, ou, 
plus exactement, un segment matériel de 
densité linéaire 


b 
r(&= | O (x, y) dy 


(c’est l'intégrale intérieure). Le sens de 
la notion de densité linéaire saute aux 
yeux : c’est la masse de la plaque par uni- 
Fig. 38 té de longueur, de sorte que l'intervalle 
compris entre x et x + dx porte la masse 
dm = 7T(x) dx. Prenant l’intégrale de ce résultat le long du segment de 
l’axe des x, on obtient la masse de la plaque. (Vérifiez l'expression de 
la masse qu’on vient d'obtenir en effectuant l'intégration dans l’ordre 
inverse : d’abord en x, puis en y; faites ensuite la même vérification 
en décomposant l'expression (42) en trois termes et en appliquant 
à chacune des intégrales correspondantes la formule (41).) 
Supposons maintenant que la plaque est de forme triangulaire 
(fig. 38) et que sa densité superficielle varie suivant la même loi (42). 
L'intégration intérieure est effectuée en y, en supposant x constant, 
de y = 0 à y — bx/a (fig. 38). Aussi la marche des calculs est-elle 
suivante : 





a bx/a 


m = | da | Po (2 + ax + fy) dy = 


‘0 ) 


={o(rlrtat s+p FJa=n(re+ +R). 
0 
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Pour le contrôle, intégrons dans un ordre différent. Faisant l’in- 
tégration intérieure en x (en supposant y fixe), on aura pour bornes 
d'intégration (fig. 39) x — ay/b et x = a, d’où 

b a 


m= | dy | Po(h+ax+ y) dx — 
0 


a b2 œa? œa2 b3 b 


2 
= po (abh ht + bar) = 


or ab œaëb : Bab2\, 
= po (Th ++) 





On retrouve le même résultat. 

Les intégrales d’une autre espèce se calculent de façon analogue. 
On exprime toujours d@ par les différentielles des coordonnées, on 
établit les bornes conformément à ces 
coordonnées, puis on calcule les intégra-  Ÿ 
les correspondantes d’après les règles 
connues du calcul intégral. Les intégrales 
de surface sont doubles et celles de volu- 
me triples, avec trois signes somme. 

Si, après le passage aux coordonnées, 
on constate que la fonction à intégrer ne 
dépend pas de l’une quelconque des coor- 
données, l'intégration suivant cette coor- Fig. 39 
donnée est triviale, si bien qu’on passe 
aussitôt de l'intégrale double à l'intégrale simple, et de l'intégrale 
triple à l'intégrale double, voire simple. Par exemple, l’aire de la 
figure (Q) représentée fig. 36 se calcule comme l'intégrale double 
de l’unité (voir les propriétés de l'intégrale) : 


Q— | dQ = | dx dy. 
(Q) (C2) 
Pour passer à l’intégrale simple, établissons les limites 





b ya(x) b 
Q= (dx | dy= | ut -utar 
a y1(x) a 


La formule devient évidente si l’on se rappelle la signification géo- 
métrique de l'intégrale définie. De la même façon, en calculant un 
volume, on peut passer immédiatement de l'intégrale triple à l’in- 
técrale double ; c’est en principe ce que l’on a fait en calculant la 
masse de la plaque. 
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Considérons une application des intégrales doubles. Soit à calcu- 
ler l'intégrale 


K = [ ex? dx, 


dont il a été question dans le $ III.2. A cet effet, considérons une 
intégrale auxiliaire 
T — [ e—x?—v? dQ, 
(&) 
dans laquelle (Q) est le plan tout entier des x, y. Etablissant les limi, 


tes en coordonnées x, y quand dQ@ = dx dy, on obtient en vertu de 
la formule (41) 


I — [ dx feu dy = I dx Ï er? et? dy — 


— | ex? dx | et? dy — K?. 


D'autre part, la même intégrale JZ se calcule en coordonnées polai- 
res p, +. Il est alors plus logique de décomposer le plan (Q) en élé- 
ments par des circonférences p = const et des rayons @ = const. 





L'’aire des éléments obtenus (on en voit un sur la figure 40) est égale 
à dQ — po dœ do. Etant donné que x? + y? + p?, on obtient (atten- 
tion aux limites) : 





1= | TT | dœ [ e-Ppdp= 
(@) 0 0 
27 00 
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Si l’on égale les résultats, il en découle que À = V x, c’est-à-dire 
que 


[ e—*? dx — V x. 


Exercices 
1. Calculer l'intégrale de la fonction x sin xy suivant le rectangle 0 < 
<Lr<L1,0<Ly< Tr 
2: Cleule la valeur de la fonction u — e*Y dans le carré 0 <zrz<i, 
0<y<1 


Indication. Pour la seconde intégration, développer la fonction 


intégrer en série de Taylor. 
1 


3. Calculer l'intégrale I — | dx | el? dy. 


0 x 
Indication. Changer l’ordre d'intégration. 


$ 8. Espace à plusieurs dimensions et nombre 
de degrés de liberté 


Considérant la fonction de deux variables ($ 2), nous avons intro- 
duit le « plan des arguments » ; une notion analogue, celle d’« espace 
des arguments », peut être introduite pour le cas de la fonction de 
trois variables. Ces notions sont fort intuitives, aussi y a-t-il intérêt à 
conserver l’« espace des arguments » pour les fonctions d’un plus grand 
nombre de variables, même supérieur à trois. On procède comme suit. 
Soit une fonction de quatre variables u = f (x, y, z, t). On dit alors 
que chaque collection de valeurs x, y, z, t définit un « point » dans 
l’« espace des arguments x, y, z, t à 4 dimensions ». Aucune image 
géométrique ne correspond à un tel point et à un tel espace. Rigoureu- 
sement parlant, ce point n’est qu’une collection de valeurs x, y, 2, £, 
et cet espace l’ensemble de toutes les collections possibles de ce type. 
Ainsi, la collection (—3, 0, 2, 1,3) est un point de ce type, la collection 
(0, 0, 0, 0) en est un autre (l’« origine des coordonnées »), etc. Nous 
avons maintenant le droit de dire que la fonction j est définie dans 
tout l’espace x, y, z, t à 4 dimensions ou dans sa partie (« domaine »). 

Pour la fonction z = f (x, y) de deux variables, l’« espace des 
arguments » représente un plan x, y et l’espace des arguments et de 
la fonction dans lequel est situé le graphique de la fonction un espace 
classique x, y, z à trois dimensions ; dans ce cas le rôle du graphique 
est joué par une surface bidimensionnelle dans l’espace à trois dimen- 
sions. De même, le « graphique » de la fonction u = f(x, y, z, t) 
exige déjà un espace des arguments et de la fonction qui ait 5 dimen- 
sions x, y, 2, t, u: pour situer les points de ce graphique, on donne 
à x, y, z, t des valeurs arbitraires et l’on calcule les valeurs cor- 
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respondantes de u. Vérifiez par exemple que le graphique de la fonc- 
tion u — xz — 2y°t passe par les points (1, 1, 2, O, 2), (—1, 2, 
0,—2, 16), etc. De cette façon, la relation u — f (x, y, z, t) dé- 
finit une surface à quatre dimensions dans l’espace à cinq dimen- 
sions. 

À cette terminologie est directement liée la notion de nombre de 
degrés de liberté. On sait qu’un point de l’espace (ordinaire) peut être 
défini par ses coordonnées cartésiennes x, y, z. Il existe aussi d’autres 
systèmes de référence, mais leur propriété commune est de déterminer 
la position du point dans l’espace au moyen de trois coordonnées 
(alors que la position du point d’un plan se définit par deux coordon- 
nées, et celle du point d’une ligne par une seule). On exprime ce fait 
en disant que lors du choix d’un point dans un espace physique, ou 
bien (ce qui revient au même) lors du mouvement d’un point dans 
l’espace, il y a trois degrés de liberté. Lors du choix d’un. point dans 
un plan (et sur une surface quelconque), il y a deux degrés de liberté, 
et pour celui d’un point d’une ligne un degré. En d’autres termes, 
l’espace est tridimensionnel, les surfaces sont bidimensionnelles et 
les lignes unidimensionnelles. 

Dans le cas général, le nombre de degrés de liberté est introduit 
de la manière suivante. Soit un ensemble d'objets (dans l'exemple 
précédent, l’ensemble des points de l’espace) dont chacun peut être 
défini par les valeurs numériques de certains paramètres continus 
(dans l’exemple précédent, ce sont les coordonnées). Ces paramètres 
sont supposés : 

1) indépendants, c’est-à-dire susceptibles de prendre des valeurs 
quelconques : par exemple, si l’on fixe tous les paramètres sauf un, on 
peut éventuellement faire varier ce dernier dans certaines limites; 

2) essentiels, c’est-à-dire tels que toute leur variation entraîne 
une modification de l’objet. Alors, si ces paramètres sont #, on dit 
que lors du choix de l’objet dans l’ensemble considéré il y a 4 degrés 
de liberté et l’ensemble lui-même est appelé espace (généralisé) à k 
dimensions ou variété à k dimensions. Les paramètres eux-mêmes sont 
dits les coordonnées (généralisées) dans cet espace ; aussi bien que dans 
le cas des coordonnées classiques dans l’espace classique, ces coor- 
données peuvent être choisies de différentes façons selon le cas. Aïnsi, 
l’espace à plusieurs dimensions reçoit une interprétation concrète. 

Par exemple, en physique, on a systématiquement affaire à un 
ensemble d’« événements » dont chacun se caractérise par les répon- 
ses aux questions « où ? » et « quand ?». La réponse à la première ques- 
tion peut être donnée en indiquant les coordonnées cartésiennes x, 
y, 2, et à la seconde en précisant l’instant #. Ces paramètres sont indé- 
pendants (ils peuvent être changés à volonté) et essentiels (leur varia- 
tion fait que l'événement considéré fait place à un autre). L'espace des 
événements a donc quatre dimensions, et il peut avoir pour coordon- 
nées généralisées x, y, 2, t. 
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Prenons un autre exemple. Considérons une suite (train) de roues 
dentées dont chacune est engrenée sur la roue précédente. Il n’y a ici 
qu'un seul degré de liberté, et la coordonnée généralisée est évidem- 
ment l'angle de rotation de la première roue, du moment qu'il défi- 
nit complètement la position des autres. (Combien y aurait-il de de- 
grés de liberté si les roues étaient désengrenées?) 

Calculons le nombre de degrés de liberté présenté par un segment 
de longueur donnée / se mouvant dans le plan. Un tel segment se dé- 
finit complètement par les coordonnées (x,, y.) et (x2, y.) de ses extré- 
mités, qu’on peut donc prendre pour ses paramètres. Ceux-ci sont évi- 
demment essentiels mais non indépendants, car ils sont liés par la re- 
lation 


Ven) + (y) =1 


(pourquoi?). Aïnsi, seuls trois paramètres peuvent être considérés 
comme indépendants, le quatrième se définissant en fonction des trois 
premiers conformément à la relation ci-dessus. Donc, notre segment 
possède trois degrés de liberté. 

Dans le cas général, quand il y a nr paramètres et que ces derniers 
sont essentiels maïs liés par m équations indépendantes (telles qu'au- 
cune ne découle des autres), on peut considérer qu'il y a rn — m 
paramètres indépendants et m paramètres qui s'expriment en fonction 
des premiers, c’est-à-dire qu'il y a nr — m degrés de liberté. 

Calculons enfin le nombre de degrés de liberté pour le cas d’une 
droite illimitée dans le plan. On peut raisonner comme suit : choisis- 
sons dans le plan deux points quelconques À et B (chaque point 
étant défini par deux coordonnées) et menons par ces points une droi- 
te P qui, par conséquent, se définit par quatre paramètres. Etant. 
donné que ces paramètres sont indépendants, il y a, à ce qu’il paraît, 
quatre degrés de liberté. Or, cela est inexact puisque la variation 
des paramètres (coordonnées) entraîne celle des points À et B, sans 
que cela soit vrai pour la droite P, qui peut rester inchangée ; la 
condition selon laquelle les paramètres doivent être essentiels n’est 
donc pas remplie. Puisque le déplacement de À le long de la droite P 
ne la fait pas varier (un degré de liberté en moins) et qu’il en est de 
même du déplacement de B (encore un degré de liberté en moins), 
nous avons obtenu deux degrés de liberté de plus; en réalité, ils sont. 
4—2 = 2. Par exemple, on peut prendre pour paramètres indépen- 
dants et essentiels les coefficients Æ et b de l’équation y — kx + b; 
remarquons que les droites parallèles à l’axe des y ne sont pas décrites: 
par de pareilles équations, maïs ce sont là des cas particuliers qui ne 
peuvent influencer en aucune façon le nombre de degrés de liberté. 

Il se trouve que la droite de longueur illimitée dans le plan pos- 
sède autant de degrés de liberté que le point du plan. De cette façon, 
il est possible de faire correspondre les droites d’un plan aux points 
de ce même plan ou d’un autre. Le mieux est de diviser la dernière: 
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équation par b et de la mettre sous la forme 
ax + By = 1; (43) 


après cela, on fait correspondre à la droite définie par cette équation 
le point de coordonnées (œ, B). Il est logique de considérer alors deux 
plans: celui des x, y et celui des &, B (fig. 41). Ainsi, à la droite 
(1) y = 2x + À (c'est-à-dire —2x + y — 1) correspond le point ZL’ 
de coordonnées (—2, 1) du plan «, f. Cette même formule (43) fait 
correspondre au point (x, y) du premier plan la droite d’équation (43) 
du second plan; par exemple, au point M (2, —1) correspond la 
droite (m’) ayant pour équation 24 — $ — 1, au point AW (1, 3) la 





Fig. 41 


droite (n°) d'équation « + 38 = 1 (voir fig. 41). On démontre tout 
aussi aisément dans le cas général que si, dans le premier plan, une 
droite (Z) passe par un point W, dans le second, la droite (n°) corres- 
pondant à V passera par le point L’ correspondant à (/). Dans cet 
ordre d'idées, toute proposition sur une combinaison arbitraire de 
points et de droites du plan donne lieu à une proposition d’un carac- 
tère « dual », dans laquelle les droites sont remplacées par les points 
et les points par les droites. Il existe une géométrie, dite « géométrie 
projective », qui étudie en détail de pareilles propositions, ainsi que 
la relation de dualité. Notons que les équations des droites passant 
par l’origine des coordonnées ne peuvent pas être mises sous la forme 
(43), c’est-à-dire que, dans la méthode décrite, il ne correspond à ces 
droites aucun point et qu'on ne peut faire correspondre aucune droite 
à l’origine des coordonnées elle-même. Aussi la géométrie projective 
fait-elle intervenir les « points à l'infini » et la « droite à l’infini» 
du plan, après quoi le principe indiqué ne tolère déjà aucune excep- 
tion (nous nous dispenserons d'entrer dans le détail). 


RÉPONSES ET SOLUTIONS 445 


Exercice 


Quel est le nombre de degrés de liberté lors du mouvement dans l’espace : 
a) d’un segment de longueur donnée? 

b) d'un triangle aux côtés donnés («triangle rigide »)? 

c) d’un solide parfait avec un point fixe? 

d) d’un solide parfait libre? 


Réponses et solutions 





$ 1 
0z ; . 02 no. 92 ” 
1. = 22 c'est pourquoi x 1 =; nl — 
y=1 y=0,5 
D D our) 08 _9,,-(x2+u?) 
2. nn — 2xe nn — 2ye : 
ôz 0z 
= ey — — ze 
3 EPS + ye*, 5ÿ xzeY+ex, 
4 Le —— = 2% COS 
1 à “ 
02 0z 
5. ra cos (xy), oy —=Z%X COS (y). 
6 02 x 03 y 
" ôx VaLy 0  Vzr2+y? 
dz Oz dx 02 dy _, dx dy dx 
di cd a ou de 0 apr Mie 
1 dy 1 dz { 1 
D OT: , Toy , on trouve Tr 2 (++) (1——) — 
1 2 _ 
—2(t à (1 ——)=-(—+ 3 Vt tjs 
+ V5 Fa ms +3 Vi+ 
dz 
8. Tr = eV: (cos t—2t). 
dz dz 1+2xey 
ss 2 2 — —1 mt 2 es 
9. FT 6(x#+y*)t—Grye-t. 10. Te Su © 
$ 2 
1. Famille de droites passant par l'origine des coordonnées. 
2. z— x? — c«?, famille de paraboles (fig. 42). 
3. Famille d'hyperboles dans le demi-plan supérieur (fig. 43). 
4. Famille d'hyperboles (fig. 33). 
$ 3 
dy _ (2t+1)dt d'y d | dy d(4t+2) 
S- dt 
AUD) 8, æ 
cu dt dr dr: 


10—0317 
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dx 1 dt d2y 
Remarquons que ie D donc Der 2 et PCI 8. 
dy d?y 1 
b) de — deb dx?  G6sin{tcost ‘ 
dy d?y 1 
Sr ot er #COS3t 
d | 
2, = —4 siné; la valeur de # pour = s'obtient de l'équation 
Z 
S 
ÿ 
Û a 
Fig. 43 
— he — — 2. Une autre valeur de ft — 
d É 
= 9% du _ 
= 27 5 donne > PH 
0x 1 0x 3y24Lx 
Era Bay ‘ oy — By : Posant y—=0, z—1 dans la formule 
y=2$+y8zry, on obtient x3—1, d'où x—1. Donc 
Ôx _ 1 Ôx EL { 
2==1 71 
ñ 0x 1 0x 2ry +syf 
7 Oy  5adtby2 ? y  5rxity2 
dy __ 2—x 
dx  y—5 


dy _ 2xy2—y4t--4x$y 
dx xl 4xy8—2r2y 


$ 4 

S — 4,5 milliampères/volt; R— 6,7 kiloohms; un = 30. 

$ 5 

2 
Puisque ! _— on à dans le cas proposé ! — 1020. L'équation de l’enve- 
22 

loppe est y — 510 — 5040 
on peut atteindre l'objectif dans le premier cas (300 m) maïs on ne le peut pas 
dans le second (500 m). 


Pour z = 500 m on a y — 390 m. Par conséquent, 


$ 6 
La fonction admet: a) le minimum pour x = 0, y = —2; b) le minimax 
pour æ — 2, y = 2: c) le minimax pour x = 0, y=0,z= f. 
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1 
7 
= | (1— cos xx) dr — 
y=0 





1 TT 1 
1. | az | x Sin ty ay= | dx (— cos xy) 
0 0 0 


( Sin Ft }| 
= (2 — = À, 
I 0 


Notons que si l’on inverse l’ordre d'intégration (d’abord en x, puis en y), on 
doit intégrer par parties. 
2. Puisque l’aire du carré est égale à 1, on a 


Î 1 1 ; 1 

— X X — 

B= | de | esvay= | & (© | = dx = 
0 0 0 0 


T 
4 z x  axÿ x x5 
(RES +1) a 


1 
y=0 











{ x , x? x x 
(rte te tar tnt je 


1 1 1 1 
Ton Poe ra don re 


8. Dans l'intégrale intérieure, l'intégration en y se fait de y — x à y —1; 





Fig. 44 


pour cette raison l'intégrale double tout entière est étendue au triangle de la 
figure 44. Inversant l’ordre d'intégration, on a 


1 y 1 
1= | d | da= | el y dy = = — 0,859 


Notons que dans cet exemple l'intégration à l’aide de fonctions élémentaires 
est impossible ; par contre, quand on inverse l’ordre, l'intégration devient très 
facile à faire. 

$ 8 

a) 5; b) 6; c) 3; d) 6. 


10% 


CHAPITRE V 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
COMPLEXE 


$ 1. Propriétés premières des nombres 
complexes 


On introduit en algèbre l’unité imaginaire qu’on désigne par à 
et qui est définie par la condition i? — —4. 

Les grandeurs de la forme x + iy (x et y réels) portent le nom de 
nombres complexes. On les rencontre surtout en résolvant les équations 
algébriques : l’unité imaginaire elle-même est évidemment racine de 
l'équation quadratique x? — — 

On sait que selon ses coefficients, et 
pour ne parler que de racines réelles, tou- 
te équation quadratique a soit deux raci- 
nes, soit n’en a aucune. Mais si l’on prend 
en considération la totalité des racines, 
tant réelles qu’imaginaires, il se trouve 
que l'équation quadratique admet tou- 
jours deux racines. De même, une équation 
cubique en a toujours trois, etc. Ainsi, 

Fig. 45 l'étude des nombres complexes permet 
d’énoncer le théorème général sur le nom- 
bre de racines d’une équation algé- 

brique. Pour le faire, on effectue des opérations algébriques sur les 
grandeurs complexes. La considération des fonctions plus compliquées 
(telles que l'élévation à une puissance complexe) nous enrichit de 
nombre de résultats aussi importants qu'élégants. On établit aisé- 
ment toute une série de relations entre les grandeurs réelles en faisant 
appel aux nombres complexes *). Aussi ceux-ci sont-ils très employés 
en physique et dans d’autres sciences de la nature bien que toute me- 
sure, tout résultat expérimental soient exprimés par un nombre réel. 

Rappelons-nous quelques propriétés des nombres complexes appri- 
ses à l’école. 

On peut représenter un nombre complexe z — x + iy par un point 
du plan (fig. 45) en portant x (la partie réelle de z) sur l’axe des abscis- 
ses et y (la partie imaginaire) sur l’axe des ordonnées (on appelle par- 


*) J. Hadamard a dit que le chemin le plus court et le plus commode 
entre deux vérités dans le domaine réel passe bien souvent par le domaine ima- 
inaire. 
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fois partie imaginaire du nombre z tout le produit iy, ce qui paraît 
plus logique; or, la définition précédente s’avère être bien plus 
commode en pratique). À tout z correspond un point déterminé du 
plan. Au lieu du point z, on peut envisager le vecteur *) z, c’est-à- 
dire le segment orienté dont l’origine coïncide avec l’origine des coor- 
données et l’extrémité avec le point z. La position du point dans le 
plan peut être définie par sa distance r de l’origine des coordonnées e£ 
par l’angle o du vecteur z et de l’axe des x; autrement dit, on peut 
parler de la longueur du vecteur z (dite module du nombre complexe 
et désignée par |z|) et du sens du vecteur z caractérisé par l’angle 
p (dit argument du nombre complexe). L’angle œ est compté à partir 
du demi-axe positif des x dans le sens contraire aux aiguilles d’une 
montre. Pour un nombre réel positif, on a @ — 0; pour un nombre 


, ; . I : TT . 
imaginaire pur, @ = +- (p. ex. pour 2i) ou @ — De (p. ex. pour —2i). 
On voit sur la figure 45 que x = r cos p, y — r sin p, si bien qu’on 
peut définir z en fonction de r et œ: 
z = x + iy = r (cos p + à sin y). 


L'expression z — r (cos @ + à sin @) s'appelle forme trigonomé- 
trique du nombre complexe. Remarquons en outre qu’en connaissant 
x et y il est aisé (fig. 45) d'obtenir r et q@ par les formules 





r=V a+ y ; SN» 08 QE TE * 


Les opérations algébriques sur les nombres complexes sont effec- 
tuées d’après les règles ordinaires de l’algèbre sans oublier que i? — 
— —1, Il est utile d'examiner les images géométriques des opéra- 
tions algébriques. Dans le cas d’addition de deux nombres z, = x, + 
+ dy et Ze = Lo + iyo, ON a: 


2 = 2 +29 = (2 + Le) + à (y: + y). 


Il est facile de se convaincre que le nombre z est représenté dans le 
plan par un vecteur qu’on obtient en additionnant les vecteurs z, et 
z, d’après la règle du parallélogramme, c’est-à-dire de la même façon 
qu'on obtient, par exemple, la résultante de deux forces (fig. 46). 

Le produit du nombre complexe z par un nombre réel positif k, 
z, — kz, est un vecteur dont le sens coïncide avec celui du vecteur z 
et le module (longueur) est égal à kr (r étant le module du nombre 2). 
Si k est un nombre réel négatif, le vecteur kz a pour module [klr, 
mais est opposé au vecteur z. On construit tout aussi facilement le 
produit z, du nombre complexe z — x + iy par l’unité imaginaire 
it 2 = i(x + iy) = —y + ix. En regardant la fig. 47 (pour plus 


*) La théorie des vecteurs sera exposée en détail dans le chapitre IX. 
Pour le moment les notions générales connues dès l’école nous suffisent ample- 
ment. 
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de clarté, les lettres a et b remplacent les lettres x et y), on constate 
que le vecteur z, est perpendiculaire au vecteur z; il a subi une rotation 
d’un angle droit dans le sens positif. Le module de z, est égal au modu- 
le de z. 

Le produit de deux nombres complexes s'obtient par la formule 
très simple 


(ta + Ya) (re + iVe) = Tito + Liiÿa + Yi + PYriÿe = 
= (tite — Yaÿe) + à (ie + Yato)e 
En algèbre on démontre facilement (faites-le, cher lecteur !), à l’aide 
des formules du sinus et du cosinus de la somme, que si 
Z1 = li (COS Pa + à Sin pi), Zoe = ra (COS pa + à sin p), 
alors 
2 = 229 = Pira [COS (ps + Pa) + à sin (Pi + P2)l; 
donc, pour multiplier deux nombres complexes, on multiplie leurs 


modules et on additionne leurs arguments. Nous obtiendrons le même 
résultat, quoique par une méthode différente, au $ 3. 





Fig. 46 Fig. 47 


Notons enfin que les nombres complexes ne peuvent être reliés 
par le signe d’inégalité : un nombre complexe ne peut être plus grand 
ou plus petit qu’un autre. Il peut sembler logique de considérer z, > 
> zZ quand |Z,| =>|Z:|, c’est-à-dire de comparer les nombres com- 
plexes d’après leurs modules. Or, nous devrions alors admettre que 
—3 > —1, ce qui serait en contradiction avec la comparaison des 
nombres réels. 


Exercice 


Mettre sous forme trigonométrique les nombres 1 — i; 3-L 4i; —2i; 
—3; 1; 0. 
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$ 2. Nombres complexes conjugués 


Deux nombres complexes sont dits conjugués s’ils ne difièrent 
que par le signe de la partie imaginaire. Notons z* le nombre complexe 
conjugué de z. Si z = x + iy, alors z* — x — iy. En particulier, 
pour les nombres réels et pour eux seulement, on a la relation A* — 
— À, car dans €e cas la partie imaginaire est nulle. Pour les nombres 
imaginaires purs (c'est-à-dire pour ceux qui ont la partie réelle nulle), 
et pour eux seulement, on a ÀA* — —AÀ. 

Soient donnés deux nombres complexes z, = x, + iy, et Zz: — 
= %,9 + iy,. Leur addition donne 


21 À 29 = (as + Ze) + à (Ya + Yo). 
Formons maintenant la somme de leurs conjugués 
2 +2 = (2 + te) — à (y + yo). 


On a obtenu le nombre complexe conjugué de la somme 2, + 29. 
Ainsi, si Z + 2, — w, alors 2* + z* — w*; autrement dit, si 
l’on remplace les termes d’une somme par leurs conjugués, la somme 
elle-même sera remplacée par sa conjuguée. 
Montrons qu’une propriété analogue reste valable pour le produit 
de nombres complexes : 


si 2,2, = w, alors 272; = w*. (1) 
En effet, 


239 = (ds + Èÿn) (Le + yo) = (dite — Yaÿo) + à (tiYa + Lou), 
2623 = (dy — Un) (te — Üye) = (tite — Yaÿo) — À (AiYÿa + Lab). 
En comparant les deux dernières égalités, on démontre (1). 

Posons dans (1) z, = 2: Si 2! = w, alors (z*)? = w*, c'est-à- 
dire qu’en élevant au carré des nombres conjugués, on obtient les 
nombres conjugués. Il est clair que cela est vrai pour toute puissance 
positive entière. En effet, soit 2° — w. Notons-le z?z — w. En vertu 
de (1), on écrira (z°)*z* = w*, mais (z2°)* — (z*})?, de sorte que (z*)°— 
— w*. Il découle donc de l'égalité 2° = w que (z*)° — w*. 


x Ce - 2? à 
On se persuade sans peine que si — — w, alors nr w* (voir 
2 


exercice 1). Réunissant tous ces résultats, on aboutit à la règle géné- 
rale suivante. 

Supposons qu'on ait effectué sur les nombres complexes 2,, 29, . .. 

.; Zn Un Certain nombre d'opérations arithmétiques (additions, 
multiplications, divisions, élévations à une puissance entière) et 
que l’on ait obtenu w. Alors, si l’on effectue les mêmes opérations 
(et dans le même ordre) sur les nombres 27, 2%, . .., z*, le résultat 
sera w*. En d’autres termes, si, dans une égalité contenant des nom- 
bres complexes, on remplace tous les nombres complexes par leurs 


conjugués, l'égalité reste juste. On démontre que cette règle s’appli- 
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que aussi aux opérations non arithmétiques (extraction de racine, 
prise des logarithmes, etc.). Il s'ensuit que toute relation entre les 
nombres complexes reste vraie si nous remplaçons partout i par —i, 
car cela revient à passer de l’égalité des nombres complexes à celle 
de leurs conjugués. De ce point de vue les nombres à et —ÿi sont en 
principe indiscernables *). (Cela ne veut cependant pas dire que 2 + 
L Si = 2 — 3!) 


Considérons une équation quadratique à coefficients réels 
az + bz + c—=0. (2) 
Soit Zo = Zo + iy, racine de cette équation. Alors 


az + bz, + c = 0. 


Si l’on remplace dans cette égalité tous les nombres par leurs conju- 
gués et si l’on se rappelle que a* = a, b* — b,c* — c, a, b, c étant 
réels, on obtient 

a (AY + ER + ce = O*—0, 


ce qui signifie que Z est également racine de l’équation. Par consé- 
quent, si une équation quadratique à coefficients réels admet des 
racines imaginaires (c’est-à-dire non réelles **)), ces racines sont des 
nombres complexes conjugués. Par ailleurs, ce fait résulte directe- 


ment de la formule des racines de l’équation quadratique. L'’équation 


(2) a pour racines 
—b+ |/b2—4ac 


24,2 — 2a . 


Les racines sont imaginaires lorsque b? — 4ac << 0, et l’on a 
q ; 


b ; V/4ac — b2 : ___b _; Véac—b2 


A — TS 2a , 2 2a 24 ? 


il s’agit donc des nombres complexes conjugués. 

L'avantage de ce procédé est de convenir non seulement pour les 
équations quadratiques mais aussi pour une équation de degré quel- 
conque. En effet, soit 


Qo2" + ag +... Han-12 + An = 0 (3) 


une équation à coefficients réels as, 4, . . ., a qui admette une raci- 
ne imaginaire Z9 = To + iÿo. Alors 


G20 + 4420 +... + An-120 + An = O4 


*) Ce résultat est immédiat si l’on remarque que (—i)? — —1, tout aussi 
bien que i? — —1; cela détermine les propriétés communes de à et de —i. 

**) On se gardera bien de confondre les nombres imaginaires (non réels) 
et les nombres imaginaires purs (de partie réelle nulle). 
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Substituant dans cette égalité à tous les nombres leurs conjugués et 
se rappelant que af = &o, 4Ÿ = &y, . .., Un = An On A 


Qo (20) + @4 (26) 1 +... + an-420 + an = 0* = 0. 


Donc, zÿ = xo — iy, est aussi racine de l’équation (3). On voit que 
les racines imaginaires d’un polynôme réel (c’est-à-dire qui a ses 
coefficients réels) doivent être conjuguées deux à deux : l’existence de 
la racine x, + iy, suppose celle de x, — iyo. 

Il en découle en particulier qu’un polynôme réel ne peut avoir 
qu'un nombre pair de racines imaginaires. On démontre en 
algèbre supérieure qu’un polynôme de degré nr possède exactement 
n racines. Tout polynôme réel de degré impair doit admettre donc 
au moins une racine réelle. (Le lecteur est prié de le démontrer d’une 
manière différente en examinant le graphique du polynôme P (x) de 
degré impair avec |x| grands.) Un polynôme de degré pair peut ne 
pas avoir de racines réelles. 

On sait que si l’équation (3) admet pour racines Z,, Zo,. . ., Zn; 
il est possible de développer le polynôme du premier membre comme 
suit : 


a02" + al +... + an12 + an = 
— A9 (Z2— 21) (Z2— 22) ...(2— Zn). (4) 


Donc, si x, + iy, est racine du polynôme, le développement de ce 
dernier comprend un facteur complexe (z — x, — iys). Comme, dans 
notre cas, le polynôme possède également la racine x, — iyo, son 
développement contient le facteur (2 — x, + iy,). Pour débarrasser 
l'expression (4) des nombres imaginaires, il est commode de réunir 
ces deux facteurs en un seul : 


(2 — To — iyo) (2 — Lo — yo) = 2 — 2402 + A + Yf. 


Au lieu de deux facteurs à coefficients imaginaires, on en obtient 
un seul à coefficients réels mais avec la variable z à la puissance 2. 
De cette façon, il résulte du théorème fondamental de l’algèbre, théo- 
rème que nous avons admis sans démonstration, que tout polynôme 
réel est décomposable en produit de facteurs réels contenant la varia- 
ble z à la première et à la seconde puissance, jamais à une puissance 
plus élevée. 

| Exercices 
1.M . 21 zŸ 
. Montrer que si ——=w, alors —=w*. 
29 25 

2. Trouver toutes les racines du polynôme 24 — 628 + 41472 — 2, — 10 

sachant que l’une d’elles vaut 2 — i. 


3. Montrer que z** = 2, 
4. On donne z = x + iy. Calculer z:z*, 
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$ 3. Elévation à une puissance imaginaire. 
Formule d’Euler 


Nous passons maintenant à un problème fondamental, celui d’élé- 
vation à une puissance imaginaire. 

Voyons comment est résolu en algèbre le problème plus simple des 
puissances négatives et fractionnaires. Une définition directe et 
claire n’est possible que dans le cas des puissances positives entières : 


al=a, a —aa, @—=a.a.a, ...,  —0 40... @ 


n fois 
On établit, sur l’exemple de ces puissances, les règles suivantes : 


= a"(si n>m), (a")" qu, 
On admet ensuite que ces règles subsistent pour un exposant quel- 
conque, pas forcément entier positif. Il en découle la définition des 


puissances fractionnaires et négatives. Par exemple, il suit de la 
1 1 1 


Fe ren Fe Q r r 
formule (a*}® = at = al = a que a" est le nombre qui, élevé 


1 
à la puissance n, donne a, c’est-à-dire que a — 6 a. On a de 
A 0 n 4 
même a —=1, a" — —., 
an 


Or, on n’arrive pas à définir a* par cette méthode. Cherchons à 
y remédier en faisant appel à la dérivée de la fonction exponentielle, 
donc aux mathématiques supérieures. Ce sont les formules de déri- 
vation de e’, e*! exemptes de coefficients superflus qui se présentent 
sous la forme la plus simple et commode: 


det &  deki ki x 
res 7 -=hke *). 


Ce sont les formules de départ pour définir l'élévation à une puis- 
sance imaginaire : 
deit . it 


Te e 


Posons et — z ({). Alors on a _—. — iz. La figure 48 illustre la relation 


entre z et dz. Puisque dz = iz dt, dz est perpendiculaire à z pour £ 
et dt réels. Donc, la variation de z = et pour { augmentant de dt est 
géométriquement équivalente à la rotation du vecteur z d’un angle 
dy. On voit sur la figure que, dz étant perpendiculaire à z, dp est égal 
au rapport de la longueur du segment dz (égale à r dt) à la longueur 


*) C’est justement l'exigence d’une forme aussi simple qui détermine le 
nombre e (voir par exemple MS, $ II.8). 
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du segment z (égale à r). Aussi dp = dt. Bien sûr, les angles doivent 
être exprimés en unités naturelles, c’est-à-dire en radians, et non 
pas en degrés. | 

Quand # = 0, on a el; — e0 — 1; z (0) est donc un vecteur 
horizontal de longueur 1. Comme à la variation de # de la valeur dt 
correspond la rotation du vecteur z de l’angle dp — dt, à la variation 
de t de O à la valeur donnée 4, correspond la rotation de l’angle @ = é#.. 





01 z(0)-1 Œ 
Fig. 48 Fig. 49 


Ainsi, z — ei? est le vecteur qui s'obtient par une rotation de 
2 (0) = 1 d'un angle œq. Posons z = ei? — x + iy. Il découle de la 
fig. 49 que x — 1-cos  — cos p, y = 1-sinp = sing. Alors 


ei? — cos p + à sin p. (5) 
C’est la formule d'Euler. On vérifie aisément que FF (eiv) — ieiv. 
En effet, 
d' d > 7e 3 : 
0 Edo (cos p) +i a (in ) — — Sin p + i cos p — 
— ii sin p+ icos p—i (cos + isin p) = iei?. 


On peut obtenir la formule d’Euler par une autre méthode (MS, 
$ II.18), à savoir par le développement de ses deux membres en série 
de Taylor. Mais cette fois encore la définition des fonctions e’, e“! 
est basée sur l'expression de la dérivée de la fonction exponentielle ; 
donc, les deux démonstrations ont en principe la même base. 

La formule d’Euler permet d’écrire un nombre complexe quelcon- 
que z de module r et d’argument œ sous la forme suivante: 


z = r (cos @ + i sin p) = rei?. 


L'expression z — reï® est appelée forme exponentielle du nombre com- 
plexe. La règle d’addition des arguments lors de la multiplication des 
nombres complexes n’est désormais qu’une simple conséquence de 
l'addition des exposants lors de la multiplication des puissances. Soit, 
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en effet, z, = rei®1, z, = r96i02, Alors 

2 Zi — ryeipi. roeip2 = Trilo° elpi+p2) — reip, 
OÙ FT, D = Pi ++ Po. | 

On déduit aisément de la formule d’Euler les formules du sinus 

et du cosinus de la somme. En effet, ei®+Ÿ) — cos (@ + vw) + 
+ isin (® ++). D'autre part, 
eV) — eipeib — (cos p + à sin p) (cos d + à sin w) — 

— COs @ cos Ÿ — sin p sin Ÿ + à (sin p cos Ÿ + cos p sin Ÿ). 
Comparant les parties réelles et imaginaires dans les deux expressions 
de eïo+Ÿ), il vient 

cos (@ + #) — cos p cos — sin œ sin Ÿ, 

sin (@ + 1%) — sin @ cos Ÿ + sin 4 cos w. 
Il est évident que les formules que nous venons d'obtenir dans ce cas 
élémentaire se démontrent facilement en trigonométrie sans qu'on 
fasse appel aux nombres complexes. Or, s’il faut exprimer cos 5 et 
sin 5 au moyen de cos et de sin , la formule d’Euler est bien plus 


pratique que les transformations trigonométriques usuelles. 
On opère de la façon suivante : 


(eiP)5 — 659 — cos 5 + i sin 5. 
D'autre part, 
ei — Cos @p —- i sin p, 
aussi 
(eip)$ — (cos op + à sin p}5° = cos® p + 
+ i5 cost p sin p — 10 cos® p sin? — à 10 cos? p sin° p + 
+ 5 cos p sin æ + à sin° p *). 
(Nous venons d'effectuer l'élévation à la puissance selon la formule 


du binôme de Newton.) 
Comparant les parties réelles et imaginaires, on trouve 


cos op — cos? @ — 10 cos p sin? @ + 5 cos p sin“ p, 
sin o@ — sin @ — 10 sin° @ cos? @ + 5 sin cos p. 
Citons un autre exemple d'application de la formule d’Euler. 
On demande de calculer | e%* cos bx dx. Considérons l'égalité 


+C, (6) 


: i1b)x 
ça+1b)x _ PE 
| É dx a+ ib 
*) Si l’on substitue, dans ce raisonnement, à l’exposant 5 un nombre entier 
quelconque », on aboutit à l'identité (cos o + à sin p}t = cos nq + i sin ng, 
dite formule de Moivre. 
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où C—CitiC2 Remarquons que d’après la formule d’Euler 
| etaHibx Jr — | e% cos bx dx + i | e%* sin bx dx. 


Pour séparer la partie réelle de la partie imaginaire dans le second 
membre de (6), effectuons les transformations suivantes : 
ecaribye D OAX QT QUE (cos bx + j sin bæ), 
1 a —ib a : b 


ee Es ——— 


a+ib  (a—+ib) (a —ib) a? + b2 lu ° 
Après multiplication, il vient que le quotient du second membre de 
46) est égal à 
eax L 4 eax . 
uw (a cos bx + b sin bx) + i LE (a sin bx —b cos bx). 
L'égalité (6) devient 
| e%* cos bx dx + i | e% sin bx dx = 


= (a cos + b sin be) +i er (a sin bx — b cos bx) +C. 


Comparant les parties réelles et imaginaires, on trouve: 
eax (a cos bx +-b sin bx) 


ax — 

(85 cos br de ER 4 Ce, 
aŸ __ ex (a sin bx —b cos bx) 

(e Sin br dr = —— 5 — +0. 


Exercices 


1. Mettre pa ES exponentielle les nombres suivants! a) 1 + i; 
) Lt; Ù C) ne. 
2. Calculer en utilisant la formule d’Euler: 


a a+ pe; b (hi VE). 


3. Exprimer cos 39, sin 4p au moyen de sin @ et cos q. 
4. Démontrer les formules 





COS P ne sin Pen” 
= ——-—— D D = ——— 
2 | 2i 


$ 4. Logarithmes et racines 


Fait remarquable, pour des exposants imaginaires la fonction 
exponentielle devient une fonction périodique. En effet, il découle 
de la formule d’ Euler que e2% — cos 2n + à sin 2n — 14, donc 
eit+2n) = efte2ni — eil, c’est-à-dire que la fonction z (à) = ei! 


est de période 21. 
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On voit la périodicité de la puissance dès les exemples ‘élémen- 
taires ci-après : 


1. (—A1ÿ=1; (—1} = —1; (—1P=1; 


(—1}= —1;...3; (— 18 (— 1). 
2. Ut; ni; = 1; ei; 1; Si; 
TE RE LH 


On en conclut que (—1)5 en tant que fonction de g a 2 pour période 
et que i’ considéré comme fonction de s est de période 4. 

Montrons que la périodicité de ces fonctions découle de celle 
de la fonction et. En effet, mettons — 1 sous forme exponentielle 
à l'aide de la formule d’Euler; on obtient —1—ei,. Il vient 
donc (—1) —eîtg, avec g quelconque. Déterminons la période de 
la fonction ei pour g réel. Si G est sa période, alors eir(@+G) — 


— eîte, Pour cela, il faut nécessairement que e*%—1, d'où 1G— 
. TS 


. 
A Q 1 Q Léa Ld Q 
— 2x et G—2. De même i—e 2, donc i —e 2. La période de 


. TS 
la fonction e ? est égale à 4. | 
Le caractère périodique de la fonction exponentielle amène d'’in- 
téressantes conséquences pour le logarithme. Le logarithme du nom- 
bre complexe z est un nombre complexe w tel que e* = z. 
Soit z — reiv. Mettons r sous la forme r = ef, où p est Le logari- 
thme (naturel) du nombre positif r. Alors z = eP#iv, donc 


w=Inz—=p0<+ip = Inr + ip. 


Mais on sait déjà que e?%— 1 si Æ est un entier, aussi peut-on 
écrire z— ePtiot2tki, d’où In z=Iinr+i(p+2kx). 

Ainsi, le logarithme d’un nombre complexe est une fonction à une 
infinité de valeurs. Cela fait penser à la relation qui existe entre les 
fonctions trigonométriques et leurs inverses. Par exemple, du mo- 
ment que tg æ est de période x, donc tg (q + Æn) — tg @ pour # 
entier, il vient que Arctg x a une infinité de valeurs. En effet, si ® — 
— arctg x est une valeur de l’arc tangente, @ + *x en est une autre 
(4 étant un nombre entier). 

La périodicité de la fonction exponentielle s'avère être non moins 
importante pour l'extraction de racine ou, en d’autres termes, pour 
l’élévation à une puissance fractionnaire. 

Soit z—rei®; comme on vient de le voir, on peut écrire z— 
— reipt2tki, Alors 

an — pretip+2nhin — r'einve2rhin — ce2ñhni (7) 


où c désigne r'ei"®, Avec n entier on a e2%ñi — 1 ; on n'obtient donc 
qu'une seule valeur de 7°, notamment le nombre c. De cette façon, 
l'élévation à une puissance entière est une opération univoque. Il en 
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est autrement pour n fractionnaire, n — ; avec p et q > 0 des nom- 


bres entiers et premiers entre eux, c’est-à-dire n'ayant aucun divi- 
seur commun sauf l’unité. Alors ei peut être différent de 1, et 
l’on obtient, d’après la formule (7), d’autres valeurs de z”° autres 
que c. On démontre d’ailleurs que le nombre total des différentes 
valeurs de z° est égal à q. 


17 1 
Considérons un exemple. Cherchons toutes les valeurs de 1 /° — 
2rhi 


—ÿ/T. On a 1 = e2mti, donc 1°8 —e 3. Posant dans cette der- 
nière égalité 4 — 0, on obtient 1° — 1: posant k = 1, on à 


EH 2x V3 


Les — cos + i sin À — —5++i di, 


posant k=2, on a 


LT 2 
4 4 | 
18e 3 Hs: se nest 


On vient d'obtenir trois valeurs de 7. 1. (Vérifiez, en élevant directe- 


ment à la puissance, que ( — 5 +i ie +) =1.) On se persuade facile- 


ment qu’en posant k = 3, 4, ... 
k — —1, —2,..., on n'obtient au- 
cune nouvelle valeur de la racine. 

Si nr est entier, alors l'équation 
x" = À admet n racines de la forme 


2kT Le. 2ET 
Th = COS —— Fi Sin 0 


où k=0,1,2, ..., n—1. 


Si l’on pose À = 0, il vient x, — 
— cos 0 + ÿ sin 0 — 1, c’est-à-dire 
la valeur déjà connue. Les nombres 
x, Sont représentés dans le plan 
par les points coïncidant avec les 
sommets d’un 7-gone régulier ins- 
crit dans un cercle de rayon 1. En effet, le module de chacun des nom- 


bres x, est égal à r; — Vents Eee nie sin? 2 — {; l’argument de x, 





Fig. 50 


est nul mais augmente de — dès que £ augmente d’une unité. La 


figure 50 représente les racines de l'équation 25 — 

Après avoir considéré l’équation élémentaire 2° — 1 (n entier 
positif), on a constaté qu’elle admet au total n racines réelles et ima- 
ginaires. En réalité (nous ne pouvons le démontrer ici) toute équation 
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algébrique de degré n possède n racines complexes, dont certaines peu- 
vent être réelles, étant donné que les nombres réels ne sont qu’un cas 
particulier des nombres complexes. Le nombre de racines distinctes 
peut être inférieur à n, certaines racines pouvant coïncider (« racines 
multiples »). Par exemple, l’équation du quatrième degré 


(x — 1}$ (x + 1) = 0 


a une racine triple x,,:,2 = 1 et une racine simple x, — —1, donc 
au total quatre racines. 

Pour terminer ce paragraphe, essayons de suivre l’évolution de 
la notion de nombre avec les opérations mathématiques. On part de 
la classe (ensemble) des‘nombres entiers positifs (naturels). Ces nom- 
bres admettent toujours l’addition, car la somme de deux nombres na- 
turels est encore un nombre naturel, mais pour que la soustraction 
soit toujours réalisable, il faut ajouter à cet ensemble les nombres 
entiers négatifs et le nombre zéro. 

Considérons la multiplication et la division. Le produit de deux 
nombres entiers est toujours un entier, maïs il n’est pas de même pour 
le quotient de deux nombres entiers. Aussi faut-il introduire les frac- 
tions. Les nombres entiers et les nombres fractionnaires constituent 
l’ensemble des nombres rationnels. Or, on sait que la limite d’une 
suite de nombres rationnels peut être un nombre irrationnel (les nom- 
bres irrationnels se divisent en « algébriques » et « transcendants » : 
nous ne nous y arrêterons pas). Les nombres rationnels et les nombres 
irrationnels forment l’ensemble des nombres réels qui permet toujours 
le passage à la limite. Cette dernière classe n’admet cependant pas 
toutes les opérations algébriques : les nombres positifs se prêtent par 
exemple à l’extraction de toute racine, maïs on ne peut pas extraire 
les racines d'indice pair (y compris les racines carrées) des nombres 
négatifs. 

Cette dernière opération ne devient possible qu’avec l'introduction 
des nombres complexes, ce qui constitue la dernière extension du sys- 
tème des nombres. En effet, disposant de nombres complexes, nous 
pouvons extraire les racines d'indice quelconque non seulement d’un 
nombre négatif mais aussi de n'importe quel nombre complexe, ce qui 
donne d’autres nombres complexes. Il existe d’autres opérations ma- 
thématiques non réalisables avec les seuls nombres réels. Par exemple, 
en élevant un nombre positif à une puissance réelle quelconque, on 
obtient toujours un nombre positif, de sorte qu’il n'existe pas de lo- 
garithmes des nombres négatifs. Une autre opération impossible : 
il n'existe aucun nombre réel @ tel que cos ® = 2. Une question se 
pose: ne faudrait-il pas, pour obtenir les logarithmes des nombres 
négatifs, recourir à une « unité imaginaire » autre que i que nous 
avons introduite pour pouvoir extraire les racines d’indice pair des 
nombres négatifs? La résolution de l'équation cos ® = 2 n’exigera-t- 
elle pas une troisième «unité imaginaire » ? Il n’en est rien, les nom- 
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bres complexes permettant déjà de prendre les logarithmes tant des 
nombres négatifs que des nombres complexes (voir ci-dessus), de ré- 
soudre les équations de la forme cos @ — k avec À quelconque (voir 
exercice 4 ci-après), et ainsi de suite. Ainsi, les nombres complexes 
admettent n'importe quelle opération dont le résultat est encore un 
nombre complexe, si bien qu’on n’a besoin d'introduire aucun nom- 
bre d’une espèce nouvelle 


Exercices 


1. Calculer les logarithmes des nombres suivants: à) —1; D) i; c) —i; 
d) 1+ à. 
2. Trouver toutes les valeurs de V —À, 


3. Trouver toutes les valeurs de y 1. 

Dans les problèmes 2 et 3, mettre les valeurs des racines sous forme tri- 
gonométrique et sous forme algébrique. Vérifier les valeurs trouvées en élevant 
à la puissance correspondante d’après la formule du binôme de Newton. 

4. Trouver toutes les solutions de l'équation cos = 2. 

5. Trouver toutes les solutions de l'équation sin q = 2. 

Indication. Dans les problèmes 4 et 5, utiliser les formules expri- 
mant les sinus et le cosinus à l’aide de la fonction exponentielle. (Voir exercice 4 
du $ 3.) 


$ 9. Description d'’oscillations harmoniques 
au moyen de la fonction exponentielle d’un argument 
imaginaire 


Du moment que la fonction exponentielle devient périodique 
pour des exposants imaginaires, nous pouvons nous en servir pour 
résoudre des problèmes d'’oscillations qu’on rencontre en mécanique 
et dans la théorie des circuits électriques. 

Considérons par exemple les oscillations harmoniques (c'est-à-dire 
obéissant à la loi sinusoïdale) du courant électrique dans le circuit, 
telles que l'intensité de courant varie de la façon suivante : 


Î = jo Sin (ot + &), (8) 


jo étant l’amplitude d'’oscillations (le courant maximum), © la fré- 
quence et «& la phase initiale (la valeur de la phase, ou ot + &, quand 
t — 0). Il est commode d'introduire, en plus de (8), la notion de cou- 
rant complexe 


NAS joetet-a), (9) 
dont (8) est la partie imaginaire, car, en vertu de la formule d'Euler 
(5), 

joe 20 — ÿ, cos (@Ë + &) + ijo sin (ot + &). 
L'image du courant complexe (9) dans le plan complexe (fig. 51) est 
un vecteur de longueur j, qui forme l’angle of + & avec la direction 


positive de l’axe réel ; ainsi, quand # — 0, la pente de ce vecteur est 
égale. à «, et avec l'augmentation de t il tourne uniformément avec la 


11—0317 
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vitesse angulaire ©. Le courant (8) est la projection de l'extrémité 
du vecteur J sur l’axe imaginaire. (Si le courant variait non pas selon 
(8) mais d’après La loi j — 
— j, COS (ot + «), il constituerait la 
partie réelle du courant complexe 
(9) et serait [a projection de J sur 
l’axe réel.) 

L'expression (9) est une fonc- 
tion complexe d’une variable indé- 
pendante réelle. Dans le cas géné- 
ral, il est possible d'écrire toute fonc. 
tion de cette espèce sous la forme 


Fig. 51 f () = g () + ik (o), 


g (t) et h (t) étant des fonctions réelles ordinaires d’une variable indé- 
pendante réelle. De pareilles fonctions complexes ont les propriétés 
évidentes ci-après : 

si deux fonctions complexes s'ajoutent, il en est de même de leurs 
parties réelles et imaginaires ; 

si une fonction complexe est multipliée par une constante réelle 
ou par une fonction réelle, ses parties réelle et imaginaire acquièrent 
le même facteur ; 

si l’on dérive ou intègre une fonction complexe, ses parties réelle 
et imaginaire subissent les mêmes opérations. 

Ces propriétés aidant, on peut, au lieu d’effectuer les opérations 
énumérées sur la partie réelle ou imaginaire, les faire subir à la fonc- 
tion complexe tout entière, pour retenir ensuite, selon le cas, la par- 
tie réelle ou la partie imaginaire. Notons qu’un tel passage aux gran- 
deurs complexes, suivi du passage inverse aux grandeurs réelles requi- 
ses, peut s’avérer nettement plus facile et évident que les opérations 
effectuées directement sur les grandeurs réelles. 

Examinons par exemple la superposition d’oscillations de même 
fréquence. Supposons qu’il faut additionner les courants 


j = j, sin (ot + «&;) + ÿ, sin (ot + 2). 





On vient de voir que les images des courants complexes correspon- 
dants J, et J, dans le plan complexe sont des vecteurs tournant uni- 
formément avec la vitesse angulaire ©. D'autre part, nous avons mon- 
tré dans le $ 1 de ce chapitre que l’addition de pareils vecteurs se 
fait selon la règle du parallélogramme. Donc, le vecteur courant com- 
plexe total J tournera uniformément lui aussi avec la vitesse angu- 
laire ©, si bien qu’on peut le mettre sous la forme (9) et obtenir sans 
peine j, et @ par la méthode géométrique. Sur la figure 52 on voit 
le parallélogramme en rotation à l'instant { — 0, qui est seul néces- 
saire pour définir j, et &«. On peut obtenir ces paramètres à l’aide 
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d’une construction géométrique (fig. 92), mais aussi par un calcul 
analytique. Pour trouver j,, on peut se servir du théorème des cosi- 
nus qui, appliqué au triangle OAB, donne 


AT 
j = OB? = AO? + AB? — 2A0 AB cos (40, AB) — 
= ji + j5 — 2jaje COS [180° — (as — &,)] — 
= ji + jo + 2jije COS (to — &:). 
Pour avoir &, remarquons que les projections du vecteur J |;:_0 sur 
les axes de coordonnées sont respectivement égales à 
J1 COS Œi + jo COS &, et j, Sin œy + ja SIN Lo, 
d'où 
___ j4 Sin &1—+ jo Sin &2 
ge J4 COS Œy —- jo COS Go 
Les résultats sont analogues pour n'importe quel nombre d’oscilla- 
tions de même fréquence. Par ailleurs, il est clair que dans le cas d’os- 





dJ 
dé ; 
(°4 
Jai 
Fig. 52 Fig. 53 


cillations dont les fréquences sont différentes, le courant total est 
d’une nature plus compliquée et n’obéit plus à la loi sinusoïdale. 
Un cas encore plus intuitif est la dérivation du courant complexe. 


Il découle de (9) que 
D = joe — ioT. (10) 
Conformément à ce qui a été dit dans le $ 1, une telle multiplication 


équivaut à dilater « fois le vecteur J et à le faire tourner de 90° dans 
e e J e Là C2 
le sens positif. Donc, le vecteur 2 tourne uniformément lui aussi 


avec la vitesse w. De même, en négligeant la constante arbitraire, on a 
. e(@i+a) J . J 
Jde —i à; (11) 
autrement dit, ce vecteur s'obtient en contractant J © fois et en lui 
faisant subir une rotation de 90° dans le sens négatif. La position de 
ces vecteurs à l’instant £ — 0 est montrée sur la figure 53 (le diagram- 
me de phases). 


IT" 
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On peut appliquer ces résultats au calcul d'’oscillations dans un 
circuit électrique contenant des résistances, des capacités et des selfs 
quelconques. Ce faisant, on utilisera la relation (voir fig. 54) qui 





Résistance del Capacité 
L C 
Vue 
Pr PE  phfi 
Fig. 54 


existe entre la chute de tension sur un élément du circuit et le courant 
qui le parcourt. (Les formules correspondantes sont établies dans les 
cours théoriques d'électricité ; voir aussi MS, $ VIII.1.) On fait in- 
tervenir en outre les lois de Kirchhoff 
selon lesquelles 1) la somme algébri- 
que des courants dans les branches 
aboutissant à un nœud quelconque du 
circuit est nulle; 2) la somme algé- 
brique des chutes de tension sur une 
suite d'éléments formant un circuit 
Fig, 55 fermé est nulle. On a besoin de ces lois 
pour les circuits composés, car, pour 
les circuits simples, elles n’ajou- 
tent rien aux relations initiales évidentes. 

Considérons par exemple le circuit RL de la fig. 55 alimenté par 

une source de tension variant d’après la loi sinusoïdale 
p = Po Sin (of + f). (12) 
Elle fait naître dans le circuit un courant qui varie selon (8), sans 
que j, et & soient connus à l’avance. Identifiant œ à la somme des chu- 
tes de tension sur À et L en vertu des formules de la figure 54, on 


obtient (en faisant intervenir implicitement les deux lois de Kirch- 
hoff) : 





; dj 
Passant au courant complexe (9) et à la tension complexe 
D — poeei-+B , 


on obtient 
RJ+LS = (13) 
ou, d’après (10), 
RJ LioLJ —=®, (14) 
d’où l'on tire 
J CR 


” R+ioL R +ioL R+iolL 
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On peut donc assimiler la self Z à une résistance qui est numérique- 
ment égale à iwL; on l'appelle la résistance apparente (l’impédance) 
de l'élément L. Il suffit maintenant de prendre la partie imaginaire 
de la dernière expression pour obtenir l’intensité de courant cherchée. 
Poe P 
R+ioL 
me exponentielle : j,ei*, ce qui donnera immédiatement les valeurs 
cherchées de j, et de æ&. On voit que 


sous for- 





Or, il est encore plus simple de mettre le coeïficient 





a 
=] rh TVRren TER H EL 


1 R—ioL | 
=f+ag nr = tar ops = B+arg (R—ioL) 


(nous faisons jouer la propriété de l’argument arg d’un nombre com- 
plexe de rester inchangé quand on multiplie ce dernier par un nombre 
réel positif). Par conséquent, la phase de courant dans le circuit RL 
est en retard sur la phase de source de tension, ce qui est dû certes à 
la self. | 

On peut également obtenir l'intensité de courant à l’aide de la 
construction géométrique montrée sur la figure 56. Supposons qu’on 
demande de trouver la tension (12), le courant (8) étant donné. On 
construit alors facilement le vecteur J [;-0 — jei* et, avec celui-ci, 
les vecteurs orthogonaux RJ |:-0 et ioLJ =0. En vertu de l'égalité 
(14), le vecteur D |:-0 — wyel est la diagonale du rectangle construit 
sur les deux derniers vecteurs ; donc, il s’obtient aussi sans difficulté. 

Revenons maintenant au problème initial qui consiste à rechercher 
le courant, connaissant la tension. Construisons le vecteur tension 
complexe extérieure ® 0 — pe à l'instant & — O0 (on connaît 
son module o, et son argument f). Ce vecteur doit constituer la dia- 
sonale du rectangle construit sur les vecteurs RJ |:_0o et io LJ |; ; 
nous ne connaissons cependant pas le vecteur J |, ; c’est lui qu’on 
demande de trouver. Remarquons que ce rectangle est semblable au 
rectangle construit sur les vecteurs R et iwL (le petit rectangle de la 
fig. 56). Il s’agit donc de construire ce dernier rectangle, de faire 
égaler par homothétie sa diagonale à @, et de tourner la figure de 
manière que cette diagonale coïncide avec le vecteur ® |;_0 (ce sera 
la position occupée par le grand rectangle sur la figure 56); après 
cela, en divisant le côté RJ :=0 par R, on obtient J |;0. 

Considérons le circuit LC montré fig. 57. Ici l’on a, au lieu de (13), 


dJ { 
LE+T | Ja, 
d’où il vient, d’après les formules (10) et (11), que 


:J 
ioLJ — ir =, 
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c'est-à-dire que 


=. —i ——"— eibetot, (15) 
t(oz——) L(w—) 
oC 


(Ainsi, la résistance apparente (l'impédance) de la capacité est la 


i Te o ; 
grandeur — EE ) Plusieurs cas sont à distinguer ici. Quand la fré- 


quence & de la source de tension extérieure est assez grande, plusexacte- 





Fig. 56 Fig. 57 
{ ; 5 . 2 : 
ment quand &° > Fe) l'expression entre parenthèses du dénomi- 


+. 
Q Q 0 tee # Q 
nateur est positive. En notant —i —e 2 ,on peut écrire 


; I 
ga 290 (8-5) or 
L (w— =) 
LC 
Le circuit est donc parcouru par le courant d'amplitude 
D 0 — 
Â 
Di es 
L (o TC ) 


et d'angle de déphasage sur la source de tension de 90° en arrière. 
Si la fréquence « est petite, c'est-à-dire «w°? <r, on s’assure de 


façon analogue que le courant observé est décalé de 90° en avant de 
la tension extérieure. On note un cas transitoire intéressant où 





4 
D 
Me Las 
c'est-à-dire 
4 
O — (16) 
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% 


la solution (15) devient inapplicable à cause du dénominateur du 
second membre qui s’annule. Dans ce cas, quels que soient j, et «, 
l'expression (9) vérifie la relation 


Ed { . Re iL 1 


cela signifie que le circuit non alimenté de l’extérieur (court-circuité) 
peut être le siège d’oscillations harmoniques non amorties obéissant 
à la loi (8). De pareilles oscillations, apparaissant en absence de toute 
sollicitation extérieure, sont dites propres ou libres. De cette façon, 
la fréquence de la tension extérieure, pour satisfaire à la relation 
(16), doit être égale à la fréquence des oscillations propres non amorties 
dans le circuit. En physique, ces conditions donnent lieu à la 
résonance : au lieu des oscillations périodiques, harmoniques, aux- 
quelles nous nous bornons ici, on voit apparaître des oscillations 
d'amplitude croissante. Le cas de la résonance sera examiné dans le 
ch. VII. 

Il est à noter que la méthode décrite ci-dessus ne permet de cal- 
culer que le courant s’établissant dans le circuit au bout d’une « pé- 
riode transitoire ». Pour cette dernière voir également le ch. VII. 


Exercices 
1. Considérer le circuit où une résistance R, une self ZL et une capacité C 


# LL LU LA . 4 
sont montées en série pour le cas particulier @? — TC 


2, Considérer le circuit formé d’une résistance R et d’une self Z en paral- 
lèle. 
$ 6. Dérivée de la fonction d’une variable 
complexe 


On dit que la variable w — f (2) est fonction du nombre complexe 
z si à chaque valeur de z correspond une valeur déterminée de f (2). 
Etant donné que z = x + iy, où x est la partie réelle et y la partie 
imaginaire, la donnée de z est équivalente à la donnée de deux nom- 
bres réels x et y, de sorte que f (z) — u (x, y) + iv (x, y), où u (x, y) 
et v (x, y) sont des fonctions de deux variables réelles. À toute valeur 
de z correspondent des valeurs déterminées de x et y, donc de u et 
v et, par conséquent, une valeur déterminée de f (z). Nous n’allons 
cependant pas prendre pour fonction f (z) n’importe quelle expression 
de la forme u (x, y) + iv (x, y), mais seulement une grandeur liée à z 
par une relation telle que j (z) = 1 + 2, f(z) —z, jf(z) = e*, 
f (z) = sin z, etc. Ces formules renferment des opérations tant algébri- 
ques que non algébriques sur z, mais telles qu'elles peuvent être 
représentées par les développements de zen séries de Taylor, par exem- 
ple e*, sin z, etc. 

Ainsi, il s’agit des rormules qui renferment précisément z et non 
pas ses parties réelle ou imaginaire prises séparément. (Dans cet ordre 
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d'idées, on ne considère pas comme fonctions de z les expressions tel- 
les que z* — x — iy ou [|z|] bien qu’on trouve aisément z* ou {z| 
dès qu’on connaît z.) Si l’on adopte une telle définition de f (2), 
on remarque que toutes les fonctions f (z) possèdent une propriété 
commune : les règles usuelles de dérivation des fonctions permettent 
de trouver la dérivée 


RO. 


Une fonction f(z) qui admet une dérivée est dite analytique. Nous 
ne nous intéressons donc qu'aux seules fonctions analytiques. 

Les dérivées des fonctions définies par des formules simples se 
calculent avec la même facilité que celles des fonctions d’une variable 
réelle. Considérons par exemple la fonction w = #. Donnant à z 
un accroissement Az, on obtient l’accroissement de la fonction 


Aw = (2 + Az} — 7° = 2z Nz + (Az), 


d’où l’on tire, en passant aux différentielles et en négligeant les 
infiniment petits d'ordre supérieur (en module); 
dw = 223 dz, — = 23, c'est-à-dire que AE 22. 
z dz 
Nous voyons donc qu'il importe peu dans ces calculs que la variable 
indépendante prenne des valeurs complexes ou réelles. 

Pourtant, dans le cas général d’une variable complexe, l'existence 
de la dérivée est loin d’être si évidente que dans le cas de la variable 
réelle. En effet, z — x + iy et l’on peut obtenir l'accroissement dz en 
variant x et y tous les deux : dz — dx +- i dy; on peut acquérir dz en 
variant x seul: dz — dx, ou bien y seul : dz = i dy. Si la dérivée f'(2) 
existe, cela signifie qu’en faisant varier z de différentes façons, les 


variations correspondantes de f sont telles que À restent les mêmes. 


Mettons f (z) sous la forme f (z) = u (x, y) + iv (x, y). Faisons 
varier x seul: alors dz = dx et 


013 
df Ôx ôu Li ôv 
dz dx  ôx Ôx 


Par contre, si l’on ne fait varier que y, on a dz=idy et 


ôf ou  . dv 
dj _ op Ÿ CRTC Ou | 80; où | © 
dz _ idy i dy 7 à dy y 0y 0y 


Identifiant les deux expressions de la dérivée obtenues par les métho- 
des différentes, on a 
ou . dv ou ôv 


ec de a opt 
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et, par conséquent, 

ou Ôv ôv ôu 
Ce sont les conditions de Cauchy-Riemann. Aïnsi, les parties réelle et 
imaginaire d’une fonction analytique f (z) sont liées par des rela- 


tions bien déterminées. 
Considérons deux exemples. Soit 


f(2 = À = (x + ig} = 2? — y? + i-2xy. 


Iciu—x — y, v—= 2xy, 
ou Ôv 
Ge 97 2% ap, 

Les conditions de Cauchy-Riemann (17) sont donc satisfaites. 

Soit maintenant f (z) — 2* — x — iy, où z — x + iy. Nous ve- 
nons de noter qu’une fonction pareille, bien qu’elle puisse être con- 
sidérée dans un certain sens comme étant la fonction de z (puisqu'elle 
fait correspondre à tout z donné un z* bien déterminé), n’est pas ce- 


ERA une fonction analytique. En effet, on a ici u = x, U = —y, 
onc 

ou ôv êu ôv 

mb 0 gd ge 1 


la première condition de Cauchy-Riemann n’est pas vérifiée. 


Exercice 


Vérifier les conditions de Cauchy-Riemann pour la fonction j (2) — 


$ 7. Fonctions harmoniques 


Revenons aux fonctions analytiques. Dérivons la première éga- 
lité (17) par rapport à x et la seconde par rapport à y. On a 


ê2u 7 92v 02v … o2u 
0x2  Ôx 0y ? 0x 0y dy? ? 
d’où 
o2u 
rt (18) 


De même, en dérivant la première égalité (17) par rapport à y et la 
2 

seconde par rapport à x, on obtient _. = + Tr — 0. L'équation (18) 

est connue sous le nom d’équation de Laplace. Si l’on se donne f (2) 


diverses, l'équation admet des solutions différentes, dites aussi 


fonctions harmoniques. 
On ne peut donc prendre pour parties réelle et imaginaire d’une 


fonction analytique des fonctions w (x, y) et v (x, y) quelconques, 
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mais seulement des fonctions harmoniques. Celles-ci doivent de plus 
être liées par les relations (17) ; on dit alors que ce sont des fonctions 
harmoniques conjuguées. On montre qu'il suffit de choisir l’une des 
deux fonctions conjuguées pour que l’autre soit complètement définie 
par ces relations à un terme constant arbitraire près. En effet, soit 


donnée une fonction v et soient u = u, et u — u, deux fonctions vé- 


rifiant (17). On a -—— Cu — = , Car ces dérivées sont égales toutes les 
OÙ . 0 
deux à ——. Aussi um) 
0y Ôx 
0 (U4—u») 
Ô 





= 0, c'est-à-dire que u, — u, ne dépend 


pas de x. On a aussi — (0, c'est-à-dire que la différence u, —u 


ne depend pas de y et est donc constante. 

L’équation de Laplace est d’une grande importance en physique 
mathématique. Par exemple, le potentiel électrostatique dans l’es- 
pace compris entre les conducteurs de longueur appréciable perpen- 
diculaires au plan x, y est fonction de x, y seuls et vérifie l’équation 
(18). Aux points du plan x, y en lesquels ce dernier est percé par les 
conducteurs, cette équation n’est plus valable. Notamment, au point 
d’intersection du plan et d’un conducteur de section infiniment peti- 
te, le potentiel admet une singularité (devient infini). Il serait donc 
plus exact de dire que le potentiel est une fonction harmonique dans 
la partie du plan libre de charges. Nous aurons l’occasion d’en repar- 
ler plus en détail au $ X.5. 

La relation entre w et v a une signification géométriquement 
ne a la courbe u (x, y) = const. Etant donné que 


= dx 24 Gn — (, la tangente de l’angle formé par cette courbe et 








= 
l’axe . x est 

ee — dy … ôu | du 

BUG u=const | 0x | 0y 
De même, la tangente de l’angle de la courbe v (x, y) = const et de 
l’axe des x est 

does OÙ __ ê / ôv 

8% dx |v=const 0x | 0y 
Faisant intervenir les conditions de Cauchy-Riemann, on trouve 

ôu | ôu { 
CLS Euler (9) 


Nous venons de formuler la condition de perpendicularité des tangen- 
tes aux courbes u (x, y) — const et v(x, y) — const *). 


*) Pour qu'il y ait perpendicularité, il faut que l'on ait &, — «1 + 90°, 
c'est-à-dire que 
tg @o = tg (ay E 90°) = — ctg œ1 — rar 
C’est précisément la condition (19). 
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Donc, si l’on se donne une fonction analytique quelconque f (z) — 
= u (x, y) + iv(x, y), on obtient deux familles de courbes qui se 
coupent orthogonalement en tout point donné. Pour la fonction 


7 


| | | 4=const 
AN SZ dg y=cons 


À 
ù 
a 
f 





Fig. 58 


f (z) = 2° que l’on vient de considérer, les courbes sont représentées 
sur la figure 58. 

Si u est le potentiel électrostatique, alors w (x, y) — const sont 
les lignes équipotentielles et v (x, y) — const les lignes d'intensité 
(« lignes de force ») du champ; en tout point du champ, la ligne d'’in- 
tensité est perpendiculaire à la courbe w (x, y) — const passant par 
ce même point. 


Exercices 
1. Soit f (2) = u (x, y) + iv (x, y). Sachant que u (x, y) = x + x? — y?, 
rechercher v (x, y) pour f (0) = 0. ë 
2. Etant donné v(x, y) — —2xy, f (0) — 1, déterminer u (x, y). 


$ 8 Intégrale de la fonction d’une variable 
complexe 


Commençons par définir l'intégrale d’une fonction complexe 
f (z). Fixons dans le plan deux points: le point initial zmt et le 
point final zsn et relions-les par une courbe quelconque (1) (fig. 59). 
Partageons cette courbe en p tronçons de faible longueur et affectons 


472 FONCTIONS D’'UNE VARIABLE COMPLEXE [Ch. V 


d'indices appropriés les points de divisions: 
Zinit —= 29: 215 + - +; Zfin — Zp. 


Formons la somme 


D 
S= D f(E;)-(z5—2541), (20) 


J3—=1 


Î 


ë; étant un point quelconque entre z;_, et z;. Nous attirons l'attention 
du lecteur sur le fait que les valeurs de la fonction j (E;) et de la diffé- 
rence Z; — Z;_, sont des nombres complexes; donc, l'opération (20) 
porte sur des nombres complexes, et son résultat, la grandeur S, 
est aussi un nombre complexe. 

On dit que la somme S est une intégrale si la courbe (L) est partagée 
en des tronçons tellement petits que le morcellement ultérieur ne fait 





Fig. 60 


pas varier la valeur de S (plus exactement, la limite de la somme pour 
un morcellement illimité de la courbe). Nous adopterons pour cette 
intégrale la notation suivante : 


tin 
= | f (2) dz. 
Zinit 


Il suit de la définition que changer le sens d'intégration équivaut 
à multiplier l’intégrale par —1. En effet, quand on change le sens, 
toutes les différences z; — z;_, et, par suite, la somme (20) se multi- 
plient par —1. 

Une question se pose. Il est clair qu’on peut aller de zinit à Zfin 
par différents chemins (fig. 60). Alors, en formant la somme (20) 
pour diverses courbes reliant Zzinit à Zfin, l’on a affaire à des valeurs 
différentes de f (£;) et de z; — z;_.. L'intégrale Z dépend-elle du che- 
min d'intégration ou bien ne dépend-elle que des points initial 
(Zinit) et final (Ztin)? 

Il s'avère que l'intégrale ne dépend pas du chemin si f (z) est une 
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fonction analytique et si elle ne devient infinie en aucun point du 
domaine dont la frontière est formée de différents chemins *). 
Pour la démonstration, désignons le contour fermé Zint AZfin BZinit 
par la lettre (L) et l'intégrale $ Î (z) dz par la lettre Z (le symbole 
(L) 
® désigne l'intégrale prise le long d’un contour fermé). Puisque 


I= | fout | jo8- 


ZinitAZfin ZtinPZnit 
= | jouù- | jo, 
ZinitAZfia ZinitPZfin 


il suffit de vérifier que Z — 0. Réciproquement, si les intégrales de 
f (z) suivant les contours Zinit AZtin et ZinitBzrin sont égales, alors 
[ = 0. Donc, l'indépendance de l’inté- 
grale d’une fonction analytique du chemin 
d'intégration est équivalente à la propo- 
sition suivante, connue sous le nom de 
théorème de Cauchy: si une fonction est 
analytique à l’intérieur d’un contour fer- 
mé et sur sa frontière, son intégrale pri- 
se le long de ce contour est nulle. 

Pour démontrer le théorème de Cau- 
chy, décomposons la partie du plan limi- 
tée par le contour fermé (Z) en petits 
carrés de frontière (L;) et parcourons 
chacun de ces contours dans le sens positif, donc dans le même 
sens que (ZL). (La figure 61 représente un de ces contours.) Alors 


brd= > À f()&, (21) 
(L) Rk (Ly) 
car toutes les intégrales du second membre prises suivant les côtés 
intérieurs des carrés se détruisent réciproquement. Si l’on choisit à 
l’intérieur de (Z;) un point quelconque z,, on a sur (Z) 
LOG) LP D f' (zx), c’est-à-dire que f(z)—f (zx) f' (22) + @, 


2h 





Fig. 61 


2— 2h 
où & est un infiniment petit de l’ordre de la longueur k du côté du 
carré. D'où 


& FC) di = @ Lf (an) + f' (eu) (2 — 22) + a (a 22)] de. 
(Ly) (Ly) 


. *) En plus de ne jamais devenir infinie, la fonction f (z) doit encore être 
uniforme ou, tout au moins, il faut qu’en passant d’un chemin à l’autre, l’on 
suit la même branche de la fonction j (z) (voir la fin de ce paragraphe). 
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L'intégrale de deux premiers termes se calcule facilement, et du 
moment que l'intégration se fait suivant le contour fermé, elle est 
nulle. Il ne reste donc que l’intégrale du troisième terme qui est de 
l’ordre de h*, car la longueur du contour d’intégration est de l’ordre 
de k, de même que le facteur z — z,. Or, le nombre des termes a la 


somme figurant dans le second membre de (21) est de l’ordre de 2 75 et, 


par conséquent, la somme tout entière est de l’ordre de À. Donc. 
quand k— 0, c’est-à-dire que les carrés deviennent infiniment petits, 
le second membre tend vers zéro; il doit cependant rester égal au 
premier membre constant ; cela veut dire que la constante considérée 
est nulle, ce qu'il fallait démontrer. 

Plus tard, armés de méthodes de l’analyse vectorielle, nous pour- 
rons donner une autre démonstration de ce théorème important 
(voir exercice 2 du $ XI.7). 

Z 
Aïnsi, la valeur de | Î (z) dz pour Zinit fixe ne dépend que du 


Zinit 
point final z du chemin, c’est-à-dire que l’intégrale en question 


est fonction de z. Désignons cette fonction par © (2), de sorte que 
Z 


| f (z) de = D (2). 
* Charchons la dérivée de cette fonction: 


z+-dz z 24-d7 
Vi@d— | f@  [ j(@4 
d® (z) _D(z-+dz) —® (2) __ Zinit Zinit D 2 
d — dz dz on dz | 


z+-d2 
Considérons | f(z) dz. Puisque les nombres z et z + dz sont très 


Z 
voisins et f (z) est une fonction continue, la variation de z dans les 
limites indiquées n’entraîne pas de variation sensible de la fonction. 
2z+-dz 
Il vient donc | Î (z) dz & f (2) (z + dz — 2) = f (z) dz; cette éga- 
Z 
lité peut être rendue aussi exacte que l’on veut en faisant diminuer 
dz. Par conséquent, 


dD d 
= = j (2). (22) 








La formule (22) montre que la relation entre la fonction à intégrer 
Î (2) et l’intégrale de ® (z) reste la même que pour la fonction d’une 
variable réelle. 
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Montrons la validité de la formule classique employée pour le cal- 
cul de l'intégrale 


Ztin 
| f (z) dz = ® (tin) — D (Zinit), (23) 
Zinit 


où Oz) est une fonction quelconque vérifiant la relation (22). 
Z 


En effet, nous avons | f(z)dz=®(z)+C avec C constant. 


Zinit 
Posant dans cette égalité Z—zjinit, on à O—©®{zinit) +C, d'où 
Z 


C= —©® (zinit). C’est pourquoi | f (z) dz=® (2) — © (zinit). Posant 


init 
ici Z—Zfin, On retrouve (23). Les formules (22) et (23) montrent 
que toutes les règles de calcul des intégrales utilisées pour les 
intégrales réelles ordinaires (voir par exemple MS, ch. IT) restent 
valables pour les intégrales de fonctions complexes. 
Dans la théorie des fonctions analytiques, on rencontre souvent 
des fonctions multiformes. Considérons par exemple la fonction w — 


— V2. Nous avons montré au $ 4 que cette fonction possède deux 
valeurs: si z — re”, alors 


. D __3(% 
w=Yre ?, evil) 


Si l’on choisit l’une de ces valeurs, on obtient une détermination 
ou, comme on dit encore, l’une des branches de cette fonction, on voit 
se manitester une propriété fort intéressante. Supposons que z contour- 
ne le point z — 0 dans le sens positif *), puis revient à son point de 
départ. Alors @ augmente de 2x, si bien que w, devient 


- à es - A (+ +n) - 





Us ; 


d’une façon analogue, w, devient alors 


. (o+2T . D 4 
A 2 a) le. 


On voit donc qu’en décrivant un contour autour du point z = O0, 
on passe d’une façon continue d’une branche de la fonction à l’autre, 
et si l’on contourne le point z — 0 deux fois, on se retrouve sur la 


branche initiale. 





*) Le sens de parcours est positif si le point z — 0 reste constamment 
à gauche. 
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On dit que le point z = z, est un point de branchement (ou de ra- 
mification) de la fonction multiforme si, en le contournant, on passe 
par continuité d’une branche de cette fonction à une autre. Ainsi, le 


point de branchement de la fonction w = Wz est z — 0 (c'est le point 
de branchement du second ordre, du moment qu’il y a deux branches). 
Un autre point de branchement de cette fonction est le « point à l’in- 
fini » z — oc. Le point de branchement peut donner naïssance à plus 


de deux branches : par exemple, la fonction w = Ÿ z présente n bran- 
ches que l’on parcourt l’une après l’autre dans l’ordre circulaire au 
fur et à mesure que l’on tourne autour du point de branchement z = (. 

Une autre fonction multiforme de grande importance est w — 
— In z. Nous avons vu au $ 4 que cette fonction possède une infinité 
de valeurs: w, —= In r + à (® + 2kn) (avec k — 0, +1, +2, . ..). 
Si le contour décrit par le point z enveloppe l'origine des coordonnées, 
de sorte que @ augmente de 2x, on passe de w, à w,, puis à we, et 
ainsi de suite. Si l’on contourne l’origine plusieurs fois, on passe à des 
branches toujours nouvelles, sans jamais revenir à la branche initiale. 
Le point de branchement de cette fonction est dit d’ordre infini. 

Pour qu’on puisse étudier une branche indépendamment des au- 
tres, il faut que le point z ne puisse plus contourner les points de bran- 
chement de la fonction donnée. On y arrive généralement en effectuant 
plusieurs « coupures » du plan, qui réunissent les points de branche- 
ment et qu'il est interdit de traverser. Par exemple, dans le cas de la 
fonction w — V/z on peut faire la coupure le long du demi-axe réel 
positif, de z — 0 à l'infini. Si le point z varie arbitrairement dans le 
plan en dehors de la coupure, il ne peut pas contourner le point de 
branchement z — 0 et le changement de branche est impossible. Une 
fois qu’on a réalisé une telle coupure, chaque branche peut être consi- 
dérée comme une fonction analytique uniforme (bien que la branche 
admette une discontinuité le long de la coupure, elle prend des va- 
leurs différentes sur les différents « bords » de cette dernière) ; en parti- 
culier, on peut appliquer à une branche ainsi isolée le théorème de 
Cauchy. 

Dans ce qui suit, l’intégration ne portera que sur des fonctions 
analytiques uniformes. Nous verrons cependant, au $ 9, que cela ne 
nous permet pas d'éviter les fonctions non uniformes qui peuvent 
apparaître à la suite de l'intégration. 


Exercice 


Calculer les intégrales de z = —1 à z — +1, prises le long des demi-cir- 


conférences supérieure et inférieure de centre z — 0, des fonctions: a) z?; b) _: 


c) V/z (pour une branche égale à à pour z — —1). Expliquer la coïncidence des 
résultats dans le cas a) et la non-coïncidence dans les cas b) et c). 
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$ 9. Résidus 


On a vu que si l’intégrale ne dépendant pas du chemin d'intégra- 
tion est prise Le long d’un contour fermé, elle est nulle et que la premiè- 
re condition est satisfaite si la fonction à intégrer ne devient infinie 
en aucun point. Considérons maintenant le cas où la fonction devient 
infinie. 

Soit ? — se . Ici f (2) = - devient infinie lorsque z = 0. 
Calculons l'intégrale prise suivant un contour fermé que l’on parcourt 
dans le sens positif et qui enveloppe le 
point z — 0; ce peut être par exemple une 
circonférence (C) de rayon r ayant pour cen- 
tre l’origine des coordonnées (fig. 62). Sur 
cette circonférence z — rei®, où r est le 
rayon de la circonférence et œ varie 


de O0 à 2x. Alors dz = reïivi dy et @ + — 





d) rei® q . £ r 
— re — 2ni. On voit que l'intégrale 
re 


en question, bien que prise sur un contour Fig. 62 
fermé, n’est pas nulle. 


On sait que (= — ]n z. La non-nullité de l’intégrale & © prise 
sur le contour fermé correspond parfaitement à la non-uniformi- 
2 


té de la fonction In z. Considérons un exemple : soit 7 — | æ . Allant 


ÿ 





) 
Fig. 65 


de z — 4 à z — 2 par le chemin le plus court (fig. 63,a), on trouve 
1=Iin2—In1—I1n2— 0,69 Choisissons un chemin plus long: 
décrivons d’abord une circonférence autour de l’origine des coordon- 
nées, puis allons vers le point nécessaire (fig. 63,b); on a alors 7, — 
— 2ni + 0,69. Si l’on fait nr tours autour de l’origine, on a 7, — 
— Qi n +0,69. 


12—0317 
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Nous avons constaté au $ 4 que les valeurs 2ni -«n + 0,69 avec n 
entier quelconque sont effectivement les logarithmes du nombre 2, 
étant donné que e?ti:r — 4, De cette façon, la non-uniformité du 
logarithme résulte de la possibilité de suivre les chemins différents 
supposant un nombre arbitraire de tours autour du point z — O0, 


en lequel _ devient infini. 

La valeur de l’intégrale dépend justement du nombre de tours 
et du sens de parcours, mais elle ne dépend pas du chemin suivi. 
Démontrons-le. A cet effet, calculons Z4 — VE le long d’un che- 


min quelconque ABÀA (fig. 64,a). Considérons l'intégrale 7, — _ 


le long du chemin représenté fig. 64,b. Le chemin se compose du 





Fig. 64 


contour ABÀ, de deux droites très voisines AC et CA et d’une circon- 
férence de rayon OC ayant pour centre l’origine des coordonnées. 
I, = 0, car l'intégrale est prise sur le contour fermé à l'intérieur 
0 ’ 


duquel _ ne devient infini en aucun point. 


A C 
I, est formée de Z,, de deux intégrales [& et | & s’annulant 
C A 


réciproquement et de l’intégrale suivant la circonférence de rayon 
OC. Puisque l'intégration suivant la circonférence est faite dans le 
sens des angles décroissants, l'intégrale qu'on obtient est égale 
à —2ni, c'est pourquoi 7, = 0 = 7, — 2ni ou 1, — 2ni; autrement 
dit, 7, est égale à l’intégrale prise suivant la circonférence de rayon 
quelconque. 

En procédant d’une manière analogue, on arrive à ramener les 
intégrales le long des courbes peu commodes pour les calculs à des 
intégrales prises suivant de petites circonférences décrites autour 
des points en lesquels la fonction à intégrer devient infinie. On ne 
doit pas cependant s’imaginer que l'intégrale ne sera jamais nulle. 
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Par exemple, la fonction à intégrer de 
{ 
bd (m=—2,8,4,...) (24) 


admet une singularité (devient infinie) quand z — 0. Or, l'intégrale 
(24) est nulle sur tout contour fermé, qu'il enveloppe ou non le point 


singulier (pourvu qu'il ne passe pas par ce pointl!). En effet, dans no- 
e Ed e Lé e LA # Ni —m+1 " e 

tre exemple l'intégrale indéfinie est égale à cu + C', c'est-à-dire 

qu'elle représente une fonction uniforme ; or, on sait que l’accroisse- 


ment d’une fonction uniforme sur un contour fermé est égal à zéro. 


(Pourquoi ?) 

Voici un autre procédé de calcul de l'intégrale (24) suivant la 
circonférence |z| — r pour m quelconque. Posons z — reïi®; alors, 
après des transformations simples, l'intégrale s'écrit 


27 
iri-m À eitit-m)p dy. 
0 


On s’assure par calcul direct qu’elle est nulle pour tout m entier dif- 
férent de l’unité. Nous omettons le cas de m non entier, car la fonction 
considérée est alors non uniforme. 

Considérons un autre exemple. Soit à calculer l’intégrale 


® cosz (25) 


z3 





prise le long d’un contour fermé parcouru dans le sens positif et enfer- 
mant l’origine des coordonnées z = 0, qui est en l’occurrence le point 
singulier de la fonction à intégrer (celle-ci y devient infinie). 

Se rappelant le développement de la fonction cos z autour du 
point z — 0 en série de Taylor 





22 z4 z6 
GOSSES EPS des 
on peut écrire 
Cos z 1 1 z z3 
D ea nor (26) 


Dans cet exemple, lorsque z — 0, la fonction sous le signe d’inté- 





eration tend vers l'infini avec la vitesse ; un tel point singulier 


z |3 
est dit pôle du troisième ordre. FA 

Pour calculer l'intégrale (25), intégrons terme à terme la série 
(26). L'intégrale indéfinie de chacun des termes (sauf le deuxième) 
donnant une fonction uniforme (une puissance entière), l'intégrale 
correspondante prise suivant le contour fermé est nulle. (Tel est no- 
tamment le cas de l'intégrale du premier terme de (26), qui est le 


12* 
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terme principal du développement.) En ce qui concerne l'intégrale 
du deuxième terme, elle est égale à 
1 1 dz 1 5 s 
b(—-m)a=-> = 52m — ni 
en raison de ce qui a été dit plus haut. Donc, l'intégrale (25) tout 


entière est aussi égale à —i. 

Considérons maintenant un pôle de la forme générale. Si la fonc- 
tion (uniforme!) f (z) admet en un point quelconque z = a un pôle 
d'ordre n, on peut le développer, dans le voisinage de ce point, en 
série de Laurent 


f(2)= cn (2— 0)" + cn (2 — 0) +... cu (z—a) + co+ 


+ c(z2—a)+c(z— a) +... rte at PEN 
HE + co+ 4 (2— a) +c(2— a) +. (27) 


suivant les puissances entières positives et négatives de z — a, en 
commençant par la puissance niè% Soit à calculer l'intégrale 


® f (2) &z (28) 


prise suivant un contour que l’on parcourt dans le sens positif autour 
du point z = a et qui ne renferme aucun autre point singulier. On 
peut, comme il a été dit plus haut, 
passer de l'intégrale à calculer à une 
intégrale prise le long d’une petite 
circonférence de centre a et utiliser le 
développement (27) dans le voisinage 
de ce point. Comme dans l'exemple pré- 
cédent, après l'intégration sur le con- 
tour fermé les intégrales de tous les 
termes seront nulles, à l’exception de 
& = dz= 2nic_. C'est justement la 
Fig. 65 valeur de l'intégrale (28) tout entière. 

Le coefficient c_, affectant z — a à la 

puissance À dans le développement de Laurent s’appelle le résidu de 
la fonction f (z) au point a; en somme, l'intégrale (28) est égale à 


2nxi Resz—af (2). (29) 


Soit à calculer maintenant une intégrale de la forme (28) prise 
suivant un contour (Z) (fig. 65), la fonction à intégrer j (z) restant 
uniforme et analytique partout sur le contour (ZL) et à son intérieur, 
sauf en quelques points singuliers. (La figure 65 en présente trois: 
&y, @s, ds.) Traçons des courbes auxiliaires (en pointillé) de façon 
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à partager le domaine borné par (L) en parties telles qu’elles renfer- 
ment chacune un point singulier. Désignons par (ZL,), (L,) et (L2) les 
contours de ces parties, parcourus dans le sens positif. Alors on véri- 
fie aisément que 


$roë=-$iod+broæt+$ree, (60 


(L) (L1) (Le) . (Las) 


car les intégrales du second membre prises le long des courbes auxi- 
liaires se détruisent réciproquement. Chacun des contours (Z,;), 
(Lo), (L3) ne contient à son intérieur qu’un seul point singulier, aussi 
chaque intégrale du second membre de (30) est-elle calculée par la 
formule (29): 


& f (2) dz = 2ni Res,_, f (2) + 2ni Res: f (2) + 2ni Res, f (2) = 


(L) 
= 2ni [Res,_, f (2) + Res, f (z) + Res, f (2)]. (31) 


L'intégrale (28) est donc égale au produit de 2xi par la somme des 
résidus de la fonction à intégrer en tous les points singuliers situés 
à l’intérieur du contour d'intégration. 

Voyons comment on calcule le résidu pour le cas le plus important 
qu'offre un pôle du premier ordre. Ce pôle a généralement lieu si la 
fonction à intégrer f (z) est le quotient de deux fonctions finies: 
{(z) = g(z}/h (z), avec g (a) =£ 0 et h (z) ayant en a un zéro du pre- 
mier ordre, de sorte que le développement du dénominateur suivant 
les puissances de z — a commence par le terme à la puissance 1. 
Après avoir écrit le développement taylorien du numérateur et du 
dénominateur dans le voisinage du point z = a, l’on aura 
g (a)+e" (a) (G—a) + QG a+ 

h (a) —0)+ QG 02+ 


21 


Dans le voisinage de z = a, on peut remplacer le second membre par 


rs - Pour cette raison le résidu, c’est-à-dire le coefficient 
de (2 — a)”!, est égal ici à 
Res;=a f (2) — PAC é (32) 


Considérons un exemple. Soit à calculer l'intégrale 
z+1 
ê $ ans ‘(—1)sinz sin Z 


(L) étant la circonférence de rayon 2 centrée à l’origine des coordon- 
nées (fig. 66). L'intégrale indéfinie en question ne peut être exprimée 
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au moyen de fonctions élémentaires ; on obtient cependant très faci- 
lement l'intégrale suivant le contour fermé si l’on remarque que la 
fonction sous le signe d'intégration admet des singularités en des 
points en lesquels son dénominateur s’an- 
nule, c’est-à-dire pour z = { et z = kn 
(avec k entier quelconque). De ces points, 
représentés sur la figure 66, le contour 
(L) ne renferme que deux : z — 0 et z — 
— {. Il vient donc, en vertu de la formule 
(31), que 
TI = 2ni [Res,_o f (z) + Res,_1f (2)]. 
(33) 
Fig. 66 Comme, en chacun de ces points, le dé- 
nominateur a un zéro du premier ordre et 
le numérateur n'est pas nul, on est en présence de deux pôles du pre- 
mier ordre, et les résidus respectifs se laissent déduire de la formule 
(32). Dans notre exemple 


g(z) =2z+1, h(z) = (2 — 1) sin, h’ (2) = sin z + (z — 1) cos z, 
d’où 
Res,_of()=ÆQ = 1, Resif() =Æ 
Substituant ces valeurs dans (33), on obtient 
I = ni | —1+— 7) — 8,65. 


La théorie des résidus permet également de calculer certaines 
intégrales réelles en les ramenant, par des moyens artificiels, à 
des intégrales complexes. Considérons par exemple l'intégrale 














OO 


I, = | = dx (o > 0). (34) 


—œ 





L'intégrale indéfinie ne peut ici non plus être exprimée au moyen 
dé fonctions élémentaires, et Z, ne peut être calculée par la méthode 
ordinaire. Pour trouver JZ,, remarquons d’abord que 


O0 


| Te dx =0, (35) 





— C0 


comme l'intégrale d’une fonction impaire dans Îles limites établies 
symétriquement par rapport à zéro. Il découle de (34) et de (35) que 


O0 O0 


etox cos x + i sin @x 


— do 
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* 


Considérons à présent l'intégrale auxiliaire 


10Z 
1 — & 1 (37) 
(Lp) 


prise suivant le contour (LA) comprenant une demi-circonférence et 
son diamètre (fig. 67). Puisque la fonction à intégrer admet des pôles 
du premier ordre aux points z = +i 
dont un seul est contenu à l’intérieur 


de (L»), on a, d’après les formules (31) ©) 
et (32), EL (Le) 
. et Q2 . eat 
Fr — 2ni Res, =; 152 — ni LE —= 
= nero, À AR 4 
D'autre part, l'intégrale (37) peut Fig. 67 


être représentée sous forme de som- 
me de l'intégrale le long d’un segment d’axe réel, égale à 


er0x 

| x de, (38) 
R 

et de l’intégrale suivant la demi-circonférence notée (LR). Donnons 

l'estimation de celle-ci. Elle s'obtient facilement de la définition 

même de l'intégrale: 


| | Ï (2) dz|<max | f (2) |-longueur de (L), 
(L) (L) 
donc 
[ete | 
| Re De +2 a de |mex EEE Ter Tee (39) 
(LR) (LR) 


Portant z=x—+iy et remarquant que y >0 sur (Là), il vient sur cette 
demi-circonférence RS EE ES OS 
D'autre part, on y a 


LEA 





2(1+—)|=R 





+] Re 


(avec R = |z| grands). Le second membre de (39), de même que le 

{ 

. R° 
En résumé, nous voyons qu'on peut représenter 7 rRr —=ñe ® 

comme la somme de l’ intégrale ul (qui, à lalimite, lorsque À —- oo, 

tend vers (36), c'est-à-dire vers Z,) et de l'intégrale suivant (La) 


premier, tendent donc vers zéro, quand À — co, comme >> À — 
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qui tend vers zéro. Passant à la limite pour À — co, or a 1, — 
— ne”®, c'est-à-dire que 


O9 


| rer de= nee, (40) 


00 


La dernière formule n’est absolument pas évidente, et son obten- 
tion sans l’aide de nombres complexes serait fort embarrassante et 
exigerait beaucoup d'’ingénuosité. En faisant jouer les propriétés 
des intégrales de fonctions complexes, on arrive à obtenir un grand 
nombre d’intégrales de cette espèce de fonctions réelles par des procé- 
dés standard qui n’exigent que de la méthode. 

L'intégrale ci-dessus se rencontre dans le problème lié aux oscil- 
lations produites dans un système de fréquence propre & par la force 





qui varie avec le temps suivant la loi f (é) — Le résultat obtenu 


1+2° 
fournit la loi de diminution de l’amplitude des oscillations produites 
en fonction de la croissance de la fréquence propre © du système 
(voir $ VII.5). 

Il serait curieux d'apprécier la formule (40) en termes des résul- 
tats obtenus au $ IITI.4. C’est précisément le cas où la fonction f (x) — 





1 NE 
= s’annule avec toutes ses dérivées aux bornes x — + œ de 


l'intervalle d'intégration. Du fait que toutes ces dérivées sont conti- 
nues, il suit du $ IIT.4 que l'intégrale J, (w) tend vers zéro quand 
© — oo et ceci plus rapidement que toute puissance négative de © ; 
or, seule la théorie des résidus permet d'obtenir la vitesse exacte de 
ce processus qui est déterminée par la distance entre le pôle de la 
fonction f (x) prolongée dans le plan complexe et l’axe imaginaire. 

Ce paragraphe étant certes trop bref pour apprendre au lecteur 
la technique d'intégration des fonctions complexes, il l’aidera au 
moins à se pénétrer de l'élégance de la théorie des fonctions d’une 
variable complexe. 


Exercices 





1. Calculer l'intégrale Ÿ = 1 prise suivant la circonférence (L) de 


(L) 


rayon 4 ayant le point 3i pour centre. 


7. e dx 
2. Calculer l’intégrale | PRET 
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Réponses et solutions 
$ 1 
V2 (cos TE isin T) ; oO (cosp—+isino) (p=aretes) : 
2 (cos À +isin +) ;  3(cosn—+isinn); Â1(cos0+isin0); 
0 (cos + isin p) (® quelconque). 


e Z 4 A LU 
1. Si —+ —=w, alors z1—zow, d'où z*—(zw)*—z;w*, c'est-à-dire que 
2 





2. Puisque la seconde racine est 2 + i, le premier membre doit être divi- 
sible par [z — (2 — i)] [z — (2+ i)] = 7? — 424 5. Après avoir effectué 
la division et résolu l’équation quadratique qui reste, on obtient zs, 4—=1 + V/3- 

3. Si z—z+ iy, alors 2*—=x—iy—=zx+Li(—y), et 2** = x — 
—i(—y) = x + iy = 2. 

4. 22% = x y? —=|z|?. Notons que le caractère réel du produit zz* 
peut être démontré sans faire appel aux parties réelle et imaginaire en se basant 
seulement sur les propriétés des nombres conjugués: (22*)* — 2*2%% — 7#z — 
— 2z*, le nombre égal à son conjugué étant nécessairement réel. 


8 3 


. T . 1H . T 
i — À —— _ —i— | 
1. a) 1+i=V2e ; bi—i= Ve * —=V2e À; c) —1—eit; 
ES 
d) 3i— 3e 2 e 
2. a) Mettons tout d’abord le nombre 1<+i sous forme exponentielle : 


. . . 
1+i= 72 : #, d'où l'on tire A+ (3e - 6 (1/2). Fu 
28.641 98956; b) —1. 

3. Cos 3p— cos p—3cospsin?p;  sin4p—4 cos psin p—4 cos p sinè p. 
4. Dans la formule d’Euler e— cos p—isinp, remplaçons @ par —; 
il vient e"®— cos g— à sin p. Additionnant terme à terme ces deux formules, 
eiPLe—ip 
2 


on obtient ee ®=2 cos p, d’où cosg= Effectuant la sous- 


traction terme à terme, on retrouve la seconde formule. 
$ 4 
1. a) In(—1)=i(n+24n); b) Ini=i (+ de 2kx ; €) In(—i)= 


= i (+ 2kn ); d) In (14) In 2+i (+ 2kn ) ; 


2. Puisque —1=cosn<+isinn, les nombres x; tels que x? — —1 ont la 


forme générale 


n+2kn 


cp cos TT +; sin AIRE 


(k=0, 1, 2), 
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C’est pourquoi 








20= cos E+isin DT: VS, z1—=Ccos nr —+isin rn— — 1, 
5x ,.. 51 4 . V3 
ta COS — Hisin = —i T5: 
. 1,, V3, ee nd Ve, 1-7 
LS DOUTE 54 GONE ES 
: ePLe ip 
4. Se basant sur l'exercice 4 du $ 3, on écrit l'équation ne 2: 
d’où, après quelques transformations bien faciles, on tire e2i0 __4eip + 4 —0, 


_. C’est une équation du 2° degré en e®; en la résolvant, on trouve 
e9—2 + 1/3. D'où ip—In(2+ 1/3) + 2kni : entier quelconque). Divisant 


24 En] 


in (2— V/3)— —In (24/3) on trouve définitivement g—+ In (2+ V/3) à + 
+ 2kn— +1,317i+2kn. Toutes ces solutions sont imaginaires. 


5. Par analogie, on trouve @—+ In (24/3) +5 +20. 
$ 5 


le résultat par et remarquant que2— V/3—-—— et qu’en raison de cela 


1, J——— T0 sci On retrouve donc les mêmes formules que 
R+i (oz 7) 
pour le cas du circuit RL examiné dans le texte, à cette différence que wZ 
est à remplacer par OL. Dans le cas particulier où =, on a 
@L 0, si bien que la self et la capacité semblent s’annuler réci- 
proquement. 


1 1 8 ot : | 1 { 
2 J — (+ ——) por Pe'® é Il en résulte Fe ÉRRES Pos 


a=$-#+arg (R+ioL) — _ , pour le même sens des notations. 


2 

$ 6 
f(z)=(c+iy)— 28 LiBr2y—Iry2—iys, d'où u—x—3xy?, v—3x2y— y; 
ou Ôv Ôv ou 
— — — 3x2 Sy: —— _ —— — 
op = JT — 3y? ; ce Tr Gzy. 

$ 7 

| ue 6) 
1. Déduisons de la condition u — x +- x? — y? que _ = 1 L 2x. 
De Ia première condition de Cauchy-Riemann, on a Fe —= {L2x. Pour 


en tirer v, il suffit d'intégrer l'égalité en y en supposant x constant. L'on a 


(x, y) = y + 2xy + p (x) *). 
*) Puisque zx est constant, on peut adopter comme constante d'intégration 
une jonction arbitraire ne dépendant que de la seule variable x. 


RÉPONSES ET SOLUTIONS 187 


Cherchons maintenant _ — 2y + op (x). Mais, d’après la seconde condition 


de Cauchy-Riemann, _—_— + . Puisque = y, on a 2y+@p" (x) = 2y, 
d’où p’ (x) = 0, c’est-à-dire que œ (x) = C, avec C constant. Donc, v (x, y) = 


Due. _- . ; 
Pour déterminer C, faisons jouer la condition f (0)—0; elle veut que l’on 
ait u = 0, v = 0 pour x = 0, y = 0. Ainsi, v = 0 pour x = 0, y = 0, aussi 
CO, v(x, y) = y + 2xy. 
2. u(x, y) = —2 + y + 1. 


$ 8 


2 9 on 2 0 | 
à) +» 3 i b) — ni, Ti; C) 3 (Ti), 3 (—1+i) 


(on écrit d’abord le résultat pour la demi-circonférence supérieure, puis pour 
la demi-circonférence inférieure). Dans le cas a) la fonction à intégrer reste 
analytique partout et, par suite, l'intégrale ne dépend pas du chemin d’inté- 
gration. Dans le cas b) la fonction devient infinie quand z = 0, et dans le cas 
c) z — 0 est son point de branchement. 


$ 9 
1. La fonction sous le signe d'intégration admet dans (Z) deux pôles du 
premier ordre: z, = 0, z, — 2ni. Aussi l'intégrale est-elle 


£ 1 1 .{ 1 1 | 
2rti (Res:  — a Resz—2ri ne —. )=2"i (-5+-x) — Ati. 








2. Pareillement à l’exemple (34), l'intégrale considérée est égale à l’inté- 





prise suivant le contour (ZA) (fig. 67) pour 


1 
1 + 76 


R grand. Or, f (z) admet à l’intérieur de (ZA) trois pôles simples: z, — £ . 


grale de la fonction jf (z) — 


+ i _ » 29 — li, 23 =_V5,, + . L'intégrale est donc 
1 1 À \  2ni f z1 Z9 23 \ Tti 5 
2ni (er + to) (++ +) a" (4 Frais) = ne 


Dans cet exemple l'intégrale indéfinie s'exprime au moyen de fonctions 
élémentaires, mais le mécanisme du calcul que l’on vient de décrire est beaucoup 
plus simple. 


CHAPITRE VI 


FONCTION DE DIRAC*) 


$ 1. Fonction de Dirac ê(x) 


Considérons la fonction y = ®, (x) passant par le maximum pour 
x = 0, décroissant rapidement de part et d’autre de x et telle que 
00 
| Di(x)dr=1. 
Ces conditions ne définissent nullement sa forme. En effet, on peut 
imaginer nombre de fonctions vérifiant toutes les conditions énumé- 
rées ci-dessus, par exemple : 


D=r rs (1) 


= e-x3 ++), (2) 





D; (x) == 


Le facteur numérique identifie l'intégrale à l’unité. Sur la figure 68 
on voit les graphiques de ces fonctions. Faisons subir à la courbe 





Fig. 68 


y — ®, (x) la transformation suivante : augmentons m fois sa hauteur 
tout en diminuant autant de fois sa largeur. Rappelons (voir par 
exemple MS, $IV.7) que pour cette augmentation de sa hauteur l’équa- 


*) Bien qu’indépendant, ce chapitre reprend certaines idées de l'Annexe 
des MS. ” 
CO 


“») On démontre que | ex? dr= V/n, voir $ IV.7. 


— CO 
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tion définissant la courbe y = ®,(x) devient y = m®, (x) et 
y = ®, (mx) si l’on diminue m fois sa largeur. Donc, après ces deux 


transformations, l'équation de la courbe s’écrira y = ®,, (x) = 
m 


nm 1+(mx)2 ‘ 
IL est clair que l’aire comprise entre le graphique et l’axe des x de- 
vient m fois plus grande si on la dilate vers le haut et m fois plus 
petite si on la comprime des deux côtés; donc, en définitive, elle 
reste inchangée. D'ailleurs, on le démontre sans peine en intégrant 
après avoir substitué la variable d'intégration mx = s: 


— mD, (mx). Par exemple, l'équation (1) donne D,, (x) — 


[ Dy (x) dx = ï mOD, (mx) dx = [ Di (mx) d (mx) — 
— [ Di (s) ds — [ D, (x) dx. 


Que devient la fonction transformée pour m très grand, ou, plus 
exactement, à la limite, lorsque m croît indéfiniment? Pour toute 
valeur donnée x =£ 0, la valeur de y = m®, (mx) tend indéfiniment 
vers zéro si m croît indéfiniment, étant donné que pour m croissant 
l'augmentation du facteur m retarde sur la diminution de ®, (mx). 
Pour cela, il faut qu'avec x— Ho la fonction D, (x) tende vers zéro 


plus rapidement que + (ce qui équivaut à dire qu’elle est rapidement 


décroissante *)). Ainsi, dans une expression telle que ®,, (x) — 
m 
mr [Em , POUT Z 


a (mx)? © 1 et, par conséquent, la fonction ®,, (x) Æ 


-£ 0 donné et pour m suffisamment grand, on 


m 1 

mn m2r2 
| >| Q # A 4 Pfe e 

= c'est-à-dire qu'elle décroît indéfiniment avec l’augmen- 

tation de m. D,, (x) tirée de la formule (2) accuse une décroissance en- 

core plus rapide avec cette augmentation. En effet, on a dans ce cas 


D, (x) = = e-(mx)® : or, on sait qu’une fonction exponentielle 


à exposant négatif décroît plus rapidement que toute puissance de m 
(voir par exemple MS, $ II.21). 

Soit maintenant x — 0. Alors ®, (mx) = ®, (0) est constante 
quel que soit m et, par suite, ®,, (0) = m®D, (0) augmente indéfi- 
niment avec m. 

En faisant croître indéfiniment m, on obtient donc une fonction 
dont les propriétés essentielles sont les suivantes : 

1) elle est nulle pour tout x << 0 et tout x > 0; 


*) La décroissance rapide résulte immédiatement de la convergence de 
l'intégrale (voir $ III.1). 
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2) elle est infinie pour x = 0: 

3) son intégrale prise de —c à +00 est égale à 1. 

Cette fonction est appelée fonction impulsion unité ou fonction de 
Dirac et se note Ô (x) *). D'un emploi très commode, la fonction 
Ô (x) trouve de larges applications en physique. 

Nous avons abouti à Ô (x) en effectuant certaines transformätions 
sur des fonctions ordinaires bien connues. Chose remarquable, pour 
pouvoir manipuler cette fonction, il suffit de connaître ses trois pro- 
priétés indiquées plus haut, la forme de la fonction de départ 

4  { À _x2 : 

re Lx OU——6e ‘ , ou une autre encore ) étant absolument sans 
I 

importance. On peut dire, de façon grossière, que Ô (x) est une fonction 

qui prend des valeurs très élevées sur un intervalle restreint, ces 

valeurs étant liées à la largeur de l'intervalle de manière que la con- 

dition 3 soit vérifiée. (Ilen découle en particulier que [6 (x)] a la 

dimension 1Â/[x].) 

On tire des propriétés de 6 (x) la relation fondamentale 


oo 


1= | 5(2)f()dr=f (0) (3) 
En effet, Ô (x) = 0 pour tout x 5£ 0, c'est pourquoi 
—o0 +e 
1= | 6((ædr= | 6(2)f(x)z, 


avec & petit. Le dernier intervalle d'intégration est petit (sa longueur 
est 2e), donc f (x) Æ f (0) sur cet intervalle et, par suite, 


+e +e +e 
T= | Ô (x) f (x) dx = | ô (x) f (0) dx = f (0) | Ô (x) dx = 
00 


= (0) | 5(x)dr=f (0). 


— CO 


La formule (3) résulte donc des trois propriétés de Ô (x). La récipro- 
que est aussi exacte : si l’on définit ô (x) comme une fonction qui vé- 
rifie la relation (3) pour toute j (x), les trois propriétés de ô (x) en décou- 
lent automatiquement. Sans en donner une démonstration complète, 
montrons seulement que la formule (3) confirme, par exemple, la 
première propriété selon laquelle Ô (x) = 0 pour x Æ 0. 

En effet, la formule (3) laisse voir que la valeur de l'intégrale ne 
dépend pas du comportement de la fonction f (x) pour x Æ 0 mais 


*) Cette fonction porte le nom de Paul Adrien Maurice Dirac, qui prédit 
en 1929 l'existence d’antiparticules: positron, antiproton et d’autres, qui ne 
furent découvertes expérimentalement que plus tard. 
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uniquement de f (0). Cela signifie que f (x) figure sous le signe somme 
avec le facteur nul quand x = 0, donc que Ô (x) — 0 quand x Æ 0. 
Remarquons que Ô (x — a) n’est non nulle (et de plus, infinie) 
que dans le cas x — a. En reprenant nos raisonnements qui nous ont 
servi à déduire la formule (3), nous obtenons 
+00 


| 5(&— a) f(x) def (a). (4) 
Notons encore quelques formules intéressantes pour la fonction 
de Dirac, et avant tout, 


Ô (ax) — TI Ô (x) (a = const =£ 0). 


En effet, la fonction Le a . (ax) satisfait aux trois conditions défi- 
nissant Ô (x). La troisième condition, qui est un peu moins évidente, 
se vérifie par la substitution ax = x;: 


a > 0; il |a|Ô (ax) dx = [ S(ax)adr= | Ô(xi) dr = 1, 


— 00 — CO 


a< 0; [ alô(aar=— | Ô(ax) a dx = 
= — [ô(a) dx, — [ Ô (x1) dti — 1. 


CO — 00 


Une autre propriété : 
Ô (p (x)) = Tarte Lo) 


si (x) ne s’annule que pour x = x,. Cette propriété résulte de la 
précédente, car on a dans le voisinage de x = x, aux infiniment petits 
d'ordre supérieur près : 


p (x) = @ (to) + P° (xo) (x — To) = P° (to) (E — Lo). 
Enfin 
f (x) ô (x — a) = f(a) Ô (x — a), 


ce qui est évident, car la fonction 6 (x — a) s’annule quand x = a. 

La fonction impulsion facilite grandement la mise en équation de 
diverses relations physiques. Considérons par exemple une tige mince 
portant plusieurs poids. Supposons que les poids aient les dimensions 
négligeables devant la longueur de la tige mais que leurs masses 
soient du même ordre de grandeur que la masse de cette dernière. 
Alors, pour résoudre les problèmes qui se posent (déterminer la masse 
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totale, établir la position d'équilibre, etc.), on a à considérer en même 
temps les masses des poids (dites masses concentrées) et la masse de 
la tige (masse répartie). Désignons la densité de la tige par 0, (x) *). 
Alors, en plaçant l’une de ses extrémités à l’origine des coordonnées 
et l’autre au point x = {, on obtient sa masse: 


1 
Mr = | Or (x) dx. 
0 


Supposons que le point x = a de la tige soit sollicité par le poids 
ma. Alors la masse totale de la tige et du poids est égale à 
l 


m= mat \ pr (x) dx. 
0 
En faisant intervenir la fonction de Dirac, on peut représenter 
la masse concentrée comme une masse dont la densité de répartition 
est oc (x) = Ma Ô (x — a). En effet, la dernière formule signifie que 
la densité n’est non nulle que dans le petit voisinage de x = a, et 


ceci avec 
l 


Pc(t) dt = Ma | Ô(z— a) dx = Mae 
0 0 
De cette facon, l'introduction de la fonction pc (x) permet d'écrire 
la masse concentrée sous une forme qui s'apparente visiblement avec 
la notation adoptée pour la masse répartie. 
Posons maintenant 


p (x) = pr (x) + Pe (x) = Pr (x) + Ma Ô (x — a). 


Alors la masse totale est 
l 


m= | p(x) dx. 
0 
On peut donc représenter la masse totale autrement que par une som- 
me de termes différents: elle peut notamment s'exprimer par une 
intégrale, tout comme la masse répartie. La nature différente des 


maæsses de deux types n’influe que sur la fonction p (x). Aussi, pou- 
vons-nous adopter une notation uniforme pour toutes les relations 


obtenues pour la masse répartie seule. 
Ainsi, la masse comprise entre les points x = b et x = c de la 
C 


tige s'écrit Î o (x) dx, sans qu’il soit nécessaire d'indiquer que b > a 
b 


*) Les indices «a» et «cv désigneront respectivement «répartie» et «con- 
centrée». 
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ou que b << a, etc. : la fonction p (x) contient 6 (x — a), et l’intégra- 
tion de celle-ci fait ajouter automatiquement la masse du poids à 
la masse de la tige, à condition que le poids soit réellement -situé 
entre x = bet x = c. 
Tout pareillement, la formule 

l 

{ xp (x) dx 

Ô 


l 
\ p (x) dx 
0 


Le — 


définit la position du centre de gravité de la tige, que cette dernière 
porte ou non une masse concentrée. 

Le cas de plusieurs masses concentrées est traité de façon analogue. 

Considérons un autre exemple. En mécanique, à côté des forces 
qui varient uniformément avec le temps, il existe des chocs violents, 
des collisions de corps. Le corps subissant un choc est soumis à une 
force momentanée mais très importante. Dans la plupart des cas, on 
ne s’attarde pas sur l'étude de la variation de la force dans l’inter- 
valle percussionnel qui est très petit (voir par exemple MS, $ VI.5). 
Il suffit de connaître l’impulsion de la force de la percussion, c’est-à- 


dire /, = | F dt. Alors la force de percussion s'écrit Æ (4) — 


— 1,6 (t— tp), où { est le temps du choc (temps percussionnel) 
et 7, l’impulsion de la percussion. Cette écriture permet de voir que 
la force est non nulle seulement à l'instant du choc et que l'impulsion 
de cette force est égale à Z,. 

Notons pour conclure que dans tous les cas d'emploi de la fonc- 
tion de Dirac, on ne considère que les valeurs réelles de la variable 
indépendante. 


Exercices 


1. Calculer | x°20 (x —3) dr. 
2. Simplifier les expressions : 


a) (2243) 6(x+5);  b) 5(2r—8); c) Ô(x?Lr— 2). 


$S 2. Fonction de Green 


Commençons par un exemple. Imaginons un fil mince et souple 
de longueur ! tendu le long de l’axe des x avec une force constante F. 
Dans le système représenté fig. 69, la tension est assurée par un poids 
et une poulie. Supposons que le fil est sollicité par une force perpen- 
diculaire à l’axe des x et dont la densité de répartition est f (x). Cela 
veut dire que la petite portion du fil comprise entre les points x 


13-0317 
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et x + dx est astreinte à la force f (x) dx et le fil tout entier à la force 
dl 
| f (x) dx. Déterminons la forme y (x) qu'épouse alors le fil ; la fonc- 


Ô 
tion y (x) représente ici la déviation du point du fil initialement con- 
fondu avec le point x de l’axe des x. 

Nous supposons que la tension F du fil est sensiblement supérieure 
à la force agissant sur le fil si bien que la déviation (flèche) du fil 





Fig. 69 


est faible. Alors on est en droit d'appliquer la loi de linéarité, qui 
veut qu’à l’addition de plusieurs charges les flèches correspondantes 
s’additionnent elles aussi. 

Supposons d’abord que la charge appliquée soit d’une nature par- 
ticulière, à savoir qu'elle représente une charge concentrée unitaire 
agissant sur un point d'application 6 de l’axe des x; désignons par 
y = G(x; Ë) la flèche correspondante en tout point d'observation x 
(fig. 70). C’est la fonction d'influence ou fonction de Green. On va mon- 
trer que si elle est connue, on trouve facilement la flèche causée par 
une charge quelconque de densité f (x). 

En effet, considérons la charge appliquée à la portion de l’axe 
entre les points £ et £ + dE. Elle est f (£) dE, c’est pourquoi la flèche 
qu’elle produit au point x est égale à G (x; E) f (£) dé, car, en vertu 
de la loi de linéarité, la multiplication de la charge extérieure par 
un facteur constant a pour effet de multiplier la flèche par ce même 
facteur. En sommant ces flèches infiniment petites produites par tous 
les éléments de la charge de £ — 0 à £ — {, on obtient la flèche totale 
(fig. 69) 


l 
y=h(a)= | Ge; E) (dE. (5) 
0 


Dans l'exemple considéré, il n’est pas difficile d’expliciter la 
fonction G(x; Ë). En effet, décomposons la force de tension du fil 
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le long de l’axe des y. À gauche du point Ë, on a (voir fig. 70) 
ne 
E ? 
où z est la déviation du point 6 qui ne nous est pas donnée d'avance ; 
notons que nous avons mis à profit la petitesse des déviations pour 
remplacer, lors du calcul du sinus, l’hypoténuse du triangle par son 
plus grand côté d’angle droit. On obtient de façon analogue la compo- 
sante de la force de tension à droite de £: 
Z 
FT + 

Si la force donnée est telle que le fil soit d'équilibre, cela signifie 

que la somme de toutes les forces appliquées au fil, c'est-à-dire de la 


—Fsina— —F 





Fig. 70 


force de tension et de la force donnée, est égale à zéro. Est donc éga- 
lement nulle la somme des composantes de ces forces suivant l’axe 
des y. Comme, dans notre exemple, la force donnée est égale à 1 et 
est dirigée selon l’axe des y, on a, en vertu de ce qui précède, 


Z z 
A 
ë (l— Ë) 


d’où l’on tirez =. Si z est connu, on obtient sans difficulté la 


lèche en tout point du fil du fait que celui-ci épouse la forme d’une 
ligne brisée. On a 


y{)=tr si 2<E, 


L—x 


PASS re Si TZ >E. 
Portant dans ces expressions la valeur trouvée de z et se rappelant que 
la forme de la déviation, dans le cas de la charge concentrée unitaire, 
donne la fonction de Green, on obtient que dans l'exemple considéré 
{ P 
FI T (£ ares £) S1 ZT << é: 
G(x; Ë) = i | 
7 SU—x) si zœE. 


13% 


1496 FONCTION DE DIRAC [Ch. VI 
D 


L'expression de la fonction de Green qu’on vient d'obtenir peut 
être substituée dans la formule (5) donnant la flèche due à une charge 
quelconque. Comme G (x; E) s'écrit différemment suivant que Ë < x 
ou Ë > x, nous décomposons l'intégrale en deux parties : 


x l 
y=h(r)= | Ge: d+ À G(x; D FE dE 
0 À 


X 


l 
= (HOE+S (970%. 
0 d'A 


On retrouve le même résultat si l’on écrit et résout l'équation 
différentielle pour la fonction y (x). Notons que nous avons cependant 
pu trouver la solution du problème sans établir l’équation différen- 
tielle, par le seul fait de faire jouer la loi de linéarité. 

Passons maintenant au schéma général de la construction de la 
fonction d'influence. Supposons que la force extérieure appliquée 
à un corps quelconque est décrite par la fonction f (x) (a << x < b; 
dans l’exemple qu’on vient de considérer c'était justement la fonc- 
tion f (x)) et le résultat de cette action par la fonction F (x) (dans 
l'exemple précédent c'était la fonction k (x)). On conçoit qu’à cha- 
que fonction donnée f correspond une nouvelle fonction F, de sorte 
que toute fonction f se transforme d’après une certaine loi en une nou- 
velle fonction F. En mathématiques une pareille loi selon laquelle 
une fonction dite image se déduit d’une autre fonction qu’on appelle 
original (ou image réciproque) porte le nom d’opérateur. On connaît 
bien, par exemple, l'opérateur de dérivation D agissant d’après la 
loi Df = f', c'est-à-dire D (sin x) — cos x, D (x) — 3x°, etc. Ici 
sin + est l'original que l’opérateur D transforme en image cos x, 
etc. La notion d’opérateur est analogue à celle de fonction, à cette 
différence que la fonction traduit la loi de transformation des nombres 
(valeurs de la variable indépendante) en nombres (valeurs de la varia- 
ble dépendante), et l'opérateur transforme des fonctions en fonctions. 

Désignons par Z l’opérateur de transition de la fonction de force 
extérieure f (x) à la fonction « réponse » F (x) de sorte que F = Lf. 
Supposons que notre cas soit régi par la loi de linéarité ou le principe 
de superposition : en additionnant les forces extérieures leurs résultats 
s'ajoutent. Ce principe joue souvent avec une précision suffisante 
si les forces extérieures ne sont pas trop grandes ; il s’écrit 


L (1 a Î2) — Lf a Lf a. (6) 


L'opérateur jouissant de cette propriété est dit opérateur linéaire. 
(Vérifiez que, par exemple, l’opérateur de dérivation est un opé- 
rateur linéaire.) Il découle de cette propriété que lors de la multi- 
plication de la force extérieure par une constante, le résultat de cette 
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action se multiplie par la même constante, de sorte que 

L (Cf) = CLf (C = const). (7) 
Nous nous dispensons d’en donner la démonstration ici. (Essayez 
de le démontrer en considérant d’abord C entier positif, puis en le 


posant égal à - (n—2, 3, 4, ...), puis pour C — _ (avec met n 


entiers positifs et, enfin, pour C négatif.) 

Dans l’exemple considéré au début de ce paragraphe, on assimi- 
lait G(x; £) au résultat d’une force unitaire appliquée en un point Ë, 
ou, en d’autres termes (voir $ 1), 
répartie avec la densité Ô (x — Ë). 
De même, dans le cas général nous 
désignerons par G(x; €) le résul- 
tat d’une force extérieure décrite 
par la fonction de Dirac présentant 
une singularité en un point fixe Ë&, 
c'est-à-dire par la fonction 6 (x — 
— €). Il vient donc 


G(x; Ë) = L [6 (x — Ë)]. 


Comment peut-on donc, moyen- 
nant la fonction de Green G (x; Ë), 
exprimer l’image de toute fonc- 
tion donnée f (x)? À cet effet, repré- 
sentons la fonction f par une somme 
de tops (fig. 71) ou de fonctions 
dont chacune est concentrée en un 
seul point £, tout en restant nulle 
à l’extérieur d’un très petit voisi- 
nage de ce point. Par suite, un tel 
top est proportionnel à Ô (x — Ë), Fig. 71 
et puisque son intégrale est égale à 
Î (E).dé, il est simplement égal à [f (£) dé] Ô (x — E). La fonction 
donnée peut s’écrire donc comme suit : 


f (x) = E [f (E) dél à (x — Ë). 


Strictement parlant, pour dE infiniment petits, on doit mettre 





au lieu de X et on retrouve la formule (4) bien qu’en notation diffé- 
rente ; or, la loi de linéarité s'étend à la limite aux intégrales. 
En vertu de la propriété (7), chaque top se transforme en 
L If (E) déT 6 (x — £)l — 
— [f(E) dEI L [6 (x — EI — (8) G(x; EË) dé. 
Alors, en vertu de la propriété (6), l’image de la somme de ces fonc- 
tions est : 


LD (f(E) dE (x —E)]= D LIIS(E) dé] ô (x —E)]= D f(E)G(x; E) dE. 
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Pour dé infiniment petits, cette somme représente une intégrale, si 
bien qu'on a en définitive 


b 
F()=LIf(e)= | Ge; 8) (6) (8) 


a 
(comparez cette formule avec (5)). 

_ Dans les cas élémentaires, la fonction d'influence peut être déduite 
théoriquement, comme dans l’exemple qu’on vient de considérer; 
dans les cas plus compliqués, elle s’obtient empiriquement, en fai- 
sant les mesures nécessaires, par exemple en mesurant la déformation 
du système sollicité par une force concentrée. La possibilité d’appli- 
cation du principe de superposition ou, comme on dit, la linéarité 
du système découle alors des principes théoriques d’ordre général 
ou se vérifie expérimentalement. Une fois la fonction de Green trou- 
vée et la linéarité du système établie, on écrit la solution du problème 
conformément à (8) pour toute force extérieure f. 

Il arrive donc que des notions très générales sur les propriétés 
des systèmes physiques fournissent les moyens de résolution des pro- 
blèmes concrets. 

Il reste à noter que l’image Lf ne doit nécessairement pas être 
définie dans le même intervalle que l'original f; ce qui plus est, les 
variables indépendantes x et Ë intervenant dans la formule (8) peu- 
vent avoir une signification physique différente. Ë peut représenter 
le temps, et la fonction d'influence décrit alors le résultat de l’« im- 
pulsion unitaire » à l’instant E. 


Exercice 


Ecrire la fonction d'influence pour les opérateurs: a) Lf — 2f (x); b) Lf — 


= sinzf(x); ©) Lf=f(e+ 1); d) Lf=f(æ). 


$ 3. Fonctions liées à la fonction 
de Dirac 


On écrit aisément en recourant à la fonction de Dirac plusieurs 
autres fonctions fort importantes, telles la fonction ou échelon unité 
e (x) (désignée également par Ÿ (x)): 

X 

e(x) — | Ô (x) dx. (9) 
On a évidemment e (x) = 0 pour x < 0 et e (x) = À pour x > 0. 
Ainsi, e (x) est discontinue en x = 0. Son graphique (« échelon ») 
est donné sur la figure 72 ; elle représente l'introduction brusque d’une 
sollicitation constante quelconque, par exemple l’amenée de la tension 
dans un circuit électrique (la variable indépendante jouant alors le 
rôle du temps). 
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L'égalité (9) s'obtient aussi avec les représentations approchées 
de la fonction de Dirac. Nous avons vu au $ 1 l’une de ces représen- 


à x : ; { m 
tations, à savoir la fonction tros pour m grand. Or, 


{ m 1 1 1 
| a TE de -arcte mr F =—arcte mr +. 


On voit sur la figure 73 le graphique de cette intégrale pour m — 1 
et m — 5. À la limite, quand m — œ, on tire de l'intégrale e (x), 
donc on retrouve l'égalité (9). 

On aboutit au même résultat avec une fonction top dont le graphi- 
que est représenté fig. 74,a (elle donne également la fonction de Di- 





Fig. 72 Fig. 73 


rac à la limite quand NV — co). Sur la figure 74,b on voit le graphi- 
que de son intégrale : on y retrouve aussi à la limite, quand NV —- ©, 
l'égalité (9). 

On peut illustrer l’égalité (9) par un exemple physique suivant. 
Considérons la masse m animée d’un mouvement rectiligne sous l’ef- 
fet d’une force variable F' (1) de même direction. Après avoir écrit 
la deuxième loi de Newton et effectué l’intégration, on obtient l’éga- 


lité (voir MS, $ VI.4) 
t 
v (D = + | F (+) dt 


(on a admis que la vitesse initiale est nulle pour £ — —o). Suppo- 
sons que la force appliquée est une percussion: Æ (4) = Z,ô (t — à») 
{voir la fin du $ 1). En intégrant, l’on trouve 
t 
v (t) = + | I (tp) dt= 2 e(t— tp), 


— 00 
* Q ° # « Lé D! I 
c'est-à-dire que la vitesse v est égale à zéro avant le choc et à _ 


après ce dernier. 
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Revenons dans le domaine des mathématiques. Si l'on dérive 
l'égalité (9), il vient 
e" (x) = 6 (x). (10) 
Cette égalité peut être illustrée également à l’aide des exemples que 
l’on vient de considérer. Ainsi, on peut adopter en qualité de repré- 
sentation approchée de la fonction e (x) la fonction représentée 
fig. 74,b, dont la dérivée est montrée fig. 74,a; à la limite, quand 
N — ©, on retrouve l'égalité (10). 
J Dans ce qui précède, nous som- 
mes partis de la fonction de Dirac 
dont l’intégration a fourni la fonc- 
tion échelon unité. On peut opérer 
en ordre inverse et obtenir la fonc- 
tion de Dirac par dérivation à partir 
de e (x). Ainsi, la fonction de Di- 
rac s'obtient quand on dérive la 
fonction discontinue e (x). Tout pa- 
reillement, quand on dérive une 
fonction discontinue quelconque, 
on voit apparaître des termes en 
forme de delta. 
Considérons par exemple la fonc- 
tion f(x) définie par deux Îor- 





mules : 
si si 0<Lxr<1, 
= | 
x? +2 si 1<x< oo. 
Fig. 74 Le graphique de cette fonction dis- 


continue en x — 1 est montré en 
trait gras sur la figure 75. Il serait faux d'identifier tout bonnement 
la fonction f’(x) à la fonction (x) obtenue par dérivation des deux 
formules : 


Es si 0O<r<1, 7 
no 2%. SL TE T< 0, (69) 

En effet, si l’on intègre la dernière fonction, disons à partir de 
la valeur x — 0, on obtient 


pour Dai] p (x) dx — | DL Od—= 2, 
0 0 


x 1 x 
pour r>1:| ptdr | p(a)az+ | @ (x) dx = 
0 0 1 


— 12, 





— 3x? dx + 2e dr] +4? Ë 
0 1 
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On obtient donc non pas f (x) mais une fonction continue f, (x), dont 
on voit le graphique pour x > 1 en pointillé sur la figure 75. Pour 
obtenir f (x) de f, (x) on doit ajouter 


f(x) = fi (x) + 2e (x — 1) — 
= (x) + 28 (x — 1), 
où la fonction œ(x) est donnée par 
les formules (11). 
À la fonction e (x) est étroitement 
liée la fonction sg x, que l’on peut dé- 
finir comme suit : 


à la première fonction l’«échelon » ÿ 
présentant une discontinuité en x = 1 
égale à la discontinuité de f (x), c’est-à- y (x) 
dire égale à 
PEROU OUPS / 
3 —_ 9% f (FO) ! 
+2) — 1 = 2 *). | / 
Ainsi, f(x) = fi (x) + 2e (x — 1), | 
d'où l'on tire en définitive {4-6 (&) 
jy / 
| 
| 
| 





S£ x — TT . Fig. 75 
Elle est égale à —1 pour x << 0 et à +1 pour x >> 0; elle indique donc 
le signe du nombre x. On vérifie aisément la relation 


sg x — 2e (x) — 1. 


En intégrant la fonction e (x) on obtient déjà une fonction con- 
tinue dont on voit le graphique sur la fig. 76, étant donné que 
X 
est égale à [ Odx —0 pour x< 0 
| e (x) dx =“ : 
bé est égale à | 0 dz+ | {dx —x pour x > 0. 


U — 0 





0 
(Vérifiez que cette fonction est égale à LE) 

La fonction de Dirac se prête non seulement à l’intégration mais 
aussi à la dérivation ; sa dérivée Ô’ (x) admet une singularité encore 
plus accusée que Ô (x) et ses valeurs peuvent être des deux signes. 
C’est ainsi qu’en partant de la représentation approchée de la fonc- 


tion Ô(x) pare ts pour m grand (voir $ 1), on obtient la repré- 
T 
*) L'écriture f (1 — 0) est une notation conventionnelle mais très commode 


de la limite de la valeur de f (1 — €) pour € —+ 0 (e >> 0); la signification de 
{ (1 + 0) est analogue. 
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sentation approchée de Ô” (x) par la fonction 
d m 2 
PRE —(mx)2 | — 
dx | Vx : | Vz 


dont le graphique est montré fig. 77. Cette fonction admet des valeurs 


Ur en =LU., égales en valeur absolue à 
m 


Lime —0,47 m°. (A vérifier.) Ces valeurs sont proportionnelles 


mixe (mx) 








extrémales pour x — 


à m°? et non plus à m, comme pour 
la représentation de la fonction à (x). ÿ 

On peut partir de la représenta- 
tion approchée de la fonction Ô (x) 





ÿ 
ul 
—0 47m 
Fig. 76 Fig. 77 


par un triangle de la fig. 78,a avec M grand; alors la forme appro- 
chée de la fonction Ô” (x) est celle de la fig. 78,b. 

Dans le cas où la fonction de Dirac définit la densité d’une charge 
unitaire à l’origine des coordonnées (cf. $ 1), la fonction Ô” (x) défi- 
nit la densité d’un « dipôle » au même point. Pour avoir ce dipôle 
on doit mettre des charges q et —q respectivement aux points x = 0 
et x — l, puis faire tendre / vers zéro et q vers l’infini, sans changer 
p = ql(le moment du dipôle) : on obtient donc à la limite deux char- 
ges égales infiniment grandes de signes contraires et infiniment voi- 
sines l’une de l’autre. Avant le passage à la limite, la densité de la 
charge s'écrit 

q5 (2) — 98 (x —1) = pI EI D; 
aussi, après ce passage avec ! — 0, est-elle égale à pô’ (x). 

Les intégrales renfermant Ô” (x) se calculent en intégrant par par- 

ties : 


| f(x) Ô"(x—a) dx = f(x) Ô (x — a) É 


— | F(@6(x—a) de = —f' (a). (12) 
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La fonction de Dirac peut être considérée dans le plan et dans 
l'espace. Par exemple, la fonction Ô (x, y, z) dans l’espace est une 
fonction qui est nulle partout ÿ'(x) 
sauf à l’origine des coordonnées 
(0, 0, O0), infinie à l’origine et 
telle que son intégrale étendue 
à tout l’espace est égale à l'unité. 
On s'assure sans peine que ces 





b) 


| 
I 
Î 
Î 
l 
| 
Î 
Î 
[ 





Fig. 78 


conditions sont notamment vérifiées par la fonction 
Ô (x, y, 2) = Ô (x) à (y) à (2). 


Ainsi, il est possible d’assimiler la masse m concentrée au point (a, 
b, c) à une masse dont la densité de répartition dans l’espace est 


px, y, z) = mô (x — a) Ô (y — b) 6 (z — c). 


Exercices 


[4 
1 


4. Trouver |xl'; {x 


111 
2. Trouver | o- } 
3. Démontrer directement la formule (12) en développant la fonction f (x) 
en série suivant les puissances de x — a et en utilisant la représentation appro- 
chée de la fonction Ô’ (x) de la fig. 78,6. 


$ 4. Notion d'intégrale de Stieltjes 


La fonction de Dirac permet une extension utile de la notion d’in- 
tégrale. Considérons un exemple. Une certaine masse m est située 
sur le segment (7) d’extrémités a, b de l’axe des x. On demande de 
déterminer l'attraction exercée par cette masse sur une masse ponc- 
tuelle unitaire m, située en un point x = c de l’axe, à gauche du seg- 
ment (/). La réponse est fort simple. En vertu de la loi de Newton, 
moûdm 

0 


coefficient de proportionnalité x est la constante de la gravitation 





la masse dm en x attire m, avec la force égale à dF —%x Te (ici le 
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universelle) ; la force totale est donc 


(2) 


Si la masse m est répartie le long de (2) de façon qu'elle ait en 
chaque point x la densité finie op — p (x), alors dm = p (x) dx, et 
l’on peut passer de l'intégrale (13) à l'intégrale ordinaire 


Or, comme il a été indiqué au $ 1, une partie de la masse peut être 
concentrée en des points isolés. Alors l’intégrale (13) peut être inter- 
prétée comme l'intégrale suivant la mesure m. Cela signifie qu'à chaque 
portion (Al) du segment (/) (et aussi à chaque point de ce segment) est 
associée sa « mesure » (dans notre exemple la masse) m (Al), et cela 
de manière à vérifier la loi d’addition, qui veut que la mesure de la 
somme soit égale à la somme des mesures des termes. Dans le cas géné- 
ral, l'intégrale suivant une mesure (appelée aussi intégrale de Stiel- 
tjes) a la forme 


| f(x) du (14) 
(2) 
et est, par définition, égale à la limite 


lim à f (xi) a (A), 


établie exactement d’après la même règle que pour l'intégrale ordi- 
naire (voir par exemple MS, $ I.8), à cette différence qu’on prend au 
lieu de la longueur des portions (A/;) de l'intervalle principal (() 
leur mesure  (A/;). Si l’on adopte, en qualité de mesure, la longueur 
ordinaire, on retrouve la définition classique de l'intégrale, ce qui 
signifie que l'intégrale de Stieltjes n’est, au fond, qu’une généra- 
lisation de cette intégrale ordinaire *). 


Si la mesure donnée possède une densité finie p — _ , On peut 
passer de l’intégrale de Stieltjes (14) à l'intégrale ordinaire 
b 


| ft du= | f(x) 0 (a) de. (15) 
(L) a 
Par contre, s’il existe des points de mesure non nulle, alors, comme 
on l’a vu au $ 1, la densité p (x) comporte des termes en forme de 
delta. Si l’on admet de pareils termes, il devient possible de passer à 
(15) dans ce cas aussi. 


*) Pour la distinguer de l'intégrale de Stieltjes, on donne parfois à l’inté- 
grale ordinaire le nom d’intégrale de Riemann. 
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Exercice 


Assez souvent, on détermine la mesure sur l’axe des x au moyen d’une 
fonction auxiliaire g (x) d'après la règle suivante: la mesure de l'intervalle 
a <r<Best égale à g(B+0)—g(x—0) (ou simplement à g(B)—g (x) si 
la “Tonction g (x) est continue). Alors, au lieu de PAS (14), on écrit 


f (x) dg (x), et la formule (15) devient | f (x) dg (x) — f(x) g’ (x) dx. Trou- 


(1) (L) 


1 


1 
ver x3d (x?) ; À sin x de (x); ] cos x de (x 
0 1 _ 


Réponses et solutions 
8 1 
1. 32—9, 
È a) [(—5)2 + 3] (x+5) = 280 (x+5); b) 6(2x—8)— 6 (2 (x—4)) — 


= Ô(æ—4); c) le polynôme P(x)—zx2+x—2 possède les zéros z1—1, 
xzo— —2, avec P'(r;)—3, P'(x>)—=—3, d'où S(E2+2—2)— + 6 (x —1) + 
1 


8 2 

a) 20(x—6); b) sinx-O(x—£)=siné ô(r—Ë£); oc) ô(x—-E+1); 

à 
d) Ôô(x2—E#) — DE 
VE [8 (x— VE) +6 (x + VE) (E > 0). 
$ 3 
4 
1. sgz; 20(x). 2. (1+He*)-2e*x-2— 6 (x). 
co a ET 
3. | 166 @—ajar à , f (x) M? dx — | f (x) AM? dx À 


1 


M 


F3 
= AM? [f (a) + f' (a) (x— a)] dx — La f (a)+f' (a) (x—a)] dr à — 


LES 





Passant à la limite pour M — co, on obtient os exacte (12). 
& 4 
2 . 
5 ? 


CHAPITRE VII 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


La résolution des équations différentielles les plus simples que 
l’on rencontre en étudiant divers processus physiques, tels que l'écou- 
lement de l’eau d’un récipient, la transformation radioactive, le 
mouvement d’un point matériel, etc., ressortit aux éléments de cal- 
cul intégral (voir par exemple MS, ch. V, VI et VII). Nous allons 
initier le lecteur à quelques notions générales relatives aux équations 
différentielles et considérer certaines classes d'équations dont la réso- 
lution ne présente pas de difficulté. Le chapitre suivant nous fournira 
quelques notions complémentaires sur les équations différentielles. 

Les équations différentielles ne contenant qu’une seule variable 
indépendante sont dites équations différentielles ordinaires. S'il 
y a deux variables indépendantes ou plus, l’équation différentielle 
contient les dérivées partielles par rapport à ces variables et est appe- 
lée équation différentielle aux dérivées partielles. 

Dans les deux chapitres ci-dessous, on n'’étudiera que des 
équations différentielles ordinaires. On aura besoin des résultats des 
$S$IV.1 à 2 et de la formule d’'Euler ($ V.3). 


$ 4. Signification géométrique de l'équation 
différentielle du premier ordre 


On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de 
la forme 


F(à, y, +) =0, 


où y est une fonction inconnue de x. Par la suite, on admettra que 
cette équation est résolue par rapport à la dérivée, donc qu'elle a la 


forme 
D 2 f(x, y). (1) 


Il est possible de se faire une idée générale des solutions y (x) 
sans qu’il soit nécessaire de les rechercher analytiquement à l'aide 
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d’une formule; pour cela, on interprétera l'équation (1) géométri- 
quement de la façon suivante. 

Rappelons-nous la signification géométrique de la dérivée _ : 
Pour la courbe y = y (x), : est égale, dans le plan Z, y, au coeffi- 


cient angulaire de la tangente. Par y 
conséquent, si l’on connaît la rela- 


e. d L 1 
tion entre et les variables x, y, EX- 
dx , 


primée par l’équation (1), on peut trou- 
ver la direction de la tangente à la 
courbe représentative de la solution 
de (1),et ceci en tout point du plan. 
Notons que le graphique de la solu- 
tion d’une équation différentielle por- 
te le nom de courbe intégrale de 
cette équation. 

On figure la direction de la tan- Fig. 79 
gente en menant par un point donné 
(x, y) quelconque un petit segment de droite sous un angle Ÿ tel 
qu'il vérifie la condition tg Ÿ = f(x, y) *). 


Soit par exemple _ —= 2 + y?, alors f (x, y) — x? + y?. 
Formons un tableau : 






Zotl TZ 





La figure 80 représente les directions des tangentes en chacun des 
neuf points donnés par le tableau. Si l’on multiplie le nombre de 
ces points, on verra se dessiner un ensemble de courbes vérifiant l’équa- 
tion différentielle. (Voir la figure 81 pour l’équation = 2? + y?.) 
Il est clair que l’équation admet une infinité de courbes intégrales 


*) En procédant à la construction géométrique, on n’a pas besoin de trouver 
l'angle Ÿ ni de le construire : on obtient beaucoup plus vite la direction cherchée 
en portant sur l’axe des x le segment de longueur 1 et sur l’axe des y le segment 


de longueur — tg 0 (fig. 79). 
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et que par tout point (xs, yo) du plan passe une seule courbe inté- 
grale. Donc, pour isoler de toutes les solutions de (1) une solution 
(ou intégrale) particulière (c'est-à-dire concrète, bien déterminée), 
on doit imposer une condition supplémentaire : 


pour z = x, on se donne y = y. (2) 


Cette condition est dite initiale, car si la variable indépendante 
est le temps, la condition (2) donne la fonction cherchée à l'instant 
initial. 

Bien que la condition initiale définisse deux paramètres x, et y,, 
le choix de la solution particulière de l’équation (1) est à un degré 





Fig. 80 Fig. 81 


de liberté. En effet, le point (x,, y,) peut se déplacer le long de la 
courbe intégrale qu'il définit sans qu'il y ait déformation de celle-ci. 
Ce déplacement s’effectue donc avec un degré de liberté qui est super- 
flu lorsqu'il s’agit de choisir la courbe intégrale, si bien qu’on a en 
réalité 2 — 1 — 1 degré de liberté (un raisonnement analogue a été 
fait au $ IV.8). Pour désigner le paramètre qui est essentiel pour le 
choix, on peut fixer x, et mener une droite verticale x — x, qui sera 
alors coupée par les courbes intégrales à des hauteurs différentes. 
Cela signifie que les différentes courbes correspondent aux différentes 
valeurs y (xs) = Yo. 

Pour tracer de nombreux segments définissant la direction de Ia 
tangente, on emploiera le procédé utile suivant. On construit les 
courbes f (x, y) — C pour certaines valeurs de la constante C. En 
vertu de (1), la valeur de tg 8 est constante et égale à C en chaque 
point d’une telle courbe. Aïnsi, les segments indiquant la direction 
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de la tangente *) et tout point de la courbe f (x, y) — C sont paral- 
lèles. 

Les courbes f (x, y) — C sont appelées isoclines. Notamment, la 
courbe f(x, y) — 0 est dite isocline des zéros; en chaque point de 
cette courbe la tangente aux courbes intégrales de l’équation (1) est 
horizontale. Si les tangentes sont verticales, la courbe correspondante 


est dite isocline des infinis. Par exemple, pour l’équation a ne, 
l’isocline des infinis est la droite x — y = 1. 
On voit de la figure 81 que les courbes intégrales ne se coupent 


pas, au moins à un angle non nul. En effet, l’équation (1) montre 


Q D # # L # d 
qu’il correspond à x et y donnés une seule valeur déterminée de _ 


ou, en d’autres mots, que par un point donné passe une courbe de 
pente déterminée. Une étude plus poussée montre que les différentes 
courbes intégrales ne peuvent non plus être en contact en un point 
quelconque si, en ce point, le second membre de (1) et sa dérivée par- 
tielle par rapport à y prennent des valeurs finies. Ainsi, la condition 
(2) définit bien une solution unique de l'équation (1). 


Exercices 
1. Chercher les isoclines de l’équation a = x? + y°. 


2. Chercher l'équation définissant le lieu a points d’inflexion des courbes 


intégrales de l'équation générale (1); de l’équation = 2? L y°. 


$ 2. Intégration des équations du premier ordre 


Considérons quelques types d'équations différentielles difficile- 
ment résolubles. 


I. Equations à variables séparables. Ce sont les équations de la 
forme 


À p(y)-b (0) **). (3) 


Le second membre de cette équation est le produit de deux fonc- 
tions dont l’une dépend de seul y, et l’autre de x seul. 
Mettons cette équation sous la forme 


nu oo + (x) dx. 
*) On n'oubliera pas qu ‘ s # de tangentes aux courbes intégrales de 
l'équation différentielle _ — f(x, y), et non pas de tangentes à la courbe 
f (x, Dee — C elle-même. 


**) On les rencontre par exemple dans les problèmes de D 
radioactive et d'écoulement de l’eau d’un récipient (voir MS, ch. 


14—0317 
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Intégrons les deux membres de la dernière égalité: 
| E-= | pt dr+c (4) 


(nous n’écrivons qu’une seule constante arbitraire, car les deux cons- 
tantes obtenues dans le calcul des intégrales peuvent être réunies). 
De cette solution générale de l'équation (3), nous obtenons les solu- 
tions particulières de celle-ci en donnant à C des valeurs différentes. 
Nous voyons que la solution générale de (1) ne contient qu'une seule 
constante arbitraire, ce qui est en accord avec l’unique degré de liberté 
dans le choix de la solution particulière ($ 1). 

Si l’on s’est donné en outre la condition initiale (2), on obtient C 
sans peine. À cet effet, on écrira brièvement la formule (4) comme suit: 


D (y) =Y (x) +cC. 
Posant ici & = Zyy Y = Yo, On à 
D (Yo) ER (Zo) + C, 
d’où 
C = D (yo) — Ÿ (xo) 
et finalement 
D (y) = T (x) + D (yo) — Ÿ (to), 
c'est-à-dire que 
D (y) — D (yo) = Ÿ (x) — Ÿ (to). 


La solution particulière qu’on vient d'obtenir existe également sous 
la forme 


Ex Tv {vod 


yo 


On voit immédiatement qu’elle vérifie la condition (2). Après avoir 
intégré, on obtient la solution cherchée. 

IT. Equations linéaires homogènes. On appelle équation linéaire 
homogène du premier ordre une équation de la forme 


= f (x) y. (2) 


Elle représente un cas particulier de l'équation (3), mais nous l’exa- 
minerons d’une manière approfondie à cause de sa grande importance. 
En séparant les variables et en intégrant, on a 


H=f(adr, ny |f(adr+hc; 


$ 2] INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 211 
a ———_—_—_——————_——— 


nous avons mis-la constante dans le second membre sous la forme 
In C pour faciliter les calculs ultérieurs. On en tire: 


Ÿ# «a dx 
y= Cet (6) 


a étant une valeur fixe de x. La formule (6) fournit la solution géné- 
rale de l'équation (5). 
Désignons brièvement 


ts (x) dx 
y1 (x) = et (7) 


Puisque cette fonction résulte de (6) quand C = 1, elle est solution 
particulière de (5). La formule (6) peut s’écrire comme suit: 


y = Ci (a). (8) 


Il est tout aussi facile de vérifier directement que sify, (x) est une solu- 
tion particulière de l’équation (5), alors la fonction (8), pour tout C 
constant, vérifie également l'équation (5): 

d d(C d 

De OU LC Cf (a) n=f (x) y. 

Pour obtenir la solution générale de l’équation (5), il suffit donc 
de prendre l’une quelconque de ses solutions particulières et de la 
multiplier par la constante arbitraire. En particulier, si l’on pose 
C = 0, on voit que l’une des solutions de (5) est identiquement nulle ; 
il va sans dire que cette solution triviale ne saurait être utilisée pour 
la construction de la solution générale. 

IIT. Equations linéaires non homogènes. L’équation linéaire 
non homogène du premier ordre se présente comme ceci: 


LE =f(oy+e( )- (9) 


Proposons-nous de chercher une solution de (9) telle qu’elle s’annule 
pour une certaine valeur z = x,. Pour la fonction f (x) connue, la 
solution cherchée y (x) se détermine par le choix de la fonction g (x). 
De ce point de vue, on peut considérer g (x) comme étant une action 
extérieure, et y (x) comme son résultat (autrement dit, la loi qui fait 
correspondre à la fonction g (x) la solution y (x) est un opérateur, voir 


*) Elle se rencontre, par exemple, dans le problème de famille radioactive 
(voir MS, ch. V). Dans ce problème, la variable indépendante x est le temps, 
et la fonction y la quantité de matière radioactive donnée dans le système, si 
bien que la solution cherchée y (x) définit la loi de variation de cette quantité 
avec le temps. Le coefficient f (x) est égal à la constante négative dont la valeur 
absolue symbolise la probabilité de désintégration de la matière donnée à l'unité 
de temps, alors que le terme libre g (x) est la vitesse d'introduction de cette 
matière dans le système considéré. 


14% 
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$ VI.2). On vérifie aisément que le principe de superposition est res- 
pecté : quand on additionne les fonctions g (x), les solutions corres- 
pondantes s’additionnent elles aussi. En eïfet, lorsque 


Mi 2 $ (0) + 812) DE = (2) yo ge (2) 


et que yi(xo) — 0, y2(xo) —0, la no. y —= y (x) + yo (x) 
satisfait à l'équation 


= f (x) y + [84 (x) + ge (2)] 


et à la condition y (xs) — 0 (pourquoi?). | 

Vu $ VI.2, on obtient la solution de l'équation (9) en construi- 
sant la fonction d'influence G (x; £) correspondante, qui est solution 
de l’équation 


= f (x) y +0 (x —E) (10) 


pour tout £ donné. Supposons que Ë > x,; alors, pour x, < x <Ë, 
l'équation (10) se transforme en. (5), si bien que sa solution est (8); 
or, puisqu'on cherche la solution pour 
ÿ y (to) — 0, on a C'—0; par consé- 
A y (x) = (, Ensuite, en intégrant 
l'équation (10) de x — £ — O0 à x — 
— £ + 0, l’on DRePR 


y (E 4-0) —y (E—0) — Le r) y dr + 


E+0 
F | Ô(x—E)dr—0+1—1 
Fig. 82 KT | 
(étant donné que la solution y demeu- 
re finie, l'intégrale du premier ter- 
me du second membre de (10) étendue à l'intervalle infiniment 
petit est infiniment petite et on peut la négliger). Or, en vertu de ce 
que l’on vient de démontrer, y (£ — 0) — O0, d’où 


y (+0) =1. (11) 


Mais pour x >> & l'équation (10) devient aussi (5) et admet donc pour 
solution l'équation (8); la condition (11) donne 





Hide de.  . _. 
1 = Cyi (Ë), c'est-à-dire que C = NE et Y= TE Vi (x). 
Ainsi, dans le problème proposé, la fonction de Green a la forme 
0 (to <x<EË), 
pe 


y4 (x) 
TIC G2>9. 
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La figure 82 présente, en trait gras, le graphique de la fonction 
G (x; €) pour & fixe avec une discontinuité en x = Ë. 

On peut écrire maintenant la solution cherchée de l’équation (9) 
pour une fonction g (x) quelconque en transformant convenablement 


la formule générale (VI.8): 


(= | Gt: De G(x: De ® &+ 





. D 8 a=[ue ne g (E) dE, (12) 


la fonction y, (x) étant donnée par la formule (7). On vérifie de même 
que cette formule définitive (12) reste valable pour x << x,. Notons 
que, dans le second membre de celle-ci, il est possible de sortir y, (x) 
(mais non y, (£)!) du signe somme. 

La dernière formule est surtout employée pour x, — —co, le cas le 
plus naturel du point de vue physique. Cela fait que la solution (12) 
reste identiquement nulle jusqu’à un certain x si la fonction g (x) 
l’est jusqu’à ce même x. Donc, dans le cas examiné, la formule (12) 
est, dans un certain sens, le résultat « pur » de l’action de la fonction 


La formule (12) fournit une solution particulière de l'équation (9), 
à savoir celle qui s’annule pour x = x,. Pour avoir la solution géné- 
rale de (9), remarquons que la diflérence de deux solutions quelcon- 
ques de cette équation vérifie l’équation homogène correspondante 
(5): si 
Hef(onte(), Lef(ny+e(), 


alors 


WI) j (x) (gi — y) 


(pourquoi?). Cette différence doit se présenter donc comme (8) avec C 
quelconque. Ainsi, la solution générale d’une équation linéaire non 
homogène est la somme de l’une quelconque de ses solutions particu- 
lières et de la solution générale de l’équation homogène correspon- 
dante. Si l’on choisit comme solution particulière la solution (12) 
qu’on vient d'obtenir, on aboutit à la solution générale de l’équation 
(9) sous la forme 


X 


y= | HR 8 (E) dé + Cyr (a). (13) 


X0 
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Pour avoir la solution particulière satisfaisant à la condition (2), 
on a, en portant dans (13) x = x,, 

yo 
y1 (to) 





Yo =0 + Cy1 (x), c'est-à-dire que C — 


d’où la solution requise 


X 


_{ y1(@) y1 (x) 
v=| n@ € À TV, Go) * 
0 
On peut arriver aux mêmes résultats en employant une méthode 
plus rapide mais artificielle, dite méthode de la variation des cons- 
tantes. On la doit au grand mathématicien français Lagrange qui 
a proposé de partir de la formule (8) et de chercher la solution de (9) 


y = u (x) y: (x), (14) 
u (x) étant une fonction inconnue et y, (x) ayant le même sens que 
dans (7). Portant (14) dans (9), on a 
uy, + U'Y = f(x) uys + g (x). 


Or, puisque y, est solution de l’équation homogène, les premiers ter- 
mes des deux membres se détruisent ; il vient donc 
X 


nl PES Ps g (x) E) 
d'y()=g(er, d'où WE, u(n= | ER dŒ+C 








XO 
(dans la dernière intégrale, on a remplacé la désignation de la varia- 
ble d'intégration par 6, afin de la distinguer de la borne supérieure). 
Portant le résultat obtenu dans (14), on retrouve la formule (15). 
IV. Quelques cas élémentaires d'équations linéaires. Il y a des cas 
où la solution de l’équation linéaire est remarquablement simple, 
comme par exemple avec le coefficient f (x) constant : 


f(x) = p = const. 


L'équation homogène (5) devient alors 


et l’on a comme solution générale 
y — CeP”, (15) 


ce qu’on peut déduire des formules (7) et (8) en posant pour plus de 
simplicité a — 0, et ce qui s'obtient d’ailleurs très facilement de 
façon directe par séparation des variables ou par simple substitution. 

L'équation non homogène correspondante se résout avec le ma- 
ximum de facilité dans le cas où le terme libre, c’est-à-dire g (x), 
est soit une constante, soit une exponentielle. Considérons d’abord 
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l'équation 
2 — py + A (A—=const). (16) 


On sait que, pour obtenir sa solution générale, il faut trouver d’abord 
une solution particulière et puis l’ajouter à la solution générale (15) 
de l'équation homogène correspondante. Or, la solution particulière 
de (16) s'obtient facilement sous la forme y — B — const. En la 
portant dans (16), on a 





0=pB+A ou B= — = . 
Ainsi, la solution générale de l’équation (16) a la forme 
ÿ= + + Cer*. 
Considérons maintenant l'équation 
À = py + Aeks. (17) 


La dérivée de la fonction exponentielle étant proportionnelle à la 
fonction elle-même, il est naturel de chercher la solution particulière 
de l’équation (17) sous la forme 


y = Be?, (18) 


vu que dans ce cas, après substitution dans (17), tous les termes seront 
semblables et l’on pourra peut-être obtenir l’égalité en choisissant BP 
de façon convenable. Procédons donc de façon convenue : 


Bhe** — pBe** + Aekx, 


D'où on tire sans peine B — = Substituant cette expression 
dans (18), on obtient une solution particulière de l’équation (17), 
qui, ajoutée à la solution générale de l’équation homogène corres- 


pondante, fournit la solution générale de (17): 


A 


Rx px 
PRE d + Ce?”, 





y — 


C étant une constante arbitraire. 

Evidemment, la solution obtenue est inutilisable si 4 — p. Dans 
ce cas particulier, on cherche la solution de l’équation (17) à l’aide de 
la formule générale (13), après avoir remarqué que dans le cas consi- 
déré la solution particulière y, (x) de l'équation homogène est égale 
à e?*. Posant, pour plus de simplicité, x, — 0,ona 





ePÈ 


= | PT Aerë dE + CeP* — Aer* | dE CeP® = AveP®+ CeP*. (19) 
0 0 
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Ainsi, lorsque £ — p, l’exponentielle de la solution particulière se 
trouve multipliée par un facteur auxiliaire x. 
L’équation générale non homogène 


dy … 
= Py +8 (x) 


se résout à l’aide de la fonction de Green, qui a en l’occurrence un 
aspect remarquablement simple : 





0 (TETE E), 
G(x; Ë)— . mePR—E) (xD E). 


La solution générale, en vertu de la formule (13), a la forme 
y — | eP&—Ë)g (£) dE + CelP*. 
X0 


Il y a d’autres types d'équations différentielles dont les solutions 
s’écrivent sous forme de formules précises renfermant des fonctions 
élémentaires et leurs intégrales. Le lecteur cest prié de s’adresser aux 
cours d'équations différentielles et au livre de E. Kamke, Differen- 
tialgleichungen Lôsungsmethoden und Lôüsungen, Bd I, Gewôhnliche 
Differentialgleichungen, Leipzig (Geest a. Portig), 1950-1951. 


Exercices 


Pour les équations différentielles ci-dessous, trouver les solutions vérifiant 
les conditions initiales imposées: 


dy EL EL 
Le = 2V; y—=1 pour z—0(0. 


2. ———=—, y—1Â pour x=1i. 


ee , y=1 pour x=0, 


T 
4. dx y ÿy—= 1 pour t—=0, 


D ————y—+ex, y= pour æ—1. 


G. = y 4x, y— —2 pour x=0. 


dy 3 _ 
Dr TY—CoSz, = pour æ=0. 
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$ 3. Equations linéaires homogènes du second ordre 
à coefficients constants 
Toute équation différentielle du second ordre renferme la dérivée 


seconde de la fonction inconnue; elle se présente sous la forme géné- 
rale 





dy dy \ 
F (x, pes )=0. 
Si cetle équation dépend linéairement de la fonction cherchée et de 
ses dérivées (la dépendance de x peut être quelconque), elle est appelée 
linéaire. Ainsi, la forme générale d’une équation linéaire du second 
ordre est : 





a (a) +0 (0 LL +c(a) y (o. 


Nous allons considérer le cas particulier le plus important où les 
coefficients a, b, c de la fonction et de ses dérivées sont constants. 
On le rencontre dans les problèmes relatifs aux oscillations mécani- 
ques et électriques (voir par exemple ch. VI et VIII), la variable 
indépendante symbolisant alors le temps ft. Les oscillations méca- 
niques d’un oscillateur te ont pour équation 


me ER y j (, (20) 


où y est l’écart du point oscillant de la position d'équilibre, m la 
masse de ce point, » le coefficient de frottement (on admet que la 
force de frottement est proportionnelle à la vitesse), k le coefficient 
d’élasticité de la force de rappel (cette dernière étant supposée être 
proportionnelle à l’écart) et f (£) la force extérieure *). 
Considérons d’abord pc -upRer des oscillations libres ; elle s'écrit 


2 Eur D + key — 0 (21) 





et porte le nom d’équation linéaire se (ou sans second membre). 
Ses propriétés sont sensiblement analogues à celles de l’équation liné- 
aire homogène du premier ordre étudiées au $ 2. Par exemple, on 
vérifie aisément que si y, (t) est solution particulière de l’équation 
(21), alors Cy, (t), avec C constant quelconque, en est également une 
solution. Notamment, pour € — 0, on a la solution identiquement 
nulle de (21). En outre, on s'assure facilement que si y, (t) et y (+) 
sont deux solutions particulières de (21), il en est de même de leur 
somme y = y, (t) + y, (té) (vérifiez en portant cette somme dans (21)!) 

II découle de ce qui précède que si l’on a obtenu deux solutions 
particulières y, (é) et y, (é) de l’équation (21), leur combinaison liné- 


*) Nous reproduisons partiellement les résultats du ch. VI des MS. Notre 
exposé sera pourtant plus complet et se fera à partir des principes plus généraux. 
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aire | 
y = Ci (t) + Co (6), (22) 


où C, et C, sont des constantes arbitraires, est également solution de 
la même équation. Or, la solution générale d’une équation diffé- 
rentielle du second ordre s’obtient à la suite de deux intégrations 
et contient donc deux constantes arbitraires. C’est pourquoi l’expres- 
sion (22) est la solution générale de l’équation (21). Ceci étant, les 
solutions y, (#) et y, (é) ne doivent pas être proportionnelles, car, si 
Ya) =kn (G), on a 


Ciya () + Coÿo @) = (C1 + Cok) ya (t) = Cya (6), 


ce qui signifie qu'on n’a en réalité qu’une seule constante arbitraire 
(ce qui contredit la condition d’après laquelle les paramètres doivent 
être essentiels, cf. $ IV.8). 

Comment peut-on trouver deux solutions « indépendantes » de 
l'équation (21)? La réponse a été donnée par Euler, qui, en se basant 
sur la propriété de l’exponentielle d’être proportionnelle à ses déri- 
vées, a proposé de chercher les solutions particulières sous la forme 


y = e?", (25) 


Lé D Lé Q Q d 
p étant une constante à déterminer. Comme, pour un tel choix, —= — 


2 
— pe?}, ce — p’e?t, après substitution dans (21) et simplification e?!, 
on aboutit à l'équation quadratique (dite équation caractéristique) 
mp? + hp + k = 0 (24) 


qui sert à déterminer p. 

Du cours d’algèbre, on sait que lors de la discussion d’une équa- 
tion du second degré, plusieurs cas peuvent se présenter en fonction 
du signe du discriminant 


D = h? — 4 mk. 


Si le frottement est grand, ou, plus exactement, si k? > 4 mk, 
alors l’équation (24) admet deux racines réelles 


— h + V2 — 4mk 
2m | 


P1,2 — 


Désignons-les par p, = — — —b, car elles sont toutes deux 
négatives. Alors, en vertu de 23 et (23), on obtient la solution géné- 
rale de l’é équation (21) sous la forme 


y = Cie + Cie? (25) 
où C, et C, sont des constantes. Ainsi, si le frottement est grand, 


l'écart du point donné de la position d'équilibre tend exponentielle- 
ment vers zéro sans oscillations avec { croissant. 
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Si le frottement est faible, ou, plus exactement, si h? << 4 mk, 
l'équation (24) admet deux racines imaginaires conjuguées 





h x k h2 : 
Pire — Tr IV + —Y+io, 
expression dans laquelle nn o=y de Sur le mo- 
8XE 2m ? m 4m? 
dèle de (23) on écrit la solution générale de (22): 
Les facteurs efvi et eo sont, on l’a constaté au $ V.4, des 
27 


fonctions périodiques. Leur période est ee , © est donc la 


pulsation des oscillations et le facteur e-Yi caractérise la vitesse 
d'amortissement. L'expression (26) est solution de l'équation (24) 
quelles que soient les constantes C, et C2. Pour avoir la solution 


, 1 
réelle, prenons une valeur quelconque de C, mettons re? et 
posons Co = _ re-ip— Cf. Alors 


1 


Utilisons la formule d’Euler. Il vient 


y = _ re—Yi[cos {of +p) + i sin (@f+çp)-+-cos (of+çp) —;i sin (@t+ p}] = 
— rev cos (@t + œp). 


La solution y—re-Ycos(ot+®) est réelle: elle contient deux 
constantes arbitraires r et ®. On l'écrit parfois dans une notation 
différente, en développant le cosinus de la somme 


y= re" (cos of cos ®—sin @f sin p) — 
= (r cos p) e—Ÿ{ cos @é + (—r sin p) e-Ÿ' sin @f — 
— Ce-Ytcos ot + Cet sin ot 


et en désignant par C, et C, les facteurs correspondants entre paren- 
thèses (ne pas confondre avec C, et C, de (26)!). On distingue nette- 
ment les solutions réelles indépendantes de l’équation (21) (voir la 
formule (22)). 

Généralement, on passe à la solution réelle d’une manière plus 
rapide, en se basant sur les considérations suivantes. Si l’on substitue 
dans le premier membre de (21) une fonction complexe de l’argument 
réel £ et si l’on effectue toutes les opérations indiquées, alors, en vertu 
des propriétés des fonctions de ce type énumérées au $ V.5, les par- 
ties réelle et imaginaire de cette fonction auront subi les même 
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transformations. Donc, si par suite des opérations indiquées la fonc- 
tion complexe s’annule, les mêmes opérations effectuées tant sur la 
partie réelle que sur la partie imaginaire de cette fonction aboutis- 
sent elles aussi au résultat nul. Ainsi, s’il existe une solution com- 
plexe (23) de l'équation (21), ses parties réelle et imaginaire sont au- 
tant de solutions de (21). 

Notons que la dernière assertion reste vraie pour toute équation 
linéaire homogène (c’est-à-dire une équation dans laquelle y et ses 
dérivées entrent de façon linéaire et qui ne renferme aucun terme qui 
ne contienne soit y, soit une de ses dérivées) à coefficients réels. Par 
contre, si y ou ses dérivées figurent dans l’équation de façon non li- 
néaire, notre assertion cesse d’être vraie. Aïnsi, si une équation 
quadratique admet deux racines imaginaires, leurs parties réelles 
et imaginaires ne sont pas séparément racines de cette équation. 

Donc, lorsque le frottement est faible, le système est soumis à 
des oscillations s’amortissant selon la loi exponentielle. Un cas très 
important est celui de frottement nul (k — 0). L’équation caracté- 
ristique (24) prend alors la forme 


mp? + k —0, 
d’où EE 


. k 
—— + k 
Pi,2—= Et ie 


La solution de l'équation différentielle s'écrit 


y = Cieiot + Ceriot = r cos (of +), où © — VA ’ (27) 


c'est-à-dire que le système considéré effectue des oscillations harmo- 
niques non amorties d'amplitude et de phase quelconques mais de 


fréquence bien déterminée © — V 2 
Il est intéressant d’obscrver le comportement de l'énergie totale 
du système. On démontre facilement (voir par exemple MS, $ VI.10) 
que cette énergie s'exprime par 
__ mv2 ky? 1 dy \2 ss 
ET + = |m(Ei) + ap | (28) 
le premier terme du second membre symbolisant l’énergie cinétique 


et le deuxième l'énergie potentielle de l’oscillateur. Substituant dans 
cette expression la formule (26) de la solution, on a 


E — _ mor? sin? (@É + p) +- _ kr? cos? (ot + p) = _ br: 


De cette façon, quand À — 0, l'énergie totale reste inchangée ; il ne se 
produit, au cours des oscillations, que le passage de l'énergie ciné- 
tique à l’énergie potentielle et inversement. 
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Si le frottement existe, l'énergie totale du système diminue, se 
dissipe (se transforme en chaleur, ce dont l'équation différentielle 
ne tient pas compte). En effet, par dérivation de la formule (28) et 
par application de l'équation différentielle (21), on est conduit à 
écrire 
dE 1 dy d?2y dy 
= mn +2 | 

dy dy dy dy \?. 
= (y) y (SE) à 
la dérivée est négative, donc É diminue. 

En ce qui concerne les problèmes concrets, ce n’est pas la solution 
générale qui nous intéresse, mais bien une certaine solution particu- 
lière. Puisque la solution générale d’une équation différentielle du 
second ordre renferme deux constantes arbitraires (d’où deux degrés 
de liberté), on doit, pour pouvoir choisir la solution particulière, se 
donner deux relations supplémentaires, qui serviront précisément à 
trouver les valeurs de ces constantes arbitraires. Le plus souvent on 
se donne des conditions initiales, à savoir certaines valeurs particu- 
lières de la fonction et de sa dérivée pour une valeur donnée de la 
variable indépendante. 

Pour l'équation (21), les conditions initiales sont 


Y lt=to = Yo; PTE —= Up; (29) 


t=1) 
c'est-à-dire qu’on se donne l'écart initial et la vitesse initiale du point 
oscillant. Pour employer le langage physique ces conditions déter- 
minent complètement le processus oscillatoire. La démonstration 
mathématique n’est pas moins facile. Considérons par exemple le 
cas d’un frottement élevé avec la solution générale de la forme (25). 
Dérivant cette solution et substituant £ — {,, on obtient, en vertu 
de (29), 
Cie to + Cie bio = yo, 


— Cae- to —Cbe-tio = v,, 
d’où l’on tire des valeurs bien déterminées de C;, et de C;: 


__ byo+vo t 

ST 

__ 4yo+ 

Serre 7 

Portant ces valeurs dans (25), on aboutit à la solution particulière 
cherchée, qui satisfait aux conditions (29): 


ebto ñ 


_ op—at 0 bbtop—bt — 
y D ET EE eve SEE ren e°e 


be 2-—to) _ ne 0(t-to) ea to) __,—b(t—to) 


—= V0 + bg . (30) 


b—a 
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La formule (30) permet d'étudier un cas intermédiaire lorsque 
h? — 4 mk et que, par conséquent, l'équation caractéristique (24) 
admet une racine double p,, — —a. Alors la solution (25) ne peut 
plus être considérée comme générale, étant donné que Ce“! + 
+ Ce = (C, + Ci) er = Cet (il n’y a ici qu'un seul degré 
de liberté). En passant à la limite dans (30) pour b — a et en appli- 
quant la règle de L’Hôpital (voir par exemple MS, $ II.21), on obtient 
à la limite la solution 


y = yo le io) a (£— to) 2 —to)] + 06 (£— to) e AE to) — 
= yoe 7 4E—to) + (ayo + vo) (é—to) et), (31) 


On voit ici apparaître un terme de la forme te-*!. Avec t croissant, 
il tend vers zéro, du moment que la fonction exponentielle tend vers 
zéro plus vite que toute puissance de # ne tend vers l'infini (Zbid.). 
Donc, dans le cas considéré, il y a l’amortissement sans oscillations. 

Remarquant que les conditions initiales sont arbitraires et regrou- 
pant les termes du second membre de (31), on écrit la solution générale 
de l'équation (21), pour le cas intermédiaire donné, sous la forme 


U = Cie un Cote” tt, 


Exercices 


Trouver pour les équations différentielles suivantes les solutions répondant 
aux conditions initiales imposées: 


4. y"+y=0, y=0, y'= —2 pour =. 
2. 4y"—8y + 5y—0, y—0, = pour t—0(. 
3. y"—3x +2y—0, y—2, y'—=3 pour t—0., 
4. y"—y—0, y=4, y'=—2 pour t—=0. 
5. y"—2y" +y—=0, y=0, y'—e pour t—1. 
6. y"+äy +äay=0, y—1, y'=3 pour t—0. 


$ 4. Equation linéaire non homogène élémentaire du second ordre 


Passons maintenant à l’équation d'’oscillations forcées (20). Il con- 
vient de noter tout d’abord que les raisonnements du $ 2 concernant 
la relation entre les solutions d’une équation non homogène et celles 
de l’équation homogène associée restent valables dans le cas considé- 
ré, aussi la solution générale de l'équation (20) s’écrit-elle 


y = Ÿ (x) + Cia (x) + Co (à), 


où Ÿ (x) est une solution particulière de (20) et C;y, (x) + Coyo (x) 
la solution générale de l’équation homogène correspondante (21) 
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De même qu’au $ 2, on peut construire la solution particulière 
de l'équation (20) à l’aide de la fonction de Green. Considérons d’abord 
le cas le plus simple avec k — k — 0, c'est-à-dire lorsque l'équation 
se présente comme ceci: 


m = 1 (0): (82) 


cela signifie que le corps se déplace sous l’action d’une force connue 
en fonction du temps. Cherchons une solution qui satisfasse aux con- 
ditions initiales 
dy 
Y |t=t9 = 0, Po Fu) (33) 
Aussi bien qu’au $ 2 (voir le commencement du numéro IIT), 
nous constatons que la solution y (t) est complètement déterminée 
par la donnée de la fonction j ({) et qu’on a le principe de superposi- 
tion. Aussi, d’après la méthode générale élaborée au $ VI.2, peut-on 
construire la fonction de Green après avoir résolu l'équation 
dy 
ms = 0(i— 7) (34) 
pour vt fixé quelconque et pour les conditions initiales (33). Pour 
fixer les idées, admettons que t > {,. Alors, dans l'intervalle de #4, 
à t, le second membre de (34) s’annule ; par suite, avec les conditions 
initiales (33), la solution est également nulle. Après avoir intégré 
l'équation (34) de t — O0 à t + 0 **), on obtient 








dy dy ) _ 
m (+ t+0 “dt |x-0 = 1. 
à : , : d N 
Mais, en vertu de ce qu’on vient de démontrer, R | M 0, d’où 
T — 

dy | 

PTE ET (89) 
dy 


Nous voyons que pour £ —T la dérivée < admet une discontinuité 


dt 
finie (un saut fini) ; donc, la fonction y (é) elle-même n’admet aucune 
discontinuité pour { — 7x de sorte que 


U |x40 = Y lr-0 = 0. (36) 
2 
Or, lorsque #4 >> t, l’équation (34) devient m T4 — 0, ce qui signifie 
2 
que — 0, et l’on doit chercher la solution de cette équation pour 
les conditions initiales (35) et (36). Il est aisé de vérifier directement 


*) Ici on peut admettre que f, — —o, ce qui serait physiquement le 
plus naturel pour de nombreux problèmes (cf. $ 2). Nous laissons toutefois #9 
arbitraire, ayant en vue l’exposé ultérieur. En effet, si #9 — —o, il devient 
incommode de se fixer des conditions initiales non nulles. 

*#*) Voir cette notation dans le renvoi de la page 201. 


224 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [Ch. VII 
MU Us ne GR tee 


que toutes ces conditions sont satisfaites par la fonction y — L (: — 


— T). Nous obtenons ainsi la fonction de Green pour le problème 
proposé : 


0 (Co LÉ<T), 
G; 7) (37) 


(t—r) (T ET oo). 


(Le fait que cette fonction continue présentant un point anguleux 
pour £ — % vérifie l'équation (34) découle également des considé- 
rations du $ VI.3; voir aussi la figure 76 qui représente la fonction 
dont la dérivée seconde est égale à Ô (x).) Par application de Ia for- 
mule générale (VI.8) on obtient la solution cherchée de l'équation (32) 
vérifiant les conditions initiales (33): 


1o=T ct: dde | 66e 5) f(D + 


to 


+fce: r) f (1) dr = 1 Voie (38) 
to 


La formule de la solution est donc déduite, et le lecteur peut, s’il 
le désire, passer directement au $ 5 où l’on discute l’équation géné- 
rale d’oscillations forcées. Nous nous permettrons cependant de faire 
encore quelques remarques concernant le cas particulier étudié. 

On peut obtenir la fonction de Green (37) et, avec elle, la formule 
(38) directement à partir des considérations d'ordre physique. En ef- 
fet, l'équation (34) déterminant la fonction de Green signifie que le 
corps, qui à l’instant initial est immobile à l’origine des coordonnées, 
est sollicité à l’instant t par une force instantanée d’impulsion unité 
(voir la fin du $ VI.1): Ensuite il se déplace à une vitesse constante 
égale au rapport de l’impulsion de la force à la masse du corps (voir 


par exemple MS, $ VI.5), c’est-à-dire à + . Pour cette raison on ex- 


prime y (t), ou le chemin parcouru, justement par les formules (37). 

On peut aussi aboutir à la formule (38) sans faire appel à la fonc- 
tion de Green bien que la méthode soit en principe la même. À cet 
effet, il suffit de représenter par la pensée la force f dans l'intervalle 
de to à é comme la suite de plusieurs forces momentanées dont chacune 
agit sur un intervalle de &t à t + dx et se caractérise donc par l’im- 
pulsion f (tx) dt. S’il n’y avait que cette force momentanée, le corps 


f (T) dt 


aurait atteint la vitesse et, à l'instant {, aurait parcouru le 


chemin 


-(é—T). (39) 


f (x) dt 
m 
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Or, puisque l’équation (32) est linéaire, on voit intervenir le prin- 
cipe de superposition, ou, autrement dit, le principe d’addition des 
mouvements, qui veut que lors de la superposition de plusieurs forces 
les lois du mouvement s’additionnent elles aussi. Aussi doit-on ajou- 
ter les résultats (39) pour tous les t de #, à é et on retrouve la formule 
(38). 

Essayons maintenant de déduire la formule (38) par une méthode 
absolument différente, à savoir par la double intégration de la for- 
mule (32). On a après la première intégration 


t 
my ()— y" (to1= | f (6) dé, 


to 


ou, compte tenu de la deuxième condition (33), 


t 
my (= | 5(0 à. 
to 


Dans cette formule la variable d'intégration est désignée par la même 
lettre £ que la borne supérieure. Généralement, cette façon de noter 
ne donne lieu à aucun malentendu ; dans ce cas précis, il est cepen- 
dant préférable d'adopter une notation plus précise 


l 
my = |, (40) 
to 


en distinguant nettement la variable d'intégration t de la borne 
supérieure £: la vitesse du corps à l’instant £{ dépend des valeurs de 
la force à tout instant précédent t, c’est-à-dire qu’elle dépend de 
f (x), t parcourant toutes les valeurs entre t#, et &. (Une telle distinc- 
tion est absolument indispensable dans la formule (38), dans laquelle 
on voit sous le signe d'intégration la différence £ — tv.) 

Intégrant encore une fois la formule (40), on a, compte tenu de la 
première condition (33), 


t t \ 
= | my" (4) dt = JQ f (2) dx) du. 
to to 


C’est une intégrale double (cf. $ IV.7) dans es la variable d’in- 
tégration £, varie de #, à t et, pour chaque £,, la variable d’intégra- 
tion t varie de t = {5, à T = é,. Ainsi, l'intégration s'effectue sur 
un triangle (0) représenté fig. 83. D'autre part, on sait qu’il est pos- 
sible de calculer l'intégrale double dans l’ordre inverse, d’abord en 
ft, et ensuite en t. L'intégration en #, se fait alors avec + fixé entre 
4, = Teti, = t (voir lig. 83), et l'intégration en + entre #, et £. Il 


15—0317 
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vient : 
LA T 


my (t) — | | f(x) dr du = | dt | f (x) dt. 


(6) to 


On peut sortir de la deuxième intégrale f (t) ne dépendant pas de la 
variable d'intégration £,; il vient alors 


t 


my (t) = | dx f (x) | dt, — | dx. f (D (t—"), 


to T to 


et nous retrouvons la formule (38). 

Vérilions que la formule (38) donne bien la solution du problème 
proposé; ce sera un bon exercice de dérivation. Nous prendrons com- 
me point de départ deux formules : la première 

t 


d 

7 ([obd)-e0 «41 
(dérivée de l'intégrale par rapport à 
la borne supérieure) est bien connue 
du calcul intégral, et la deuxième 





b b 
d , 
_. (| F(s, tds) = | Fi(s, t) ds 
(a, b=— const) (42) 
Fig. 83 (dérivée de l'intégrale par rapport 


au paramètre) a été mentionnée au 
$ III.6. Mais comment trouver la dérivée du second membre de 
(38), dans lequel t fait office de borne d'intégration et de paramètre 
sous le signe somme ? A cet effet, on prendra la somme de deux termes, 
dont l’un est le résultat de dérivation de l'intégrale (38), en fixant £ 
sous le signe somme, et l’autre, en fixant £ à la borne supérieure (voir 
par exemple MS, $ II.4). La dérivation s'effectue d’après les formu- 
les (41) et (42): 

t 
Bof ohate | HD (Id 

lo 

t 


1 
= | f(x)dr. (43) 
lo 
En dérivant une deuxième fois, nous appliquons la formule (41): 


d2y À 
de = m 0): 
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Il s'ensuit que l’équation (32) est vérifiée. Les conditions (33) seront 
satisfaites si l’on pose £ — t, dans les formules (38) et (43). 

En qualité d'exemple, cherchons la loi du mouvement d’un corps 
sollicité par une force proportionnelle au temps écoulé depuis l’ins- 
tant initial. Dans ce cas f (it) — a (t — t,), aussi f (t) = a (T — t,). 
On a 


oO | ED a(r—t) de À 1H) — (5 — to) (rt) dr = 
to ; to 


Ra, 


2 m 3 7. 6m 


Nous venons de résoudre le problème de conditions initiales nul- 
les. Désormais un problème de conditions initiales quelconques y — 
— Yo, VU —= Vo AVEC { = {, doit être pour nous un jeu. Soit en effet 


d’?y 
ms =] (&), Y= Yo, V—=Vo Pour =. 
Alors 

y ()=y9 (6) + y (0, 
où y‘ (1) est solution du problème de conditions initiales nulles: 
d? (1) dyh 

= f(#), y® (t)=0, |, =v (do) = 0 
et y® (t) solution du problème en l’absence de force 


d2yt2) dy(2) 
= 0, Y9 ()= Vo 





m 


— 0 (4) — 
|, =v (ko) = Vo. 
(Le lecteur verra bien que y—y +y® est solution du problème 
proposé.) On trouve aisément la fonction y®({) = vo(t—to) + Yo; 
aussi 


sO=— à (E— 1) À (2) dt +0 (E— 4) + Vo. 


Examinons la into (38) répondant aux conditions initiales 
nulles, en prenant pour plus de simplicité {5 — — oc. A cet effet, 
mettons cette solution sous la forme 

| t ; t ; t 
y(i=— | (— 7) f(T) di=— | if (tr) di —— | T} (t) dr. 


Du moment que # n’est pas la variable d'intégration, il est légitime 
de la sortir du signe somme : 
t 


so | fo | rod. 


— 00 — CO 


15% 
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En se basant sur (43), on récrira cette formule comme suit: 
t 
( 1 
y (#) = tv (9 —— | tf (x) dr. 


Mettant v(£) en facteur, on obtient 
y()=v(t)-(t—8), 


où 
t 


t 
_ | Tf(Tt) dt E (T) dt 
t 


t 
1 
,etv(=— | f(® dr. 
| f (T) dx on 
Les formules ainsi écrites sont particulièrement commodes dans le 
cas où la force cesse d'agir au bout d’un certain temps. Pour les 


ÿ instants postérieurs, les intégrales 


t t 


| tf(t) dr et | f (x) dt ne dépendent 


pas de t. L'’accroissement de # dans ces 
intégrales ne fait augmenter que la par- 
tie du domaine d'intégration dans la- 
quelle la fonction à intégrer s’annule. 
Fig. 84 La force n'étant plus appliquée, le 

corps continue à se déplacer à la vi- 

tesse constante v — vin (la valeur 8 — 6;in étant également cons- 


tante) et y (é) s'exprime graphiquement par une droite: 

y = Utin(£ — Orin)e 
La quantité 6; est l’abscisse du point d’intersection de cette droite 
avec l’axe des # ( (fig. 84). Elle s’interprète physiquement de la façon 
suivante : si un corps se met en marche à l'instant £ — 0;5, avec la 
vitesse U — Ufin, SOn mouvement est régi par la même loi que le dé- 
placement du corps après la cessation de la force. 





Exercices 


Pour les équations différentielles ci-dessous, trouver les solutions vérifiant 
les conditions initiales imposées: 
dèx ; 
1. ge 0, æ(2)=1, T (2) = —3. 
d?x 


2. ne = x(0)=—2, zx'(0)—=0. 
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dx . ’ 
d. ze SM, x (0) —0, LT (0) = 1. 


d?2x ; 
4. ns € æ(—oco)—0, z'(—oo)—0. 


$ o. Equations linéaires non homogènes du second 


« 


ordre à coefficients constants 


La fonction de Green peut être appliquée aussi à l’équation géné- 
rale (20) décrivant le mouvement d’un corps fixé de façon élastique 
sous l’action d’une force extérieure ne dépendant que du temps, en 
présence d’un frottement proportionnel à la vitesse. 

De même qu’au $ 4, nous commencerons par chercher une solu- 
tion vérifiant les conditions initiales nulles (33). Pour construire la 
fonction de Green, on doit, de la même façon qu’au $ 4 (voir l’équa- 
tion (34)), résoudre l’équation 

d?1 d 

me + h + ky = 6 (t— 7) (44) 
pour les conditions initiales (33). Après avoir posé { > #,on ay (t) = 
= 0 quand it, <t<T, et, en intégrant (44) de £ — t — Oà£ — + + 0, 
on retrouve les mêmes conditions (35) et (36), car les intégrales des 
deuxième et troisième termes finis de (44) sont nulles. Aïnsi, il s’agit 
de trouver pour { > t une solution de l’équation homogène (21) véri- 
fiant les conditions initiales (35) et (36). En partant de la solution 
générale de l'équation (21) 


y = CiePit + CoePii, 
où p, et p, sont racines de l'équation caractéristique (24), et en repre- 


nant les raisonnements de la fin du $ 3, nous obtenons l'équation 
cherchée 


e7 Pit e7P2t 4 
m (P1—Pe) m (P2 — P1) M (P4— Po) 


cette solution subsiste que le frottement soit petit ou grand. Ainsi, 
on est en présence de la fonction de Green: 


[ePi-T) — epalt—T)] ; 


{ 0 (lo < << t), 
G(t; t)— 1 L 
(&; 7 ss 16-00] (x LI 00). 


(De même que dans les conditions du $ 4, cette fonction est continue 
bien que présentant un point anguleux pour é = 71.) D'où l’on obtient, 
par analogie avec (38), la solution de l’équation (20) répondant aux 
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conditions initiales nulles (33) 
t 


— | Lent-0 — eat 0] f (r) dr. (45) 


QE rimes ; 


0 


De même qu'au $ 1 (numéro IV), dans le cas d’une sollicitation 
extérieure élémentaire, il est possible d'obtenir la solution de (20) 
sans faire appel à la fonction de Green. Il en sera ainsi pour f (4) — 
— const, c’est-à-dire lorsqu'on doit résoudre l'équation 


Ph D + ky= A (= const). (6) 


m 
dr? 





On trouve facilement une solution particulière de la forme y = B = 
— Const. Portant dans (46), on obtient 


O+O+kB—A, c'est-à-dire que B— 5 


k ” 





Compte tenu de la remarque faite au commencement du $ 4, on ob- 
tient la solution générale de l'équation (46) 


y = _ + CiePit L CoePt, (47) 


où C; et C, sont des constantes arbitraires déterminées par les con- 
ditions initiales. Nous avons vu ($ 3) que la solution de l'équation 
homogène (21) tend vers zéro avec la croissance de #, car p, et Ps 
sont ou bien réelles négatives, ou bien imaginaires à partie réelle 
négative. Aïnsi, on tire de (47), pour ét grands, 


A 

re (48) 
Ce résultat est d’ailleurs très évident du point de vue physique. Lors- 
que la force extérieure est constante et que le frottement existe, les 
oscillations s’amortissent, et, au bout d’une « période transitoire » 
déterminée par les conditions initiales, le corps s'’immobilise de façon 
que la force élastique ky (changée de signe) soit égale à la force exté- 
rieure À, d’où (48). Cette position stationnaire est déjà indépendante 

des conditions initiales. 

L'équation 

d2y 


TT 





+h _. + ky = AeT (49) 


se résout avec la même facilité. Dans ce cas on trouve sans peine une 

solution particulière de la forme y — Be. Après substitution, il 

vient mBget + hBgeî + kBe% — Aeît, c'est-à-dire que B — 
A 


d’où la solution particulière cherchée 


Aeti 
PRET TE | a 


7m +RQEE ? 


$ 51 ÉQUATIONS LINÉAIRES NON HOMOGÈNES DU SECOND ORDRE 231 


Cette solution ne convient pas si q est racine de l’équation caracté- 
ristique (24), vu que le dénominateur s’annule. De même qu’au $ 2, 
on peut démontrer, en partant de la formule générale (45), que dans 
ce cas spécial l'équation (49) admet comme solution particulière 
une expression de la forme Bret. 
Considérons enfin la solution de l’équation 
d?y 


LL 





+h + ky= A sin ot. (51) 


On profitera du fait qu’en vertu de la formule d’'Euler le second mem- 
bre de cette expression est la partie imaginaire de la fonction Aeîot, 
Il suffit donc de résoudre l'équation 

d2y 


dire 





+h + ky= Acict 


et de retenir la partie imaginaire de la solution (voir un raisonnement 
analogue au $ V.5). En se basant sur (50), on obtient la solution com- 
plexe 
Aeïot A ue 
US om ui V3 (U) TL == 
1 (é@)2+ Rio + k k—mo2+iho Fo 
__ A[(k— mo?) —iho] 


= mo)? + ho (cos OÙ + j sin @t) 


et l’on en sépare sans difficulté la partie imaginaire, solution parti- 
culière de (51): 


A . 
= ones [O4 mo?) sin @t— ho cos oi]. (52) 


Pour avoir la solution générale de (51), il faut ajouter à (52) la solu- 
tion générale de l'équation homogène correspondante. Or, puisque 
chacune des solutions de l'équation homogène tend vers zéro avec 
l'augmentation de ft, après la période transitoire le corps se met à 
osciller selon la loi harmonique (52) indépendante des conditions ini- 
tiales. On aurait pu tout aussi bien trouver cette solution stationnaire 
par les méthodes exposées au $ V.5. 

Examinons de plus près le cas où le frottement est absent lorsqu'on 
a, au lieu de l’équation (20), 


me EL key = f (D). (53) 


Dans ce cas l'équation caractéristique a pour racines P1,2 = 


— Hi), où 
Op — VE 
os m 


est la iIréquence d’oscillations libres du système, c’est-à-dire d’oscil- 
lations en l’absence de toute force extérieure. L’équation (45) trans- 
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formée selon la formule d’Euler fournit la solution pour les conditions 
initiales D (33) 


y — RE [eiwott—T) Res e—ioo(t- 1)] Î (t) dt — = 





mo 


t 
— Le | sin Oo (£— 7) Î (t) dt. (54) 
lo 


(Vérifier par dérivation que le second membre satisfait bien à l’équa- 
tion (53) et aux conditions initiales (33).) En employant la formule 


sin Op (£ — T) = Sin pt COS @9T — Sin WT -COS of, 
mettons la solution sous la forme 
t ; t 
y (£ }=— — sin Oof * | f (t) cos @ot Arr COS Op: | f (T) sin ot dr. 
0 
to to 


Si, au bout d’un certain temps #,, la force f (t) cesse d’agir, les'inté- 
grales figurant dans cette formule ne dépendent plus du temps pour 
t> t,, si bien que la solution devient 


y (t) =acos ot +bsinogït sit>4, 





avec 
; t4 i ta 
nr | j (T) sin wot dt, b — A | f (T) cos ot dt. 
0 to 


Donc, si le corps primitivement au repos subit pendant un certain 
temps la force -extérieure f (£), il effectuera, dès que la force cesse 
d'agir, des oscillations libres de fréquence «œ, et d'amplitude 
Va? + b?. 

On peut écrire la formule (54) autrement si l’on introduit la no- 
tion d’« écart complexe à la position d'équilibre » 





t t 
D (t) =—— | wo T) f (x) dx — ne | ei@otf (T) dx: eiwot, 
10 to 


dans lequel l'écart réel y (t) joue le rôle de partie imaginaire. Si #, 
est le temps initial de l’action de la force, on peut mettre la formule 
sous la forme 

L 


| e—i@otf (x) dr .-eïvot : 


— CO 





w (t) — re 


vu que la contribution à l'intégrale faite par cette transformation 
est nulle. Si la force n’agit que jusqu'à un certain instant #,, on peut 
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écrire, pour la période postérieure à £,, que 
| etootf (tr) 4T-et00! (59} 


— © 





{ 
(£) Lo moOp 


(cette intégrale s'étend en réalité à l'intervalle entre £ — #, et é — 1). 


On a alors une oscillation harmonique de fréquence «, et d'amplitude 


1 
mo 





[ ei@otf (rt) dt |. 


— C0 





Nous rencontrerons de pareilles intégrales (dites « intégrales de Fou- 
rier ») dans le chapitre XIV. 

Si la force perturbatrice a pour équation jf (t) — À sin ot, il 
devient possible de rechercher la solution particulière à l’aide de la 
formule (52) qui, sensiblement simplifiée en cas de frottement nul 
(pour hk — 0), prend la forme 


A | A ë 


À cette oscillation de fréquence & de la force perturbatrice vient 
se superposer une oscillation libre de fréquence propre w, qui dépend 
des conditions initiales et qui ne s’amortit pas en l’absence de frotte- 
ment. 

Un cas particulièrement intéressant est celui d’une force exté- 
rieure sinousoïdale sollicitant un oscillateur en l’absence de frotte- 
ment et dans les conditions initiales nulles. La solution s'obtient 
alors par la formule (54). En posant pour plus de simplicité 4, = 0, 
on à 


sin © (— T) À sin ot dt — 








—- [cos (@T— wo ( — T)) — cos (ot + wo (É— T))] dr — 





ME 
| 








mo 
__ À Sin (@T— @p ({—T)) sin (@T—+ @p (é—T)) | 
— 2moy © + ©9 © — O9 t=0 
___ À [ sin Of Sin Of Sin (— @ot) sin @pf | ” 
7 2moo L © + O— O0 © 9 O—@p À 
A , x 
(o sin @gt — @9 Sin œt). (57) 


bé m@o (@ + ©) (© — 0) 


Supposons que la fréquence «w de la force perturbatrice soit proche 
de la fréquence propre ©, de l’oscillateur. Transformons le second 
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membre de (57) d’après la formule 





A . | | 
V= atout ag [00 Sin Go — @9 sin ot + (@ — o) Sin of] — 
A : | 
= © ————— (SIN GOpË — SIN OÙ) + —— —— 5] _ 
m (© + @o) (@— @o) Ge mo (+6 de 
== 2A .. Do — Oo + © , 
EG o) oo 0 2 CU 9 


Pot Fag 57 0% 


et remplaçons approximativement @o<+@ par 200. Il vient 





— À .  O—0Q) A ; 
fs, mm emmener 
VE a Sin — L COS Oot + Po SIn Oo. 


C’est le premier terme (partie principale) qui est le plus intéressant, 


Etant écrit sous la forme 
A .. D—% 


M (t) cos ot, où MO=-T—S sn 5—b, 





il s'interprète comme une oscillation harmonique de fréquence «, 
et d'amplitude lentement variable. Cette dernière varie de 0 à 
Mo= max | M (t)| = #4 (58) 


m@o | © — | 
et a pour période 
— 27 
_ [o—l ” 
Les oscillations de telle espèce sont appelées battements ; leur graphi- 
que est représenté fig. 85. Les battements résultent de l’interfé- 


T 


— = A et nt mt te —— co tt ete ne eme 


mt mms come lé coms mcm mom mme mme mme mue el ete nome eue uns mn noms mue tuent cut oem ous 


Fig. 85 


rence de l’oscillation forcée (56) et de l’oscillation libre, causée par 
la quasi-égalité de leurs amplitudes et fréquences (voir la formule 
(57)). Nous voyons que la période et l’amplitude des battements sont 
toutes les deux en raison inverse de | © — ©, |, c’est-à-dire de la 
différence des fréquences des oscillations libres et de la force pertur- 


batrice. 
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Si l’oscillateur se caractérise par un frottement peu élevé, le pro- 
cessus d'’oscillations débute également par des battements, mais, 
après une période suffisamment prolongée, l’oscillation libre s’amor- 
tit et seule l’oscillation forcée (52) subsiste. Pour À très petit, son 
amplitude est 
A 


À TE OPEL hr 
EEE YO TETE SES — MO RO — — 25 
(k— mo?2)2 + h20? Ve LE VE mo?) + how? 
À ee À ” À 2 À 
TT Tk=mo?| TT mloi—w2|  mio—ol(oo+o) 7 2mop(o—o) ‘ 


En la comparant avec la formule (58), nous voyons que l’amplitude 
des oscillations forcées est deux fois inférieure à celle des battements. 


1 \r 
Era fl TUE UE TTOUEUNEe 
ie [RTRYAGATETR TRUE TA RAA TATRTR TA TR ATATER 


Fig. 86 


Ainsi, leur graphique est tel qu’on le voit sur la figure 86. L’intervalle 
de temps pendant lequel les battements se transforment en oscilla- 
tions purement harmoniques est une période transitoire, et le proces- 
sus lui-même un processus transitoire. 

Si le frottement est nul, alors, dans le cas particulier où © — ©,, 
c’est-à-dire quand la fréquence de la force perturbatrice coïncide avec 
la fréquence propre, la formule (56) cesse d’être juste ; rappelons que 
c’est précisément le cas que nous avons délibérément omis fin $ V.5. 
Utilisons la formule générale (54) en posant pour plus de simplicité 
Lo = 0 : 


t 
y= | sin @o ({ — T) - À Sin @0T AT — 
0 


t 
— _— | [cos © (£ — 27) — cos of] dt — 
0 


__ À ES 


; A 
D 2 SIN Ouf — -—— Ë COS Oo. 


t 
— T Ont = 
a | om 


2MmO) 
Le premier des termes obtenus est l’oscillation harmonique libre dont 
la raison d’être dans notre équation est de satislaire aux conditions 
aux limites nulles. Par contre, le second terme caractérise l’oscilla- 
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tion dont l'amplitude tend de façon linéaire vers l’infini avec le temps. 
Ceci correspond à un phénomène très important dit résonance lors- 
que la fréquence de la force perturbatrice coïncide avec la fréquence 
propre du système. 


Exercices 


Trouver, pour les équations différentielles ci-dessous, les solutions vérifiant 
les conditions initiales imposées : 

14 y"—y=1, y=0, y —=0 pour 1 = 0. 

2. y"+y=t, y=1, y" = 0 pour t=0 


$ 6. Solutions stables et instables 
Commençons par l’équation la plus simple: 


ee — ay (a = const), (59) 


la variable { symbolisant ici le temps. Sa solution générale vicnt immé- 
diatement : 


y =Ce",; (60) 
où C est une constante arbitraire déterminée par la condition initiale 
y (to) = Yo: 


Portant dans (60), on trouve 
yo = Ceñt, c’est-à-dire que C= yoe— to 


et en définitive 
y= port. (64) 


En particulier, quand y, — 0, on a la solution identiquement 
nulle y = 0. Supposons maintenant que la valeur initiale y,, que 
nous avons considérée comme égale à zéro, est en réalité petite mais 
non nulle. Comment la solution se comportera-t-elle dans le temps, 
c'est-à-dire avec la croissance de t{ ? Une telle solution perturbée se 
rapprochera-t-elle ou, au contraire, s’éloignera-t-elle de la solution 
nulle non perturbée ? 

La réponse à ces questions dépend essentiellement du signe du 
coefficient a. Si a << 0, on voit immédiatement de la formule (61) 
qu'avec { croissant les solutions tendent indéfiniment vers zéro, de- 
venant pratiquement nulles pour £ grand. On dit alors que la solution 
non perturbée est asymptotiquement stable par rapport à la variation 
(perturbation) de la condition initiale, ou asymptotiquement stable 
au sens de Liapounov, d’après le nom de A. Liapounov, à qui nous 
devons la première étude systématique de la stabilité des processus. 

Il en sera tout à fait autrement pour a > 0. Avec y, Æ0ett 
croissant, la solution croît indéfiniment en valeur absolue, donc cesse 
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d'être petite même pour y, aussi petit que l’on veut. On dit alors que 
la solution non perturbée est instable. On rencontre l'équation (59) 
avec a > 0 par exemple, en considérant la reproduction des bacté- 
ries dans le bouillon de culture, y désignant la masse des bactéries 
par unité de volume et a l'intensité de la reproduction. Il est clair 
que s’il n'y avait pas une seule bactérie à l'instant initial, il n’en ap- 
pvaraîtrait pas une seule avec le temps. Cet état de choses est toutefois 
instable car l'introduction volontaire ou accidentelle d’un aussi petit 
nombre de bactéries que l’on veut conduit dans le temps à l’envahis- 
sement massif du milieu par les bactéries. 

Un cas intermédiaire a — 0 présente un certain intérêt. Les solu- 
tions seront simplement constantes et, pour un faible écart initial 
de la solution perturbée avec celle non perturbée, la première solu- 
tion restera voisine de la seconde même avec l’augmentation de # 
bien qu'elle ne s'en rapproche pas asymptotiquement (pour £ — oc). 
On dira qu'il y a stabilité non asymptotique de la solution non pertur- 
bée. 

Considérons à présent une équation de forme plus générale : 


of (y). (62) 


[1 n’est pas difficile d’en trouver toutes les solutions stationnaires, 
c'est-à-dire solutions de la forme y — const. À cet effet, il suffit de 


poser dans (62) y = y = const, ce qui donne 


f (y) = 0. (63) 


Ainsi, les solutions stationnaires de l'équation (62) sont les zéros 
de la fonction f (y) du second membre. Examinons de plus près la 
solution y = y pour vérifier si elle est stable. 

Supposons d’abord que la fonction f (y) soit décroissante, tout au 
moins dans un certain voisinage de y = y; alors, si y traverse la va- 


leur y, la fonction f (y) passe des valeurs positives aux valeurs néga- 
tives. Le champ de directions défini par l’équation (62) est schéma- 
tisé fig. 87 (cf. $ 1); en construisant ce champ on tiendra compte de 
ce que les isoclines de l'équation (62) ont pour équation y — const 
(pourquoi?), donc représentent des droites parallèles à l’axe des t 
(fig. 87). Sur la figure 87 en question on voit, en trait gras, la courbe 


intégrale y — y (une droite) traduisant la solution stationnaire non 
perturbée, ainsi que quelques autres courbes intégrales qui résultent 
de la variation de la condition initiale. Il est clair que si y, est peu 


différent de y (par exemple, dans les limites du dessin), la solution 
perturbée se distingue très peu de celle non perturbée même avec la 
croissance de #, et s’en rapproche asymptotiquement quand £ — co. 
Ainsi, la solution non perturbée est ici asymptotiquement stable. 
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Supposons maintenant que la fonction f (y) croît en passant des 
valeurs négatives aux valeurs positives lorsque y traverse y (fig. 88). 
Evidemment, pour tout y, aussi proche que l’on veut de y (mais non 
pas égal à y!), la solution correspondante y (t) s’éloignera avec # crois- 
sant de la solution non perturbée d’une distance finie non petite. 
Cela signifie que dans ce cas la solution stationnaire non perturbée 
est instable. (Vérifier que les critères de stabilité et d’instabilité que 
l’on a déduits pour l’équation (59) peuvent être tirés des critères 
généraux pour l'équation (62).) 

Les critères qu’on vient d'établir peuvent être obtenus d’une autre 
façon, sans faire appel à la géométrie. Développons le second membre 


ÿ y 


RS HN A 


ÿ 2 
Er A A7 NN 
TA es | 
Fig. 87 Fig. 88 


de (62) en une série de puissances autour de y = y : alors, en vertu de 
la condition (63), le développement ne contiendra pas de terme cons- 
tant, et l’on aura 


DEF y) + 
soit L 
IG) $ (y) +, (64) 


en désignant par les points de suspension les termes infiniment petits 
d'ordre supérieur. Soulignons que pour établir la stabilité au sens 
de Liapounov on tient compte du comportement des solutions pertur- 
bées peu différentes de la solution non perturbée, c’est-à-dire qu’on 
ne considère que des valeurs petites de y — y. Aussi le terme pré- 
pondérant dans le second membre de l'équation (64) est justement 
le terme linéaire écrit. En négligeant les infiniment petits d’ordre su- 
périeur, on aboutit à l'équation de la forme (59), où a — f’ (y). A l’ai- 
de des résultats obtenus pour (59), on constate que pour f” (y) < 0 
la solution y — y — 0, c’est-à-dire y — y, est asymptotiquement 
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stable : par contre, si f’ (y) = 0, la solution y — y est instable. Or, 
dans le premier cas, la fonction f (y) décroît (au moins dans le voi- 


sinage de la valeur y — y) et dans le deuxième, elle croît ; ce sont les 
mêmes conclusions qui s'imposent par les considérations géométri- 
ques. Dans le cas particulier où f” (y) — a — 0, on constate la sta- 
bilité non asymptotique de (99), ce qui signifie que des solutions 
proches de la solution non perturbée ne s’en rapprochent ni ne s’en 
éloignent pas. La contribution principale à l'équation complète (64) 
est alors faite par des termes in- 
finiment petits d'ordre supérieur 
qui peuvent tantôt faire tendre 
les solutions perturbées vers la 
solution non perturbée, tantôt les 
en éloigner de façon appréciable. 
Nous n’allons pas entrer dans le 
détail de ce cas particulier. 
Prenons un exemple. Consi- 

dérons le régime thermique s’éta- 
blissant dans un certain volume 
siège d’une réaction chimique 
exothermique avec dégagement de 
chaleur dans le milieu ambiant. 
Du moment que la vitesse de la 
réaction dépend de la tempéra- Fig. 89 
ture 7 dans le volume donné 
(nous prendrons en considération Ia température moyenne 
à l'instant donné t), la vitesse © de dégagement de chaleur 
dans la réaction dépend elle aussi de 7, Q — Q (T). Admettons que 
cette relation soit de la forme indiquée sur la figure 89 et que la vi- 
tesse d'évacuation de la chaleur soit égale à a (T — T,), où a est un 
coefficient de proportionnalité et 7, la température ambiante. Alors, 
pour la capacité calorifique c constante du volume considéré, l’équa- 
tion différentielle définissant le processus prend la forme 

d(cT aT 

DE ee  LQ(T)—a(T— To). (65) 
En vertu de ce qui a été dit plus haut, l’état stationnaire caracté- 
risé par la constance de la température de la réaction est possible 
pour les valeurs de 7 qui font s’annuler le second membre, c’est-à- 
dire lorsque le graphique de Q (T) coupe le graphique de a (T — T;) 
(voir fig. 89). Nous voyons que si la température ambiante T, est 
suifisamment élevée (7, — T, sur notre figure), l’état stationnaire 
est impossible, car le volume recevra plus de chaleur qu'il ne déga- 
gera, si bien qu'il s’échauffera. Dans le cas où la température am- 





biante est faible (7, — T,), deux états stationnaires sont possibles 
avec respectivement la température T, ou 7,. Au voisinage de la va- 
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leur T, le second membre de (65) passe des valeurs positives aux va- 
leurs négatives, donc décroît. Nous avons vu plus haut que cet état est 
stable. On le remarque aussi en examinant la figure 89 ; en effet, si 7 
devient inférieure à 7,, la réaction fournira plus de chaleur qu'il 
n'en sera évacué dans le milieu ambiant, ce qui signifie que le volume 
s'échauffera, et si T devient supérieure à T,, ce sera le contraire et le 
volume se refroidira. On vérifie de manière analogue que la tempé- 


rature stationnaire 7’, sera instable. Ainsi, quand 7, —T',, le déroule- 
ment du processus dépend de la température initiale : si cette dernière 
était inférieure à T,, la température tend avec le temps vers une va- 
leur stationnaire T,, et si elle était supérieure à 7,, la température 
du volume augmentera de façon catastrophique. Ces considérations 
furent mises à la base de la théorie d’explosion thermique élaborée 
en 1927 par N. Sémionov (prix Nobel). 
Passons maintenant à l'équation d'’oscillations libres 


d2y 


min Le ky=0 (m k, k>0) (21) 





admettant comme solution générale 
y = Ciepit + Coepii, (66) 


où p., et p, sont racines de l'équation caractéristique (24) et C, et C; 
des constantes arbitraires déterminées par les conditions initiales. 
Cette équation admet une solution stationnaire y = 0. Nous avons 
vu au $ 3 que toutes les autres solutions tendent vers zéro (de façon 
oscillatoire ou non oscillatoire) avec la croissance de # et que, pour 
cette raison, la solution stationnaire indiquée est asymptotiquement 
stable. On a vu qu’en l’absence de frottement, lorsque k = 0, les 
solutions sont périodiques; c’est pourquoi, lorsque l'écart initial 
et la vitesse initiale sont faibles, la solution reste petite avec l’aug- 
mentation de { sans tendre vers zéro. Donc, en l’absence de frottement, 
la solution stationnaire est stable mais non asymptotiquement sta- 
ble. 

A l’aide des schémas adéquats, on construit de systèmes à un 
degré de liberté décrits par l’équation (21) (y symbolisant l'écart du 
système à l’état stationnaire), pour lesquels k << 0 ou 4 < 0. De 
pareils systèmes peuvent être interprétés comme ayant le frottement 
négatif ou l'élasticité négative. (Voir, par exemple, la description 
de la diode tunnel (MS, $ VIII.16) pour laquelle le système peut 
être identifié à un oscillateur de frottement nul.) On vérifie sans 
peine que la solution stationnaire y = 0 pour tous ces systèmes est 
instable. En effet, on connaît du cours d’algèbre les propriétés des 
racines p., et p, de l'équation quadratique (24): 

k k 
MrP= ——; PiPi— 


m 
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La première égalité montre que si k << 0, l'équation admet ou bien 
au moins une racine réelle positive, ou bien deux racines imaginaires 
conjuguées à partie réelle positive. La seconde égalité montre que 
® si  < 0, les racines sont des signes opposés et qu'il existe donc une 
racine positive. Ainsi, il y a toujours parmi les racines au moins une 
qui est ou bien réelle positive, ou bien imaginaire à partie réelle posi- 
tive. Soit p, cette racine ; le premier terme du second membre de (66) 
devient alors 


CiePit (p, > 0) ou bien CietvFio!t = C'ievt (cos wt + i sin of) (y > 0); 


donc, pour C, aussi petit que l’on veut (c’est-à-dire pour les données 
initiales aussi faibles'que l’on veut), il tend. vers l'infini avec la crois- 
sance de #, ce qui démontre l'instabilité de la solution stationnaire. 


Exercice 


Chercher les solutions stationnaires de l’équation SZ. = y$— 4y et véri- 


fier si elles sont stables. 


Réponses et solutions 
$ 1 


1. Les circonférences x? + y? — C centrées à l’origine des coordonnées. 
2. On doit avoir y” — 0 aux points d’inflexion. En vertu de l'équation (1) 
et de la formule de la dérivée d’une fonction composée ($ IV.1), on a y” — 


= (f(x, y)) = fs (@, y) + fn @ y) y = fk + fyf. L'équation cherchée est 
donc fx + ff = 0. Pour l'équation = 2x4 y, onazx+ y (x + y?)=0. 
$ 2 
2 ex e2 
L'y=e". 5. y=<-($-1) ex, 


2 Y=T. 
3. y—In(r+e). 6. y—27—1—e-2x, 


4, y= Vi+z2. 7. y= ex + + (sin &+ cos 2). 


$S 3 
1. y—2cost. 4, y—et+3e-t 


2. = eltsin2t. 5. y—(t—1)et. 


3. y—e2t Let, 6. y—(5t+1) e-2i, 
$ 4 
4 z——3(i—-2)+1— —3+7, 
t2 
2. T5 — 2. 


16—0317 
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3, x—2t—sin it. 
t 

4: x | (t— 7) e* dr = et, 
— CO 


$ 9 

1 
1. y=— (et+et) —1. 
2. y—t+cost—sint. 


$ 6 
y—=#+ 2 (instables), y—0 (stable). 


CHAPITRE VIII 


COMPLÉMENTS D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES 


Ce chapitre constitue la suite directe du chapitre précédent, dont 
il utilise largement les résultats. 


$ 1. Points singuliers 


Nous avons constaté ($ VII.1) que les courbes intégrales de l’équa- 


tion — f (x, y) ne se coupent pas. Or, cette règle connaît une excep- 


tion importante. En effet, il se peut que pour certaines valeurs de 
x et de y la fonction f (x, y) ne soit pas déterminée. Par exemple, 
Î (æ, y) — . est indéterminée pour x — 0, y — 0. Le point du plan 
en lequel la fonction f (x, y) n’a plus de sens s’appelle point singulier 
de l'équation différentielle = f (a, y). Par un point singulier 
peuvent passer plusieurs courbes intégrales. 

Si f (x, y) est un rapport de deux fonctions élémentaires (par exem- 


ple, de deux polynômes), f (x, y) — ten, ÿ) jes coordonnées du 
point singulier peuvent être obtenues du no d'équations 

P(x, y)—0, | 

b(x, y)=0 


Considérons quelques types de points singuliers que l’on rencontre 
+. dans les applications. 
dy 
1. dx 
avec C conan quelconque. L'ensemble des courbes intégrales repré- 
sente toutes les droites passant par l’origine des coordonnées (fig. 90). 
Ainsi, les courbes intégrales se coupent au point singulier x — 0, 
U —= 
2: À. La solution est y — Czx?. Les courbes intégrales sont 


. Cette équation a pour solution la fonction y — Cx 


des paraboles de sommet à l’origine des coordonnées. Dans ce cas 
toutes les courbes intégrales sont en contact au point singulier x — O, 
y = 0 (fig. 91). 

Dans les deux exemples ci-dessus toutes les courbes intégrales 
ont une direction déterminée. On dit que l’origine est un nœud. 


16* 
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3. [1 y a des points singuliers au voisinage desquels la disposition 
des courbes intégrales est tout autre. Soit _ = — +. Les courbes inté- 


y grales correspondantes ont pour équa- 
tion xy — C. Quand C = 0,on a x—0, 
ou y = 0, c'est-à-dire deux droites pas- 
sant par l’origine des coordonnées. Pour 
C0, les courbes intégrales sont des 
hyperboles. Aïnsi deux courbes inté- 
T grales passent par le point singulier 
x —=0, y — 0 et les autres non. On dit 

que l’origine est un col (fig. 92). 
4. Les QE intégrales de l’équa- 

dy 


Fig. 90 tion da — — " sont des circonférences 


x? + y? = C. Dans ce cas le point sin- 
gulier est entouré par les courbes intégrales (fig. 93). 
On dit alors que l’origine est un centre. 
o. En intégrant l'équation % = = dont le point singulier coïn- 
cide avec l’origine des coordonnées, il est commode de passer en coor- 





Y À 


données polaires p, o d’après les formules z = 0 cos @, y —p sin ®, 
d'où 
dx = cos ® do — p sin @ dp, dy — sin ® dp + p cos æ dy. 
Après substitution dans l'équation et ee des termes sem- 


blables, on aura (vérifiez!) dp = p d, d'où <Æ — dp et p — Ce”. 
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En donnant diverses valeurs à C, on obtient une famille de spirales 
s’enroulant autour de l’origine des coordonnées (fig. 94). On dit que 
l'origine est un foyer. 

Dans les exemples examinés on détermine sans peine la forme des 
courbes intégrales dans le voisinage du point singulier, car les équa- 
tions différentielles se résolvent sans difficulté. Dans des cas plus 





Fig. 93 Fig. 94 


compliqués, on arrive à se faire une idée du caractère du point singu- 
lier en traçant des isoclines. Il y a des procédés plus efficaces que 
nous n’aborderons pas dans cet ouvrage. Tous ils permettent de voir, 
en particulier, que si la condition œ;W, = px est satisfaite, le 
point singulier appartient nécessairement à l’un des types étudiés 
ci-dessus. 





Exercice 
Déterminer le point singulier pour les équations AR : US nn : 
z y dx + à 
dy 2x + y 
dt x <+2y : 


$ 2. Systèmes différentiels 


Jusqu'à présent, on se donnait une équation différentielle ren- 
fermant une fonction inconnue. Or, il y a parfois plusieurs fonctions 
à rechercher, par exemple deux: y (x) et z (x). On doit avoir alors, 
en conséquence, deux équations différentielles. Si ce sont des équa- 
tions du premier ordre (résolues par rapport aux dérivées des fonc- 
tions inconnues), elles se présentent en général sous la forme 


(y 2, 
: (1) 


d 
= (x, y; 2), 
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c’est-à-dire qu'elles forment un système d'équations différentielles 
du premier ordre. 
On passe facilement d’une équation du second ordre 


d?y dy 

Are — (x, y; &) (2) 
avec une fonction inconnue à un système de deux équations du pre- 
mier ordre avec deux fonctions inconnues. Pour cela, on considère 
dy ; ; 1e F 
7 comme une fonction inconnue auxiliaire. En la désignant par z, 
on trouve 


dy à d?y d 2 dz 
dx _‘? dx2 dx ( dx 


.. sn “dx | dx 


Cela permet d'écrire, au lieu de (2), le système 


dz 
= (x, y; z). 


Par analogie, on peut remplacer l'équation du troisième ordre 


d3y dy  d?y 
(x, y; dx 9 + ) 


par un système de trois équations du premier ordre, en posant 
dy d'y  dz 


dx ‘? dx? dx sl 


Le système obtenu s'écrit : 


Avec cette méthode, on passe sans difficulté d’une équation d’or- 
dre quelconque et même des systèmes d'équations d'ordre quelconque 
à un système du premier ordre. Réciproquement, on montre qu'il 
est possible de ramener tout système de nr équations du premier ordre 
avec n fonctions inconnues à une équation d'ordre n renfermant une 
fonction inconnue. Par conséquent, la solution générale d’un tel 
système s'obtient par nr intégrations et comporte donc n constantes 
arbitraires. Il suffit de se fixer n conditions initiales (pour un certain 
x on se donne les valeurs de toutes les fonctions inconnues) pour trou- 
ver ces constantes et, partant, une solution particulière. 
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Prenons, pour plus de simplicité, un système de deux équations 
du premier ordre du type (1). On arrive parfois, même sans résoudre 
le système, à établir la relation existant entre les composantes (c’est-à- 
dire.entre y (x) et z (x)) d’une quelconque de ses solutions particu- 
lières. Une telle relation s'écrit 


H (x, y, z; C) —=0 (3) 


(C étant une constante qui varie selon la solution) et s'appelle l’in- 
tégrale première du système. La connaissance de l’intégrale première 
permet de réduire d’une unité le nombre d'équations du système, 
donc de passer à une équation du premier ordre avec une fonction 
inconnue. Pour cela, on doit exprimer dans (3) l’inconnue z en fonc- 
tion de toutes les autres et porter le résultat dans la première équation 
(1); on obtient alors une équation du premier ordre avec une seule 
fonction inconnue y (x). En intégrant cette équation, c’est-à-dire 
y (x), on obtient z (x) de l’égalité (3) sans intégration. 

De même, la connaissance de deux intégrales premières indépen- 
dantes (c’est-à-dire telles qu'aucune ne résulte de l’autre) 


Hi(x, y, z; C1) —0, | 
H(x, y, z; C2) =0 


fournit sous forme implicite la solution générale du système (1). 
Pour le système de nr équations du premier ordre, la solution générale 
s'obtient avec n intégrales premières indépendantes. 

Parfois, les intégrales premières peuvent être obtenues à partir 
des considérations d'ordre physique qui sont le plus souvent telles 
ou telles lois de conservation. Représentons, par exemple, l’équa- 
tion des oscillations linéaires élastiques unidimensionnelles sans frot- 
tement (voir $ VIL.3) 


dx 
par un système du premier ordre 


dx dv 
De mr —hx. (4) 


Au $ VII.3 nous avons donné l’expression de l'énergie totale d’un 
point oscillant : 


CS G) 


Dans le cas où les oscillations libres se produisent en l'absence de 
frottement, l'énergie doit se conserver. C’est ce qui se produit effec- 
tivement en vertu de (4): 


dE dv dx 
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(ceci est la démonstration mathématique de la loi de conservation 
de l’énergie pour l’exemple donné). On a donc £ — const pour toute 
solution du système (4), ce qui signifie que la formule (5) dans laquelle 
E fait office de constante arbitraire C'est l’intégrale première du sys- 
tème (4). 

Disons pour conclure qu'il est normal que le système contient 
autant d'équations qu’il y a de fonctions inconnues ; on dit alors que 
le système est fermé. Si le nombre d'équations est inférieur à celui 
de fonctions, le système est ouvert (déficient), ce qui signifie le plus 
souvent qu’on a omis d'écrire toutes les relations nécessaires. S'il y a 
plus d'équations que de fonctions inconnues, on dit que le système 
est surabondant. La surabondance d’un système atteste ou bien sa 
dépendance (c’est-à-dire le fait que certaines équations résultent des 
autres et sont donc superîlues), ou bien une erreur commise lors de sa 
formation. 


Exercice 


Soit le système d’équations 
dy dz 


emdraess lre 


Multiplier la première équation par y, la deuxième par z. Additionner les résul- 
tats et trouver l'intégrale première. Quelles conclusions peut-on en tirer sur 
l’allure des solutions particulières quand z — +? 


$ 3. Déterminants. Résolution des systèmes linéaires 
à coefficients constants 
Avant de continuer notre exposé, examinons la notion de déter- 
minant, qui a une importance capitale pour la résolution et la dis- 


cussion des différents systèmes d'équations linéaires. Prenons d’a- 
bord un système de deux équations algébriques du premier degré à 


deux inconnues 
GX + biy = di, 
boy = d | (6) 
Q2 + Ooy = 2. 


En le résolvant (nous laissons au lecteur le soin de le faire), nous obte- 
nons : 


___ d4b2 —bido __ ado — diao 
CE d402 — bya2 ?  G102—b1a2 (7) 


L'expression ab, — b.,a, s'appelle le déterminant du second ordre et 
s'écrit 
a101 


AD | (6) 


G102 — bya2 = 
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où les barres symbolisent le déterminant. En adoptant cette notation, 
on peut récrire les formules (7) 




















dib4 aid: 

__ | dobe ___ |aode 
F7 a1b4 y où a1b4 (9) 

Gobo ao 














Donnons un exemple de calcul du déterminant : 
0 —3 
2 1 
En résolvant de façon analogue le système d'équations 
aix + bay + cz = di, 
Go —+ boy + CoZ = do, (10) 
A3 + bay + C32 — ds 
on aboutit aux formules suivantes : 


—0.1—(—3).2—=0+6—6. 


























dibici aidic4 aibids 
doboCo a2doCo Gobodo 
: pi d3b3c3 azd3C3 _ a3b3d3 (1 1} 
aibic . a401c1 : a1b1c4 ? 
&oboCo &oboCo GoboCo 
asb3c3 a3b3c3 asb3c3 




















dont les numérateurs et les dénominateurs contiennent les détermi- 
nants du troisième ordre calculés par la formule 


a101c1 
GoDoCo = Q10°C3 JS AiCoD3 > bia — biCoG 3 — C1QoD3 = C10»G3. (1 2} 
as03Cs 
Les formules (11) sont parfaitement analogues aux formules (9). 
On a au dénominateur le même déterminant formé des coefficients 
des inconnues (dit déterminant du système). En ce qui concerne les nu- 
mérateurs, ils présentent un déterminant obtenu du déterminant du 
système en substituant à la colonne des coefficients de l’inconnue 
en question la colonne des termes constants. 
Il est possible d'exprimer le déterminant du troisième ordre en 
fonction de ceux du second ordre. Il suffit pour cela de transformer 
l'expression (12) et d'employer la notation (8) 


ai041c4 
GoDoCo —= li (D2C3 — Cod3) = bi (203 — C»Q3) — C1 (a2b3 — ba) = 


a30aC3 
God 


a303 


bc QoC 
—= 4 “ C1 (15) 

















bsC3 dsC3 
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Cette formule permet de calculer la valeur du déterminant, par exem- 
ple : 


1 0 —2 l 
i = _11 
—_11 Sel 2) 2 |+(—2) sal 
24 9 4 2 d: 2 














—1(1.2—5.1)-2(—141—1.3)= 5 +89. 


Il se trouve que les formules du type (9) et (11) restent justes pour 
tout système du premier degré à condition que le nombre d’inconnues 
soit égal au nombre d'équations. Les déterminants du quatrième 
degré sont alors obtenus par analogie avec la formule (13): 


mea baCod G2C2de a2bada aab202 
nus —= (| baC3d3 = b: asC ads + Ci as03d3 où ds asbscs 

Fo b,cid, asc, | abids dibics 
abiCidi 


(examinez de près la structure de l’expression qu'on voit dans le se- 
cond membre). Les déterminants du cinquième ordre s'expriment par 
les déterminants du quatrième ordre, et ainsi de suite. 

En établissant les formules (9) et (11), on suppose que le détermi- 
nant du système figurant au dénominateur n’est pas nul. Dans ce 
cas le système (6) lui-même, ainsi que le système (10), admet une 
solution unique et bien déterminée (il va sans dire qu’on sous-entend 
par là l’ensemble des valeurs de toutes les inconnues). On rencontre 
parfois des systèmes de déterminant nul ; leurs propriétés sont absolu- 
ment différentes. 

Reprenons, pour plus de simplicité, le système (6). Si son déter- 
minant est égal à zéro 








(441 D4 
— 102 — bide = 0, 
do bo 
alors 
di b, 
Q102 — 0102, — —=—— 
102 1423 ao bo ( 


c’est-à-dire que les premiers membres du système sont proportionnels. 
Le système peut, par exemple, avoir la forme 


FR (9 
8x + 12y— do. 


II est clair que si les seconds membres sont choisis arbitrairement, le 
système est incompatible, contradictoire, donc impossible. Ce n’est 
que si les seconds membres se trouvent dans la même proportion que 
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les premiers (ici d, — 4d,) que l’une des équations résulte de l’autre 
et peut donc être supprimée. Il nous reste alors une équation à deux 
inconnues telle que 

2x + 3y = d, 


qui admet une infinité de solutions ; on peut, par exemple, attribuer 
une valeur quelconque à x et rechercher la valeur correspondante de y. 

Cet état de choses est typique. À savoir, si le déterminant du sys- 
tème est nul, il existe une certaine relation entre les premiers membres 
de ce système. Si la même relation relie les seconds membres, le sys- 
tème admet une infinité de solutions, sinon, le système est impossible. 

Un cas particulier important est constitué par le système de nñn 
équations linéaires homogènes (c’est-à-dire sans second membre) à 
n inconnues. Par exemple, si n — 3, le système est 


dix + bay + c1z — 0, 
A2 + boy + c22 = 0, 
3x + bsy + C3Z — 0. 


Un tel système admet naturellement une solution nulle ou triviale 
x = y — 2 —= (0. Bien souvent, il importe de savoir s’il y a d’autres 
solutions (non nulles). La réponse est facile à donner si l’on prend en 
considération l’exposé précédent. En effet, si le déterminant du sys- 
tème est non nul, il n’y a qu'une solution, donc il n’y a pas de solu- 
tions non nulles. Si le déterminant est nul, le système admet une in- 
finité de solutions non nulles, car il ne peut pas être incompatible 
dans les conditions données. Pour obtenir ces solutions, on supprime 
l’une des équations du système, comme on l’a fait pour le système (14). 
Appliquons les résultats obtenus à la résolution d’un système 
d'équations linéaires homogènes à coefficients constants. 
Considérons par exemple le système 


d 
<= dy + b12, 
; (15) 
ie — b,z 
Le — d2y + U2Z, 
OÙ 4, O1, @», 0, sont constants. On cherche ses solutions particulières 
sous la forme 
y = her*, 2e (16) 
où À, u, p sont des constantes inconnues. Substituons-les dans (15), 
éliminons e?* et faisons passer tous les termes à gauche: 
CR un 
a2h+ (b2— p}u—0. 
Ces égalités peuvent être considérées comme formant un système 
de deux équations algébriques homogènes du premier degré à deux 
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inconnues À, u. Pour qu'il y ait une solution non nulle, la seule qui 
nous intéresse en vertu de (16), il faut et il suffit que le déterminant 
du système soit nul: 


— 0. (18) 





di— pP bi | 
d  Dr—p 
C'est l'équation caractéristique du système (15) d’où l’on tire les va- 


leurs possibles de p. On peut la mettre sous une autre forme en expli- 
citant le déterminant : 


p° — (a + 02) p + abs — bias = 0 
(vérifiez!). 

Nous voyons que (18) est du second degré en p; elle a donc deux 
racines P, P2. Si Ces racines sont distinctes, on peut substituer l’une 
quelconque d'elles (p;) dans le système (17), trouver une solution 
non nulle À;, ux et obtenir d’après la formule (16) la solution corres- 
pondante y (x), z (x) de (15). Puisque À, et a, ont été déterminés à 
un facteur commun arbitraire près, multiplions la solution corres- 
pondant à la racine p, par la constante arbitraire C,, et celle corres- 
pondant à la racine p, par C,, et ajoutons les résultats ; on obtient 
la solution générale du système (15) 


y = CihePit LE CohePe, | 
2 = CiaePit + CopseP2r. 


On peut trouver les constantes arbitraires C, et C, de cette expres- 
sion en se donnant, par exemple, des conditions initiales qui sont 
pour le système (15): 


(19) 


pour x = %9, On se fixe y = yo et Z —= Zo. 


Si les racines de (17) sont imaginaires, on conserve la solution (19), 
ou bien on la met sous forme réelle comme il a été fait au $ VII.3. 
Si p1 = p2, alors y et z obtenues forment une combinaison de fonctions 
ePix et xePix (ci. $ VII.3). 


Exercices 
1. Discuter le système d'équations algébriques A } pour diver- 
3x + ay —b 
ses valeurs de a et de b. 
2. Chercher la solution générale du système Pr ÿ; _ — —(6x + 3y. 


$ 4. Position d'équilibre stable au sens 
de Liapounov 


Apparue dès l'Antiquité, la notion de stabilité, faculté d’un objet, 
état ou processus de résister à des sollicitations extérieures impré- 
vues, est actuellement essentielle en physique et technique. Cette 
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notion générale se concrétise de façons différentes, en fonction du type 
de l’objet étudié, de la nature des sollicitations extérieures, etc. 
Nous allons nous occuper de la stabilité au sens de Liapounov, l’une 
des plus importantes, qui a déjà été illustrée d’ailleurs à l’aide de 
quelques exemples élémentaires au $ VII.6. 

Supposons que l’état d’un objet donné soit décrit par un nombre 
fini de paramètres, mettons x et y, de sorte que la variation de cet 
objet dans le temps est définie par deux fonctions x = x (é£), y — y (t) 
(£ est le temps). Représentons la loi de cette variation par un système 
d'équations différentielles 


dx 
= P (x, y); 


D _Q(x, y 


avec les seconds membres donnés ne contenant pas explicitement la 
variable indépendante. Cette dernière condition signifie que la loi 
différentielle d'évolution du processus ne varie pas avec le temps ; 
on dit alors que le processus est autonome. (On a notamment affaire 
à des systèmes autonomes lorsque les équations décrivent tous les 
corps du problème en question, car les lois de la nature ne changent 
pas avec le temps.) 

Supposons que la position d'équilibre de l’objet envisagé (quand 
ce dernier ne varie pas dans le temps) se caractérise par des valeurs 
constantes x = x, et y —= y,; dans ce cas ce système de constantes 
considérées en fonction du temps doit aussi vérifier le système (20). 
En substituant directement ces valeurs dans (20), on voit que, pour 
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit d’avoir simultanément 


P (To Yo) = 0, Q (Los Yo) = (. (21) 


Imaginons qu'à l'instant £,, sous l’effet de facteurs quelconques, 
l’objet a perdu son équilibre, si bien que les paramètres x, y sont deve- 
nus égaux à æ = zo + Atos, Y = Yo + Ayo. Alors, pour déterminer 
sa variation ultérieure, on doit résoudre le système d'équations (20) 
pour les conditions initiales suivantes: 


Z (fo) = Lo + At, Y (£o) = Yo + AYo- (22) 


La position d'équilibre en question est dite stable au sens de Liapou- 
nov si, après s’en être écarté légèrement, l’objet demeure à sa pro- 
ximité. Autrement dit, la résolution du système (20) avec les condi- 
tions initiales (22) exige que, pour Ax, et Ay, petits, les différences 
Az = zx(t) — xo, Ay = y (t) — y, restent petites pour tout £ > 40. 

Pour établir la stabilité, on portera 


(20) 


z = %o + Az, Y = Yo + Ay 
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dans le système (20), ce qui donnera 


LOL P(ro+ AT, Vo AY) = (PijoAz+ (Pi) Ay+ (23) 


OP D Ont A ÿo+ Aÿ) = (Oo Az + (Q)oAY+ 


en notant (Pi)o = Px (to, Yo), et ainsi de suite. Pour transformer les 
seconds membres, on a employé la formule de Taylor ($ IV.6) et les 
formules (21); les points de suspension remplacent les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier. 

Comme, en étudiant la stabilité, on n’envisage que des Ax, Ay pe- 
tits, les termes prépondérants dans les seconds membres du système 
(23) sont les termes linéaires écrits (voir un raisonnement analogue 
au $ VII.6). On peut donc substituer au système (23) un système 
tronqué (système de première approximation) en supprimant les termes 
infiniment petits d'ordre supérieur : 


TO (Pi) Az + (Pi)o AY, (24) 


LOL (05)0 Ar + (Qi) Ay. 


Le système (24) est un système linéaire à coefficients constants, 
dont les solutions s’obtiennent par la méthode décrite au $ 3. Con- 
formément à la formule (19) (dans laquelle on a pourtant employé 
des notations différentes), la solution du système (24) s’obtient sous 
forme de combinaison de fonctions du type e?{ avec p satisfaisant à 
l'équation caractéristique 

Ph—p Ch |. 
(Qx)o (Qy)o— P 

Aux Atos, Ay, petits correspondent alors de faibles valeurs des 
constantes arbitraires C,, C;; il suffit donc de savoir l'allure de la 
fonction e?* quand # croît. Puisque p peut être imaginaire, p = r + 
+ is, et que 











0. (25) 


et — e’t (cos st + à sin st), (26) 


l’accroissement ou l'amortissement de la perturbation est déterminé 
par le signe de p pour p réel et par celui de r pour p imaginaire : si p est 
positif, la perturbation croît, et elle s’amortit dans le cas contraire. 
Nous pouvons maintenant formuler quelques conclusions. Si les racines 
de l'équation caractéristique (25) ont toutes la partie réelle négative 
(elles peuvent être réelles négatives), l’état d'équilibre (x,, y,) est 
stable au sens de Liapounov. De plus, pour Ax,, Ay, faibles, on aura 
x () — zo, y (t) —+ y, quand £ —+ co ; on dit alors (voir $ VII.6) que 
la stabilité est asymptotique. Par contre, s’il y a parmi.les racines de 
(25) au moins une dont la partie réelle est positive, l’état d'équilibre 


est instable au sens de Liapounov. 
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Ces résultats ont été déduits pour le système (24); or, en raison 
de ce qui a été dit plus haut, les mêmes assertions restent nettes pour 
le système complet (23). Notons que l'existence d’une racine double 
de l'équation (25) ne contredit point ces assertions, car, bien que Ia 
solution acquière le facteur #, l’exponentielle ePt pour p << 0 tend 
vers zéro plus rapidement que é tend vers l'infini. 

Les deux conclusions obtenues ne concernent pas le cas où l’équa- 
tion (25) n’admet aucune racine à partie réelle positive tout en admet- 
tant au moins une dont la partie réelle est nulle. On voit alors apparaî- 
tre, dans la solution générale du système (24), des fonctions telles 
que 


est — cos st + i sin st, PES | ou et — 1, 


ce qui signifie physiquement que l’objet oscille (ou reste immobile) 
à proximité de la position d'équilibre sans tendre vers celle-ci. Or, le 
temps étant limité, on voit entrer en jeu les infiniment petits rejetés 
d'ordre supérieur qui peuvent rompre la stabilité. Ainsi, dans le cas 
particulier envisagé, les racines de l’équation (25) ne permettent pas 
de se prononcer sur la nature de l’équilibre ; pour que cela devienne 
possible, on devra s'appuyer sur d’autres considérations, par exemple 
en faisant appel aux termes suivants des développements (23). Nous 
nous abstiendrons d'entreprendre ici une étude pareille : notons sim- 
plement que dans ce cas les faibles perturbations croîtront ou s’amorti- 
ront beaucoup plus lentement, parce que la période de variation de 
la perturbation d’un nombre donné de fois (par exemple, de e fois) 
est inversement proportionnelle à la perturbation ou même d’un or- 
dre de grandeur plus élevé. 


Exercice 


Définir les positions d'équilibre du système 


dx _. 

dt ci VE 
dy 

Pne AR 3 
di y+y 


et discuter leur stabilité. 


$ ». Construction des formules approchées 


Les méthodes de construction des formules approchées servant à 
résoudre les équations différentielles sont sensiblement analogues 
à celles qu’on a exposées au $ I.4 pour les équations « finies ». Pour 
plus de simplicité, nous allons considérer les équations du premier 
ordre bien que les mêmes procédés soient applicables sans restriction 
à des équations d'ordre quelconque et aux systèmes d'équations. 
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Commençons par la méthode d’itérations. Soit une équation diffé- 
rentielle du premier ordre avec la condition initiale 


dy 

=) (x, ” (27) 
y (to) = Yo. 

En prenant l'intégrale des deux membres de l'équation, on a 


x d x 
| dry yo | f(s, vds”), 
donc … ” 


y (&)=yo+ | f(s, y (9) de. (28) 


X0 


L’équation (28) est équivalente aux deux égalités (27) à la fois, 
vu que, après la dérivation, on retrouve la première égalité, et après 
la substitution x — x, la seconde. L'équation (28) est une équation 
intégrale, car la fonction inconnue y figure sous le signe somme. 
Puisqu’elle comprend non seulement la première mais aussi la seconde 
égalité (27), elle n’admet qu’une seule solution, et non pas l’infinité 
comme c’est le cas pour une équation différentielle. 

L’équation (28) se prête bien à la méthode par itérations (com- 
parez avec l’équation ([1.22)) bien que l’inconnue ne soit pas ici un 
nombre mais une jonction. Ayant choisi une certaine fonction y, (x) 
pour l’approximation d'ordre zéro (de manière qu'elle soit le plus 
proche possible de la solution cherchée ; si l’on ne sait rien sur cette 
dernière, on posera par exemple y,(x) = ÿo), on trouve la première 
approximation par la formule 


1 (&)=vo+ | (6, vo (5))ds. 


En portant le résultat dans le second membre de (28), on trouve la 
deuxième approximation, et ainsi de suite; en général, 


x 
Yn+1 (2) = vo+ | f(s, Yn(s))ds (n—0, 1, 2, ...). 
X0 
De même qu’au $ I.4, si le processus itératif converge, c'est-à-dire 
si les approximations successives tendent vers une certaine fonction 


x 


*) Nous employons fréquemment des notations telles que j° (x) dx; 


or, dans le cas donné, une écriture plus nette s'impose nu distingue la borne 
supérieure de Îa variable d’ intégration (voir MS, $ 1.14). 
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limite avec la croissance de n, cette fonction limite vérifie l’équa- 
tion (28). 

Chose curieuse, la méthode itérative appliquée à l’équation (28) 
converge, en tout cas pour tout x suffisamment proche de x,. Ceci 
tient au fait que toute approximation suivante s’obtient par inté- 
gration de l’approximation précédente; or, au fur et à mesure que 
les intégrations se suivent, il se produit généralement le « lissage » 
des fonctions et on voit disparaître peu à peu les imperfections de 
toute nature provenant du choix de l’approximation d'ordre zéro, 
des erreurs d'arrondissement, etc. 

(Au contraire, quand on procède par dérivations successives, les 
fonctions deviennent généralement de moins en moins bonnes, les 
imperfections initiales vont en croissant ; donc, la méthode itérative 
qui serait basée sur les dérivations successives ne donnerait jamais 
de convergence. Voir des raisonnements analogues au $ II.2.) 

Considérons, par exemple, le problème suivant: 


rss 
y (0) = 1. 
Après avoir effectué l'intégration, on obtient 


(23) 


po) 1+ + y (9 de. 
0 


Choisissons en qualité d’approximation d'ordre zéro pour la solu- 
tion demandée, dont nous ne savons encore rien, la fonction y, (x) = 


= 1, qui satistait au moins à la condition initiale. Alors, en écrivant 
les puissances jusqu’à x inclus, on a 


y1 (@=1+r++ À 
p(n=1+ ET (14545) as 


0 
1+rtat Hat tar. | 
po) = 14e tata thatt., 
4 7 
Jr) =1+r+ a+ a+ a+ 


ps) =1+ ta Sat Latt 


(vérifiez!). Les graphiques des approximations successives sont mon- 
trés sur la figure 95, où l’on voit également (en trait pointillé) la 
solution exacte. Nous voyons que le processus converge quand !x l 
sont petits. 


17-0317 
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Pratiquement, on est fixé sur l’approximation convenable en 
comparant les approximations suivantes avec les précédentes. 

Une autre méthode approchée consiste à trouver par dérivation, 
étant donné (27), les valeurs y” (xs), 7” (to), etc., en développant en- 
suite la solution en série de Taylor (voir par exemple MS, $ II.17). 


Y3 (X) 
y , Y2(X) y, (2 
/ 


16 ’ 


(2) 


07 -06 -05 -04 08-001 | 1 02 03 04 05 6 O7 B x 


3 4 


7, (2) SP 


7 
# 


4 05 
(x) 


y(X) 82 
Fig. 95 


Le nombre nécessaire des termes est établi par calcul successif et par 
comparaison avec le degré de précision que l’on s’est fixé. 
Considérons par exemple le problème (29). Par substitution dans 
le second membre de l’équation, on obtient y” (0) — 0? + 1? = 1. 
En dérivant les deux membres, on a y” — 2x + 2yy”, et en substi- 
tuant z — 0, on obtient y” (0) = 2.0 + 2.1.1 = 2. On trouve de 
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y" = 9 _ 2y"? + 2yy"; y"! (O) 2 8 : 
yIV = Gy'y" + 2yy'"'; yIV (0) — 28 


et ainsi de suite. En portant ces valeurs dans la formule de Taylor, 
on à 


y=y(O)+ Os out titre 
+++ Lt. (30) 


Nous venons d’obtenir la même formule que par la méthode d’ap- 
proximations successives. Cette formule n’est valable que pour |x | 
petits ; par exemple, quand x = 1, la série (30) diverge (de même que 
la méthode d'’itérations ci-dessus). On peut montrer que la cause 
en est le contenu du problème envisagé. En effet, considérons la solu- 


tion y! (x) de l’équation e — y? pour la condition initiale y! (0) = 1. 


Du moment que x* + y? > y?, le champ de directions du plan x, 
y qui détermine la solution initiale y (x) est plus incliné que le champ 
de directions déterminant la solution yl(x). Or, y (0) — y: (0); 
cela veut dire que pour x > 0 la courbe y = y (x) passe plus haut 
que la courbe y = y (x). On trouve facilement la solution y! (x) 


en séparant les variables, y! (x) — =. Ainsi y (x) >  — (x > 0). 


Quand x — 1 — 0, le second membre tend vers l'infini ; cela signifie 
que lorsque x croît à partir de 0, la solution y (x) devient également 
infinie pour un certain x = 2, < 1. En faisant le calcul par les mé- 
thodes du $ VIII.7, on trouve que x, (qui dépend de la valeur ini- 
tiale y (0)) est égal à 0,959. Quand x —+ x, — 0, on a x? < y?, donc 
y (x) & La — x). 

A cette méthode est intimement liée la méthode des séries de puis- 
sances à coefficients indéterminés. Elle consiste à rechercher la solu- 
tion de l’équation sous forme d’une série à coefficients inconnus 


y=a+b(x— xs) +c(x — 20) + dr — x) +... 


qu’on obtient en substituant dans l’équation, en égalant les coeffi- 
cients des mêmes puissances et en faisant jouer la condition initiale 
(s’il y en a une). 

Appliquons la méthode des coefficients indéterminés au problème 
(29) étudié ci-dessus. Comme x, = 0, on peut écrire 


y = a + bx + ca? + das +ext +... (31) 


En y portant x — 0, on obtient a — 1 en vertu de la condition ini- 
tiale. Avant de substituer la série (31) dans (29), il est commode de 
développer le second membre de cette équation suivant les puissances 
de y — 1. (Dans le cas général on développe le second membre en série 


17* 
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de Taylor suivant les puissances de x — x,, y — y, d'après la for- 
mule 


Î (x, y) = fo + Gxdo (x — Lo) + (do Y — Yo) + ..., 
où l'indice zéro désigne la substitution x = x4, y = yo.) Il vient 
y = 2? + (y — 1) + AP = 2 +1 +2 (y — 1) + (y — 1}. 
En substituant (31), on a 
b + 2cx + 3dx? + 4eaÿ +... = 1 + 2? + 2 (bx + ca? + da + 
+ ex +...) + (bx + cr? + dat +... .ÿ?. 
Ouvrons les parenthèses dans le second membre, réduisons les termes 
semblables et égalons les coefficients des mêmes puissances de x: 


on aboutit aux relations bd — 1, 2c — 2b, 34 — 1 + 2c + b?, 4e — 
— 24 + 2bc, ..., d'où l’on tire successivement b — 1, c — 1, 
d = _ ,e ... En portant ces valeurs dans (31), on retrouve la 
série (30). 

Pour la résolution d'équations différentielles, on emploie égale- 
ment la méthode du petit paramètre (voir $ I.4). Citons quelques 
exemples. 

Le problème 


f=rin,  y(0=0 (32) 


ne contient pas de paramètre. On peut cependant considérer un pro- 
blème plus général 


qui se ramène à (32) pour & — 0,1. On peut résoudre facilement le 
2 

problème (33) quand & = 0: il vient alors y =. On cherchera 

donc la solution sous forme d’une série de puissances de &, soit 


y= + aout av+aw+ …., (34) 


où u = u(x), v = v(x), etc., sont des fonctions inconnues de x. 
En substituant (34) dans (33) et en multipliant par le dénomina- 
teur, on obtient 


(x + au’ + av’ + oëw" +...) (1 + 2 + oœu + dx + ne : 0. 


œu (0) + œ?v (0) + ...—0, 
c'est-à-dire 


u (0) = 0, v(0) — 0, w(0) —0, ... (36) 
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En ouvrant les parenthèses dans l’expression (35) et en annulant 
les coefficients des puissances de &, on a successivement 


RE , : 
u +2 =0, V +< u"+u=0, 


3 
w' +<v + zuu' + x?v —0, etc., 
d'où, compte tenu des égalités (36), on trouve (vérifiez!) 


xÿ (ee 


ET gw: ?tw 


Appliquant la formule (34), on a donc 


2 _@ 5, T0? 8 TO 11 
V0 LÀ 60 À — "1760 ? Tr... 


En particulier, pour l’équation (32), il vient 


x? x? 7x8 71x11 
VS — 100 À 16000 — 1760000 + 


Cette série converge parfaitement quand | x | 1 et assez bien pour 
LT << 2); 
Prenons un autre exemple : 

y" = sin (xy), y (0) = a. (37) 
À la différence du problème précédent, le paramètre entre dans la 
condition initiale. Quand & — 0, le problème (37) a pour solution 

= 0. C'est pourquoi pour | &« | petits on cherche la solution sous 
la forme 


y = ou + dv + ow +...(u =u(x), v—vi(x), ...). 
(38) 


La substitution z—0 donne : 


u (0) = 1, v(0) — 0, w(0) = 0. (39) 


D'autre part, en portant (38) dans l’équation différentielle (37), 
on obtient, en tenant compte de la série de Taylor pour le sinus, 


au’ + œŒv' + oëw" + ...— 


. (axu + a2rv + axw +...) (aru + œ2rv + a3xw + ...)3 rs 
A 


*) La substitution s— —a@xy, v (s) = —axÿ, que nous proposons de faire 
au lecteur, transforme (33) en une équation sans paramètre. Si l’on prend s = 1, 
les conséquences sont catastrophiques: | dy/dr| — ©. Une intégration numé- 
rique opérée par les méthodes du $ VIII.7 montre que v (1) = 1,087. Pour cette 


raison la série (34) ne peut converger pour x > V 1,087/a; quand & = 0,1, 
le second membre est égal à 2,16. 
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Egalant les coefficients des mêmes puissances de &, on a 


? / ? 
WU =IU, VU AV, W =D ——5—, ... 





Par intégration de ces équations linéaires avec les conditions ini- 
tiales (39), on obtient (vérifiez!) : 
LE 3,2 La 
u=e2 , v—0, = (1 — 2?) —e 4. 
La substitution de ces expressions dans (38) fournit le développement 
de la solution cherchée pour | œ | petits. Ceci étant, plus | x | est 
grand, plus les coefficients sont élevés et, par conséquent, plus l’in- 
tervalle de valeurs de &« admettant la série est restreint. 

Dans des cas plus compliqués, la méthode du petit paramètre 
veut qu’on trouve au moins le premier terme du développement 
contenant le paramètre, car il renseigne sur le comportement de la 
solution pour une faible variation de ce paramètre. 

Soulignons en conclusion qu’en pratique, et c’est surtout vrai 
lorsqu'il s’agit des calculs grossiers, estimatoires, on procède souvent 
à la simplification de l’équation initiale en négligeant les termes rela- 
tivement petits, en substituant aux coefficients lentement variables 
des coefficients constants, etc. Grâce à une pareille simplification, 
on obtient une équation intégrable qui fournit la fonction solution 
approchée de l'équation initiale complète (en tout cas cette fonction 
traduit souvent de façon correcte le comportement de lasolution exacte). 
Après avoir trouvé cette «approximation d’ordre zéro », on par- 
vient quelquefois à apporter les corrections qui tiennent compte de 
la simplification consentie et obtenir donc une « première approxi- 
mation », et ainsi de suite. 

Si l’équation contient des paramètres (par exemple les masses, les 
dimensions linéaires des objets étudiés, etc.), alors pour telle ou telle 
valeur du paramètre tantôt un de ses termes, tantôt un autre devient 
relativement petit, si bien que la simplification sera effectuée de 
façon différente en fonction de la valeur du paramètre. De plus, on 
doit parfois partager en parties l'intervalle de variation de la variable 
indépendante, dont chacune subira sa simplification à elle. 

La simplification décrite est surtout intéressante dans les cas où, 
dès l’établissement de l’équation différentielle, on a déjà fait d’im- 
portantes hypothèses simplificatrices, ainsi que dans les cas où l’on 
ne connaît pas les valeurs proposées de façon suïfisamment précise. 
C'est ainsi que l’on doit supprimer sûrement les termes de l’équation 
inférieurs à l’erreur consentie sur les autres termes. 

Considérons par exemple le problème 


L/4 1 ! 
y Faro Ÿ +0,27 = 0, y(0)=1, y'(0)=0, 0Kxr<2. (40) 
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Puisque le coefficient de y varie lentement, mettons à sa place sa va- 
leur moyenne 


1 


{ 
on z=0, k==1: T=2, k= 750,88 ; 


FH 0,92. 


Négligeons en outre le troisième terme, qui est relativement petit. 
Il vient alors l’équation 


y" + 0,92y = 0 
qui, dans les conditions initiales données, a pour solution 
y —= cos 0,96zx. (41) 


À considérer cette solution approchée, on voit que nous avons raison 
de supprimer le dernier terme de l’équation parce que le rapport du 
troisième terme au deuxième est de l’ordre de 0,27? << 0,2 et que 
la somme des deux premiers termes est donc faible devant le deu- 
xième, c’est-à-dire que le premier et le deuxième terme doivent 
« presque se détruire mutuellement ». 

Apportons une correction pour tenir compte du troisième terme; 
à cet effet, substituons la solution approchée (41) en conservant, au 
lieu du coefficient, sa valeur moyenne: 


y" + 0,92y = —0,2 cos 0,96x. 


Intégrons cette équation par la méthode du $ VII.5. Pour les con- 
ditions initiales données, on obtient 


y —= 0,99 cos 0,967 — 0,08zx sin 0,96x + 0,01 cos 2,88x. 


La différence avec l’approximation d'ordre zéro (41) n’est pas 
grande, si bien que la conclusion portant sur l’importance relative 
des différents termes de l’équation (40) reste entière; par ailleurs, 
le troisième terme de (40) a fait sa contribution dans la solution. 
(Pour tenir compte de l’inconstance du coefficient k, on aurait dû 
remplacer le deuxième terme de (40) par [1,1 + 0,1 (x — 1)1-1y — 


= 2 11 + 0,91 (x —1)1y & 0,9y — 0,08 (x — 1) cos 0,967; or, 


cela ne ferait varier la solution d’une façon quelque peu sensible.) 

Il va sans dire que de pareils raisonnements manquent de rigueur 
(et donnent lieu quelqueïois à des erreurs); à condition de ne pas 
être contraires au bon sens, ils fournissent toutefois (et assez fréquem- 
ment) une solution qui est pratiquement acceptable. 
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Exercices 


1. Appliquer la méthode d’approximations successives pour résoudre le 
problème Ur y, y (0) = 
dx : 


., d ne : 
2. Soit — eXY, y (0) — 0. En calculant les dérivées, développer la 
solution suivant les puissances de x jusqu’à 5. 
3. Soit _—. = y? + @ (x), y (0) — 1. Ecrire les deux premiers termes du 


développement en série de la solution suivant les puissances de «. 


$ 6. Variation adiabatique de la solution 


Considérons une autre méthode approchée importante de résolu- 
tion d'équations différentielles. Prenons une équation linéaire 


zLor—0 (x=r(), œ—=0()), (42) 


où le point au-dessus de la lettre indique la dérivée par rapport au 
temps # et la fonction « (£) est donnée. C’est l'équation définissant 
les oscillations d’un oscillateur dont les paramètres varient avec 
le temps (un pendule de longueur variable, etc.). 

Dans le cas général l’équation (42) ne peut être intégrée par qua- 
dratures et se prête assez mal à la discussion. Or, dans le cas particu- 
lier important où le coefficient & (i) > O0 varie lentement, l'étude 
est possible. On précise alors la notion de variation lente. Soit d’abord 
o — const; alors ($ VII.3) « est la fréquence d'’oscillations libres 
de l’oscillateur et on dispose d’une mesure de temps naturelle, qui 


est la période z de ces oscillations. Convenons de dire qu’une quan- 
tité quelconque p (t) varie lentement ou adiabatiquement si sa varia- 
tion relative pendant cette période est faible, c’est-à-dire si l’on a 


pe | <1?! ou, ce qui revient au même, pl <owlpl. 


Nous nous servirons également de cette définition pour le cas © — 
— @ (ét); le caractère adiabatique de la variation de & signilie que 
[o | &°. 

Si © — const, la solution générale de l’équation (42) s'écrit sous 


la forme 
— C, cos ot + C, sin ot — À sin (@é + Vo), 


où À et , sont des constantes arbitraires. En résumé 


x —= À sin , (43) 
OÙ @ — @t + P,; par conséquent, 
9 _o. (44) 
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Si maintenant © est fonction de { mais varie lentement, il est 
logique d'admettre que dans chaque intervalle de temps très bref 
les oscillations de l’oscillateur sont presque harmoniques de fré- 
quence égale à la valeur actuelle de w, et que la solution de l’équation 
(42) se présente toujours sous la forme (43) et vérifie la condition (44) 
avec À — À (t), © — © (t). De l'expression (44), il vient que @ — 

t 


— | o(t) dt, la borne inférieure constante de cette intégrale étant 


inessentielle. 
Supposons que & et w varient lentement tous les deux. Il en est 


alors de même pour À et A. On tire de (43) 
z=— À sin + À cos p-@, 
x —Asin @ + 2 À cos p-@— À sin p-@?+ À cos DO, 
et, en substituant dans (40), on obtient 
À sin o+ 24 cos p-©-+ A cos p.06 —0. (45) 


Le premier terme étant par hypothèse infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport au deuxième, il faut que le deuxième et le troi- 
sième terme.se détruisent mutuellemeñt. Après élimination de cos ®, 
on trouve 


nr dA do dA , d 
2A0 + Ao — 0, c'est-à-dire 2 @+ 40, a r L 


d’où par intégration 2 In À + In © — In C, A?°o — C. Nous voyons 
donc que, conformément aux hypothèses admises, l’amplitude des 
oscillations varie en raison inverse de la racine carrée de la fréquence 
propre actuelle. 

Il va sans dire qu’en réalité l’expression A? n’est pas constante, 
puisque nous avons négligé dans (45) le terme d'ordre supérieur de 
petitesse. Cette expression varie avec le temps, mais la rapidité de 
sa variation est d’un ordre de petitesse supérieur à la rapidité rela- 
tive de variation de la fréquence propre. On dit que A? est un inva- 
riant adiabatique. 

On retrouve le même résultat en se basant sur des considérations 


D 


énergétiques. L'énergie de l’oscillateur (voir formule (9)) est égale à 
mv? kx2 M3 
E=——+—--- (à +0), 
d’où, en dérivant et en faisant appel à l’équation (42), on tire pour 
m — Const: 


ES (222+ 2007 + 201) = moox?. (46) 
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Si © et © varient lentement, les coefficients de x? dans les seconds 
membres restent quasi constants pendant la période considérée, c’est-à- 


dire pendant l'intervalle de temps , et on peut donc effectuer leur 
moyenne _ cet intervalle. Compte tenu de la formule sin’ eo + 


+ Po) = + — cos 2 (oi + p),ona T2 = + A’ et, de même, cu = 
= Latas. On a donc, après la”prise de la moyenne, 
E—-mo?4, Ë—— mooA? (47) 


{comme Æ varie lentement, nous avons de nouveau remplacé Æ par 


FE). Il s'ensuit que = = — In E —=In w +In C,, E = Co, c'est-à- 


dire que l'énergie de l’oscillateur est directement proportionnelle 
à la valeur instantanée de sa fréquence propre. En portant ce résultat 


dans la première égalité (47), on obtient C;o — - mow?4?, donc 
oA? = — const, comme plus haut. 


Il est à noter que la proportionnalité obtenue Æ © © s’interprète 
facilement sous l’angle de la mécanique quantique. En effet, l’éner- 


—27 LT — 


gie d’un quantum étant égale à 2nño, où à & 10 est la cons- 


tante de Planck réduite, l’énergie de l’oscillateur au bin niveau 
(n = 1, 2,3, ...) est 2nñon. Si la fréquence w varie lentement, 
l’oscillateur occupe toujours le même niveau, nr — const, d’où la 
proportionnalité £ © ©. (Voir l’article de P. Paradoksov « Comment 
la mécanique quantique aide à comprendre les résultats de la méca- 
nique classique », Soviet Physics Uspekhi, 89, n° 4, (1966).) 
Passons maintenant à un autre cas particulier important, lors- 


que o est lentement variable mais que w ne l’est pas. Reprenons l’équa- 
tion (42) avec © — ©, + à sin kt, où | &« |  w, et la constante kÆ 
est de même ordre que w,. Dans ce cas, si l’on veut prendre la moyen- 
ne dans le second membre de (46), il convient de transformer d’abord 
ce dernier par la formule 


moahk cos kt- A? E — _ cos 2 (@ot + po) | — 


1 


—- moak A? cos kt — _ moxhk A? cos [(200 + k) t + 20] — 


— 
pr 


” _ moahkA? cos [(205 — k) t + 2]. 


Deux cas sont alors à considérer : si 4 =£ 26), la valeur moyenne du 
second membre, comme valeur moyenne de la somme d’harmoniques 


purs, est égale à zéro, E — 0, et Æ est un invariant adiabatique. 
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Par contre, si k — 2,, le dernier terme du second membre devient 
constant, d’où l’on tire, après la mise en moyenne, E — 
= — - mo,a20,4? cos (2p,) — —«x cos (2p,) E, c'est-à-dire E — 
— (Ce-a cos (2po)-t 

Ainsi, l'énergie de l’oscillateur considéré, de même que l’ampli- 
tude d’oscillations, croît ou s’amortit exponentiellement avec le 
temps en fonction du signe de cos 2,4. Ce phénomène, qui rappelle 
la résonance ($ VII.5) et qui est dû à la variation périodique des para- 
mètres de l’oscillateur, porte le nom de résonance paramétrique (dans 
le mouvement d’une balançoire). 


$ 7. Résolution numérique d'équations différentielles 


Il arrive souvent que la solution ne péut être exprimée à l’aide 
d'aucune formule, ni de façon exacte, ni même avec une approxima- 
tion suffisante. On procède alors à la résolution numérique, qui con- 
siste à représenter la solution particulière cherchée sous forme d’une 
table (pour des valeurs concrètes des paramètres si l'énoncé du pro- 
blème en comporte). Le principe de la résolution numérique d’une 
équation différentielle est très simple et découle immédiatement 


de la signification de la dérivée. 

Soit donnée l'équation de la forme _ — f (x, y) avec la condi- 
tion initiale y = y, pour x = x,. En portant les valeurs x,, y, dans 
la fonction f (x, y), on obtient la valeur de la dérivée en x,: 


dy 
dx X—=XQ 


= j (to, Yo)- 
D'où, en admettant que Ax est petit, il vient 


d 
y (to + Az) = y (24) = ya = yo + Ay = yo += . Az — 


X—X0 
— Uo + Î (Zo: Yo) j Az. 


Faisons, pour alléger l'écriture, f (xs, Yo) = fo; le résultat précé- 
dent s’écrit alors comme suit : 


Yi = Yo + Jo° Az. (48) 


Maintenant, en prenant le point (x,, y,) comme point de départ, 
on cherche de la même façon y, — y (22), où x, — x, + Ax. De cette 
manière on calcule successivement, pas à pas, les valeurs de y pour 
diverses valeurs de x. C’est la méthode d'Euler. 

Il va sans dire que les valeurs de y obtenues par cette méthode 
ne sont pas exactes mais approximatives. En effet, il est clair que 

dy 


la dérivée +. ne reste pas constante entre x = xç et x — x,. Donc, en 
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employant la formule (48), on commet une erreur sur y, et d'autant 
plus importante que Ax est plus grand. 

Plus exactement, du moment que le second membre de (48) re- 
présente la somme des deux premiers termes du développement de 
y (to + Ax) suivant les puissances de Ax, l'erreur de la formule (48) 
est de l’ordre de (Ax)?, donc ne dépasse pas a (Ax)?, où a varie selon 
le type de la fonction jf (x, y). 

On demande, étant donné la condition initiale y (to) — yo, de 
trouver la solution pour x = x, + L avec L grand, ce qui fait qu’en 
posant dans la formule (48) Ax — ! on commettrait une erreur colos- 
sale. Pour calculer y (x, + L), décomposons l'intervalle de x = x, 
à x — x, +len n intervalles partiels égaux, de sorte que la longueur 


de chacun d'eux soit Ax=+ . Pour obtenir y (x, + L), on fera n 


pas en calculant successivement y (to+<), y (20 + 2) Re 


…., Y (Go + D). _ 
À chaque pas on commet une erreur de l’ordre de a (+) , Ce qui 
2 2 
fait qu'après n pas l’erreur est de l’ordre de a (+) h—= e . Par con- 
séquent, l'erreur propre à la méthode d’Euler est inversement pro- 
portionnelle au nombre de pas. Pour la précision donnée &, le nombre n 


2 
de pas qu’on doit faire est une quantité de l’ordre de . Il est clair 


que plus le nombre de pas est grand, plus l’erreur sera petite, donc 
plus précise la valeur obtenue de y (x, + L). Or, l’erreur ne décroît 
que très lentement avec l'augmentation du nombre de pas. C’est 
pourquoi, afin de réaliser la précision que l’on s’est donnée, on est 
parfois amené à faire un très grand nombre de pas. 

Nous dirons que la valeur approchée de y fournie par la formule (48) 
est la première approximation (yr), de sorte que yr = ÿo + foAt. 
Pour avoir la deuxième approximation, plus précise, prenons la moyen- 
ne arithmétique de la dérivée aux deux extrémités de l’intervalle, 
en calculant la dérivée à la fin de l'intervalle à l’aide de la première 
approximation y. On obtient ainsi 

dy 


4 d 
Yrr = Yo + (+ 


X—X0 dx 
U—U0 


) Ax, 
x=xp—+Ax 
U=UT 








ou. 
Uri = Yo + (Xo: Yo) + f (to + Az, yr)l Ax = 
= yo+ + of (ro+ Az, ÿo+ foA2)] Az. 


On montre que la valeur y est entachée d’une erreur de l’ordre 
de b (Ax}$, où b est une constante qui dépend du type de la fonction 
f(x, y). Aussi, l'erreur totale que l’on aura commise en effectuant n 
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: " L \$ bI3 
pas pour calculer y (x, +1) est égale à e—b (—) n=—7, et que 


le nombre » de pas qu'il faut faire pour assurer la précision désirée & 
bl3 | 
est de l’ordre de Va Dans ce cas l’erreur est inversement pro- 


portionnelle au carré du nombre de pas, c’est-à-dire qu’elle décroît 
beaucoup plus vite avec l’augmentation de ce dernier que pour la 
première approximation yr. 

Notons cependant que, pour trouver yrr, on doit à chaque pas 
calculer f (x, y) deux fois, tandis que, pour obtenir yr, on ne calcule 
à chaque pas qu'une seule valeur de f (x, y). En effet, si l’on emploie 
la méthode d’Euler, on commence le calcul au point (x,, Yo) ; on trouve 
yr (ti) = Yo + fo*Ax, puis on calcule f (x,, yr (x;)) et l’on fait le 
pas suivant. 

Par contre, s’il s’agit de trouver la deuxième approximation, on 
commence par Calculer yr (x) = yo + fo*Ax, après quoi on déter- 
mine f (t1, yr (x)) et 


= [ (Go: Yo) + f (xs, yr (xi))]. 


Ceci fait, on calcule yrr (1) = Yo + fo-Ax et, finalement, f (x, 
yrr (t1)). On peut faire le pas suivant tant qu’on n’a pas effectué 
toutes les opérations décrites. On effectue en fait un double calcul 
vu qu’à chaque pas on améliore la valeur de f (x, y) en la remplaçant 
par la valeur f(x, y) plus précise. 

En règle générale, c’est le calcul des valeurs de f (x, y) qui exige 
le maximum d'efforts (les autres opérations, telles que multiplication 
par Ax, addition, sont plus rapides), si bien que le volume du double 
calcul pour nr pas est égal au volume du calcul de yr pour 2n pas. 
Mais si l’on exige une précision très poussée, c’est-à-dire si e est très 
faible, le schéma décrit est toutefois à préférer, car 2 ARE & 7 si 
est petit. 

Ce schéma de calcul présente encore un avantage : il permet de 
contrôler facilement les calculs et le choix de Ax ou le pas. En effet, 
le calcul n’est jugé bon que si les valeurs f(x, y) et f(x, y) dif- 
fèrent peu. 

Considérons un exemple. Soit y solution de l'équation y” — 
— x? — y? avec la condition initiale y — O0 pour x — —1. Trouvons 
la valeur de la solution pour x — 0. Employons la méthode du double 
calcul, en prenant le pas Ax — 0,1. 

Mettons les résultats sous forme d’une table (voir Tableau 5). 
La deuxième et la troisième colonne présentent les résultats inter- 
médiaires (nombre entre parenthèses), et au-dessous les valeurs obte- 
nues par le second calcul. Dans la dernière colonne on voit les valeurs 
de y avec quatre décimales sûres. Si on les compare à celles obtenues 
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par calcul, on se rend compte que toutes les valeurs sont exactes à 
la troisième décimale près. 


Tableau 5 


| Vexact 





—1,0 0,0000 1 ,0000 0,0000 
(0,1000) (0,8000) 0,9000 

—0,9 0,0900 0,8019 0,0900 
(0,1702) (0,6410) 0, 7064 

—0,8 0,1606 0,6142 0,1607 
(0,2220) (0,4407) 0,5274 

—0,7 0,2133 0,4 0,2135 
(0,2577) (0, 2936) 0,3690 

— 0,6 0,2502 0,2974 0,2504 
(0,2799) (0,1717) 0,2345 

—0,5 0,2736 0,175 0,2738 
(0,29141) (0,0753) 0,1252 

04 0,2861 0,0782 0,2862 
(0,2939) (0,0036) 0,0409 

—_ 0,3 0,2902 0,005 0,2902 
(0,2908) (—0,0446) —0,0194 

—0,2 0, 2883 — 0, 0699 0,2882 
(0,2840) (—0,0706) —0,0568 

—0,1 0,2826 — 0,069 0,2823 
(0,2756) (—0,0760) — 0,0730 

0,0 0,2753 —0,0758 0,2749 


Les techniques de double calcul sont améliorées dans les méthodes 
de Runge-Kutta et de Milne très employées de nos jours (on en trouve 
la description dans les cours de méthodes numériques). On utilise 
également la méthode d'Adams faisant appel aux différences finies 
($ IL.1). Nous allons en donner une variante légèrement simplifiée 
(dans cette méthode on s’arrête habituellement aux différences troi- 
sièmes, mais nous nous bornerons aux deuxièmes). On se base sur la 
formule de Newton (II.5) appliquée à la dérivée de la solution cher- 
chée y” (x), en prenant # — { au lieu de £: 

, , , h—s dEyp 41 h—s h—s 
y Gui + (8, 1) + (1), 


S—=L— Xp-1. 











Intégrant cette égalité de x = xy à x = %2x441, C'est-à-dire de s = À 
à s — 2h, on obtient (vérifiez!) 
xh+1 


ss) 


LU , ’ hk La 
y'(x) dt = ya —Yr =yhh + y 1 HO Y'a h 
2 


Xp 
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c’est-à-dire 
’ 4 ’ 5 ’ 
YaH = Ur + (ui+ 8 1 + 70 vi-1) h. (49) 
2 


Cette formule s'applique comme suit. D'abord on trouve les valeurs 
Yi = Y(xo +h) et y = y (xo + 2h) par une méthode quelconque 
(par exemple à l’aide de la formule de Taylor, comme au $ 5, ou 
bien par double calcul). Ensuite on calcule les valeurs correspondantes 


yo = f (To, Yo); yi=J (Xi; y) =f (to +, y1): ya —=f (t, Yo); 
à l’aide desquelles on obtient 


Ôy'1 —=yi— Vos OU, 1 —=Y2— Vis Oyi—OY, 1 — O1. 
Ex 2 2 2 


En posant dans (49) &—2, on calcule y,; il vient ensuite 


y3 — f (ts, Us), Ôyoa = ys—y2, Oy2— y, 1 — O7, 1. 
2 | 2 2 
Puis, en faisant 4 — 3 dans (49), on trouve y,, ce qui permet d’obte- 
nir y, = f (XZ4, Ya), et ainsi de suite. 
On agira avec une prudence toute particulière dans les cas où la 
fonction inconnue a la tendance de croître indéfiniment. Soit donnée 
7 . dy 2 ,e ._…,e 
par exemple l’équation Jr — y" avec la condition initiale y = 1 
quand æz — 1. 


La solution exacte vient immédiatement. En effet, = ax, 


y x 
d'où (##= | dx ou 1 + — 2x — À, ce qui donne y =". Ilest 


clair que y croît indéfiniment avec x tendant vers 2. Si l’on avait en- 
trepris de résoudre cette équation par une méthode numérique, on 
aurait certes obtenu même pour x — 2 un y bien déterminé quoique 
peut-être très grand. 

Si nous avons pu trouver la valeur x — 2 de l’argument au voisi- 
nage de laquelle la solution croît indéfiniment, c'est parce que la 
solution cherchée s’est laissée expliciter. Or, c’est impossible pour 
de nombreuses équations. Comment faire alors pour obtenir la va- 
leur de x au voisinage de laquelle la solution croît indéfiniment? 

Comment procéder, par exemple, dans le cas de l'équation de 
Riccati 


= p(x)-ÿ + (2), (50) 


qui ne peut être résolue avec exactitude quand œ (x) et 1% (x) sont 
arbitraires *)? 


*) L’équation A s'obtient de (50) pour (x) = 1, (x) = 0. 
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| | ; { 
Introduisons une nouvelle fonction inconnue 2e Alors, 


pour la valeur de x qui nous intéresse, on a z2—0. Remarquons 
dz 4 dy 





Qué ne Divisant l'équation (44) par —y?, on obtient 
À dy (x) dz 
= —op(o) LL, où = —p(2)— 2 (2). 


Résolvons numériquement cette dernière équation: on obtient 
x pour lequel z = 0. 

Les méthodes citées peuvent être facilement étendues au cas de 
systèmes différentiels. Montrons-le sur l'exemple d’un système de 
deux équations 


dy 

Hi =1(&;, y; z), 

d 

= (x, y; z). ] 


Soient données les conditions initiales y — yo, z — Zo pour & = à. 
Posons f(Zo, Yos 20) = for ® (To: Yos Zo) — Po. Alors la première 
approximation est 


Yyr (ai) = Yi (to + At) = ys + fo *Ax, 
21 (tn) = 21 (to + At) = 29 + Po'Ax. 


Pour obtenir la deuxième approximation, on trouve, à partir de la 
première, les valeurs de la dérivée à l'extrémité de l'intervalle, c’est-à- 
dire poùr æ = Zo + At; on a 





dy un | 
dx on Ur; Z); 
dz 

dx dc (to + Âx, yr, Zr). 





Prenons ensuite les moyennes 


F 1 = { 
f=- (fo+h); P = 5 (Po + pi). 
On a en deuxième approximation 


Uri = Yo +f:Az, ZIt — 20 + p.Az. 


Enfin, après avoir obtenu yrr et 11, recalculons les valeurs des 
dérivées pour z—= 2% + Az: 





dy 

Mt pe Pr z 

dx |x=xp+Ax fu Ft o+ À s ÜUII: Zxt), 
dz 

AE: is — Ax Zrr). 
dx |x=—xo+Ax Pri P (zo + » Ur It) 
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Comme on l’a vu au $ 2, il est possible de ramener une équation 
d'ordre 2 (ou d’ordre supérieur) à un système d'équations du premier 
ordre. Aussi les méthodes de résolution numérique exposées ci-dessus 
conviennent-elles pour les équations d'ordre supérieur à 1. 

Signalons un cas particulier. Soit l’équation 


d 
= p(r, t). (51) 


À la différence du cas général de l’équation du second ordre, son se- 


cond membre *) ne contient pas = 
L'’équation (51) admet une solution sous forme analytique dans 
les deux cas suivants. 
4. Le second membre (x, t) ne dépend pas de x. (45) devient 
2 
alors = (6), d'où LE @(é) dt; par une nouvelle intégra- 
tion, on trouve x (it). 
- 2. Le second membre ne dépend pas de #, c’est-à-dire (45) 


2 
devient = p (a). Posons dans ce cas =. Il vient 
dx dv dv dx du 1 d(v?) 


RE ns: CS (re en 
primer ———— OO 


Hd «dé dt de À de * 








d'où | 
222 | px) de, == 2 Î ox) dx. 


C'est une équation à variables séparables. 
Dans le cas où le second membre dépend à la fois de x et de £, 
on ne peut cependant appliquer aucune de ces méthodes, si bien qu’on 


est obligé de résoudre l'équation numériquement. Posons tout d’abord 


ce vet substituons à (51) un système d’équations du premier ordre 


dt 
dx LL 
M” 52 
d 


La particularité du système (52) est que le second membre de la 
première équation ne contient pas x et celui de la deuxième ne con- 
tient pas v. Cela facilite grandement les calculs. 


*) Une équation de cette espèce décrit par exemple le mouvement d’un 
corps sollicité par une force fonction de la position du corps et du temps, le 
frottement étant nul. 


18—0317 
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Soient données les conditions initiales x = xs, _ = V = Vo 
pour & = t,. Choisissons le pas Af ou, autrement dit, cherchons les 
valeurs de la solution pour les valeurs suivantes de l'argument: 
= Lo + Aë, Lo — Lo + AA, La — Lo —- 3At, etc. 

On dira que les valeurs to, ti, to, ta, . . . Sont entières et les valeurs 
li» Lifos C9» + . . demi-entières. Calculons les valeurs de v — = 
pour les valeurs demi-entières de l’argument, et les valeurs de x 
pour ses valeurs entières. On opère dans l’ordre suivant. Connais- 
sant x et vo, on trouve w1,, par la formule 


At 
V1/a = Vo + Po° 5 à 


OÙ Po—P(To to). Puis on détermine 
Li = Lo + V12° At, Pa = P (t1, t1) et Vire = Vie + Pi «At. 
Ensuite le cycle se renouvelle: 
Ta Li Vip AË, Pom Po, de), Vaio = Viiye + Pa Ab, 


et ainsi de suite. 
Le tableau suivant présente les résultats des calculs d’une façon 


claire. 
Tableau 6 


P1 —P (x, t1) 


Pa —P (ra, ta) 


P3 





Ainsi, en passant par exemple de x, à x,, on utilise la valeur vu, 
de la dérivée, qui correspond au milieu de l'intervalle. La précision 
obtenue avec ce procédé est de ce fait de l’ordre de la deuxième ap- 
proximation de la méthode ordinaire. (L'erreur par pas est de l’ordre 
de (At}5.) De cette façon, pour un volume de calcul égal à celui en 
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première approximation, nous obtenons une précision plus élevée 
grâce à un schéma de calcul judicieux. 

Soulignons encore une fois que si un schéma pareil est possible, 
on le doit aux propriétés mentionnées du système (52). 


Exercices 


14. Former la table des valeurs de la fonction y — e* en résolvant numéri- 
quement l'équation y’ = y avec la condition initiale y — 1 pour x = 0. 

Chercher les valeurs de’ex pour x = 0,1; 0,2; 0,8; etc., c’est-à-dire de 0,1 
en 0,1, jusqu’à x — 1. Calculer en première approximation avec quatre déci- 
males. Prendre ensuite le pas Az = 0,05 et procéder par double calcul. Com- 
parer les résultats obtenus aux données de Ia table. 

2. Soit y (x) solution de l'équation # — 1?Ly? avec la condition initiale 
y = 0,5 pour x = 0. On demande de trouver y (0,5). 

Procéder par deux méthodes: 

a) calculer en première approximation avec le pas Ax — 0,025; 

b) calculer en deuxième approximation avec le pas Ax — 0,05. Comparer 
les résultats *). 

3. Un corps de masse m se déplace sous l’effet de la force f (#) = at (8 — 6), 
la résistance du milieu étant proportionnelle à la vitesse (4 coefficient de pro- 





portionnalité). 
Soit v — 0 la vitesse à l'instant initial. Etablir l'équation différentielle 
et chercher sa solution numérique en posant m = 10 g, a = SET 0" 205: 
s4 
k — 1 . Quelle sera la vitesse du corps 1,5 seconde après le commencement du 
mouvement ? 


Indication. Opérer par double calcul avec trois décimales, pour 
At = 0,05. 
4. Former la table des valeurs de la fonction y = sin x en résolvant numé- 


riquement l'équation y” + y = 0 avec les conditions initiales y = 0, % — 1 


pour x = 0. Chercher les valeurs correspondant à x = 0,1 ; 0,2; 0,3, etc., c’est-à- 
dire de 0,1 en 0,1, jusqu’à x — 1. Opérer par double calcul avec le pas Az — 
— 0,1. Comparer Îles résultats aux données de la table. Calculer avec trois 
décimales. 
2 
5. Former la table des valeurs de la solution de l'équation 2e = Lt + x 


7e Lie d 
avec les conditions initiales x = 0, _ = 1 pour t = 0. Prendre les valeurs de t 


de 0 à 0,5. Calculer avec le pas At = 0,1 pour les valeurs demi-entières de l’argu- 
ment à trois décimales. 


$ 8. Problèmes aux limites 


La solution générale d’une équation différentielle d'ordre n 
comporte z constantes arbitraires, c’est-à-dire qu’elle est de n degrés 
de liberté (voir $ IV.8). Pour isoler de la solution générale une solu- 


*) Les équations différentielles des problèmes 2 et 5 ne peuvent être résolues 
analytiquement. 
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tion particulière, nous imposions des conditions initiales qui permet- 
tent de se fixer la fonction inconnue et ses dérivées pour la valeur don- 
née de l’argument. Cela est surtout naturel lorsque la variable indé- 
pendante est le temps, c’est-à-dire quand on étudie le déroulement 
d’un processus quelconque : les conditions initiales sont alors appe- 
lées à décrire mathématiquement l’état initial de ce processus. C’est 
précisément pour cette raison qu’on étend les appellations conditions 
(ou valeurs) initiales, problème de conditions initiales aux cas où la 
variable indépendante revêt une signification physique différente. 
Il y a cependant des problèmes qui se posent autrement : par exemple, 
on se fixe la fonction cherchée pour deux valeurs « cruciales », d’égale 
importance, de la variable indépendante. Aïnsi, lorsqu'on étudie 
l’écart y (x) d’une corde aux extrémités immobiles x = a et x = b, 
la fonction inconnue doit satisfaire aux conditions y (a) — 0, y (b) — 
— 0. Des problèmes pratiques offrent d’autres méthodes permettant 
d'isoler une solution particulière de la solution générale, qui ont 
toutes une propriété commune suivante : le nombre d'’égalités sup- 
plémentaires imposées à la solution cherchée doit être égal au nombre 
de degrés de liberté de la solution générale de l’équation considérée, 
donc à l’ordre de cette équation. 
Nous allons résoudre par la suite l'équation 


y +p(a)y +aq(x)y = f(x) (a <x< b) (93) 
pour les conditions supplémentaires 
y (a) = œ, y (b) = 3, (54) 


bien que toutes les conclusions générales qu’on a obtenues soient ap- 
plicables aux équations différentielles linéaires d'ordre r quelcon- 
que pour les conditions supplémentaires linéaires de forme quelcon- 
que. Les conditions du type (54) imposées aux extrémités de l’inter- 
valle qui sert à construire la solution sont dites conditions aux limites 
et le problème consistant à résoudre l’équation différentielle de ma- 
nière à satisfaire aux conditions aux limites imposées est appelé 
problème aux limites. 

Nous avons vu au chapitre VIT ($ 2, 3 et 5) que la solution géné- 
rale de l’équation linéaire non homogène (53) a la forme suivante: 


y = Y (x) + Cia (x) + Coys (x); (55) 


Y (x) est solution particulière de l’équation (53), y, et y, deux solu- 
tions indépendantes de l'équation homogène correspondante: C; 
et C, des constantes arbitraires. Substituant la formule (55) dans 
les conditions (54), on obtient deux relations permettant de déter- 
miner C, et C:: 

Ciyi (a) + Caya (a) = — Y (a), | (56) 


Cuya (b) +- Cayo (6) = da — Y (D). 
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En résolvant ce système de deux équations algébriques du pre- 
mier degré à deux inconnues, deux cas peuvent se présenter (voir $ 3). 

1° Cas général: le déterminant du système est non nul. 
Le système (56) admet alors une solution bien déterminée, et l’équa- 
tion (53) pour les conditions (54) possède donc une”solution et une 
seule quels que soient le terme non homogène f (x) et les quantités 
Œy Et Ho. 

2° Cas particulier: le déterminant du système est nul. 
Dans ce cas le système (56) est généralement incompatible, mais, 
pour certains seconds membres, il admet une infinité de solutions. 
Par conséquent, quand la fonction f (x) et les quantités &,, &, sont 
choisies arbitrairement, l'équation (53) pour les conditions (54) 
n’admet en règle générale aucune solution ; cependant, pour certains 
de ces choix, le problème est susceptible d’une infinité de solutions. 
Par exemple, on peut vérifier que si f (x) et «, sont déjà choisis, on 
n'aura l’infinité de solutions que pour une seule valeur de &, alors 
qu'avec toute autre valeur le système sera impossible. 

Soulignons que cette classification est fonction des premiers mem- 
bres de (53) et des conditions (54). 

Conformément au $ 3, pour que l’on ait le cas général, il faut et 
il suffit que le problème homogène correspondant (avec f (x) = 0, 
y = &2 —= 0) n’ait que la solution nulle. Dans le cas particulier, le 
problème homogène admet une infinité de solutions, et si le problème 
homogène possède au moins une solution, on peut obtenir la solution 
générale en ajoutant à cette solution particulière la solution générale 
du problème homogène associé. 

Pour le problème avec conditions initiales (dit problème de Cau- 
chy), c’est le cas général qui a lieu, car une pareille solution existe 
toujours et est unique. Pour un problème aux limites, on peut ren- 
contrer aussi le cas particulier. 

Prenons un exemple : 


J+y=0  (0Sr<T),  y(0)=a, y(5+)—0. 


Comme on l’a vu au $ VII.3, la solution générale de cette équation 
a la forme 
y = C;,cos x + C,sin x. (57) 
Substituant les conditions aux limites, on a 
C _— Xi C; — Œo. 
Donc, pour «&,, &«, arbitraires on a une solution bien déterminée 


y = &y COS x + @ Sin tx. 
C’est le cas général. 
Pour le problème 


J +y=0 (0OLKx<r), y(0) =, y(n)=u (58) 
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la substitution des conditions aux limites dans la même solution gé- 
nérale (57) donne 
Cd, ==, So Cr ==. 
Ainsi, si.@, = —@, le problème (58) n’a pas de solution. Si «, — 
— —@,, la solution est 
y = à, cos æ + C, sin x 


avec C, parfaitement arbitraire ; on a donc une infinité de solutions. 
C'est le cas particulier. 
Considérons enfin le problème à paramètre À — const 


J +Ay = f(x) (0<Kx<K1), y(0) =, y()=x, (59) 


en posant d’abord À > 0. L’équation différentielle homogène cor- 
respondante aura pour solutions indépendantes les fonctions y, (x) — 


— COS Vhx, yo (x) = sin V x, et le déterminant du système (56) 


est égal à 
y1(0) y2 (0) 1 0 
Yy1(l) y2() ” |cos VA sin VAI — sin VAL. 


En l'identifiant à zéro, on obtient les valeurs 


nm \2 2x \2 3x \2 
(5 CE (EP co 
pour lesquelles le problème (59) donne lieu au cas particulier: ou 
bien la solution n'existe pas, ou bien elle n’est pas unique. 

L'ensemble des valeurs du paramètre figurant dans l'énoncé du 
problème, pour lesquelles ce dernier dégénère dans un sens ou dans 
un autre (il perd certaines propriétés essentielles et en acquiert d’au- 
tres, absolument différentes), est appelé le spectre de ce problème. 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que, pour À < O0, le pro- 
blème (59) donne lieu toujours au cas général et que les valeurs (60) 
représentent donc son spectre complet. 

Le spectre (60) du problème (59) peut être obtenu par une méthode 
équivalente bien que légèrement différente. Comme on l’a déjà dit, 
le cas particulier d’un problème aux limites se caractérise par le fait 
que le problème homogène correspondant 


y +y=0, y(0)=0, y(=0 
peut avoir une solution non nulle. La solution générale de cette équa- 
tion différentielle a la forme 


y=Cicos VX Ab sin Vÿaz=C(Dcosÿ Az+sinV kx), 


en notant C—C, D= . En faisant intervenir les conditions aux 
Ce 














limites, on a 


C(Dcos VrO+sin YA0)=0, C(Dcos Vhl+sin Y A1) —0. 
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Nous voyons que la constante C demeure arbitraire, alors que, pour 
déterminer deux constantes D et À, nous avons deux équations 


Dcos VAO+sin YVÿA0O=0, Dcos Vhl+sin VAI=0, 
d'où l’on tire 
D=0, sin VAI=0, Vhl=kn (k=1, 2, ...), 
en retrouvant les mêmes valeurs (60) de À. 
Le résultat obtenu permet une application intéressante à l’étude 
de la stabilité d’une tige élastique que l’on comprime. [Imaginons une 


tige élastique! homogène (constante d’un point à l’autre) confondue 
avec l’axe des x et soumise à une force comprimante P parallèle à cet 


} U # 
ÿ d 





Fig. 96 


axe; les deux extrémités de la tige restent sur l’axe des x maïs peu- 
vent tourner librement en leurs points de fixation (fig. 96,a). Alors, 
dès que la force a atteint une certaine valeur critique P4,, la tige s’in- 
fléchit en prenant la position représentée sur la figure 96,6. Si l’on 
désigne par y l'écart transversal d’un point de la tige à sa position 
initiale, alors, comme on le démontre dans les cours de résistance des 
matériaux, la fonction y (x) vérifie avec une bonne précision l’équa- 
tion différentielle et les conditions aux limites suivantes: 


f+-y=0, y(0)=y()=0; (61) 


ici £ et J sont respectivement le « module de Young » du matériau 
et le « moment d'inertie » de la section transversale de la tige. Comme 
on peut le voir de (60), le problème (62), pour 


R<(t) e 


donne lieu au cas général, c’est-à-dire que son unique solution est nul- 
le: il n’y a pas de déplacement. Lorsque, avec la croissance de P, 
l'inégalité (62) devient égalité, on voit survenir le cas particulier, et 
le problème (61) admet, en plus de la solution nulle, la solution de la 
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forme y — C sin = 
ne maintient plus la tige en position rectiligne, si bien que de faibles 
efforts extérieurs *) peuvent déterminer des écarts finis à cette posi- 
tion: la tige perd la stabilité. L'expression définissant Per 


PE) (&) 


a été déduite par L. Euler en 1757. IL peut sembler que la tige doit 
reprendre sa position initiale quand P >> P,,. Or, iln’en est rien. 
L'équation (61) ne décrit de façon précise la déformation de la tige 
qu’à la limite, quand les écarts sont faibles ; par ailleurs, la considé- 
ration d’une équation plus précise, qui soit vraie pour tout écart 
(cette équation est non linéaire), montre que, lorsque P passe par P,,, 
on voit apparaître, en plus de la forme rectiligne instable d'équilibre, 
une forme incurvée, qui, elle, est stable. Avec la croissance de P Ia 
courbure de cette forme s’accentue, et la tige se brise. 

Pour résoudre l'équation non homogène aux conditions homogènes 
aux limites 


x, où C est une constante arbitraire. Aucune force 


ÿ'+p(x)y +q(x)y=f(x) (aKxz<b), | (63) 


dans le cas général (non particulier), on peut appliquer la fonction de 
Green ($ VI.2), car il est clair que lors de l’addition des seconds mem- 
bres les solutions s’additionnent elles aussi. Conformément au $ VI.2, 
si l’on désigne par G (x; Ë) la solution du problème (63) où la fonc- 
tion f (x) est remplacée par la fonction delta Ô (x — E), alors, pour 
une fonction f (x) arbitraire, la solution du problème (63) s'obtient 


par la formule 
b 


(= | 10 Ge; Ed. (64) 
Prenons un exemple élémentaire. On demande de résoudre le 


problème 
y" = f(x) (0<zx<1), y(0) = y(t) = 0. (65) 
Si on remplace f (x) par Ô (x — Ë), alors, pour0O Kr <ËetE << 
< 1, il vient simplement y” = 0, d’où la solution 
y=ar+b (0LKx<Ë), y=cr+d E<zx< Ii), 


avec a, b, c, d des constantes quelconques. Par application des con- 
ditions aux limites, on a b — 0 et cl + d — 0, donc, 


y — ax (OL x < Ë), 
y=c(r—l) (E<z<). 


*) Il s’agit d'efforts extérieurs tendant à écarter la tige de sa position 
rectiligne ; ce peut être par exemple une petite force perpendiculaire à la tige. 


(66) 
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En intégrant l'égalité y” — Ô (x — Ë)dez — E— Oàx — EE +O, 
on a y’ (E + 0) — y’ (£ — 0) = 1; on aurait eu d’ailleurs le même 
résultat pour le premier membre de l'équation (63), vu que l’inté- 
grale d’une fonction finie prise sur un intervalle de longueur nulle 
est égale à zéro. En intégrant une seconde fois la fonction delta on 
obtient déjà une fonction continue, si bien que y (£ — 0) — y (£ + 0), 
et l’on tire de (66) c — a = 1, 
aë = c(E — 1), d’où 


Lane ë 


a — I + 


Portant ces valeurs dans (66), 
on obtient la fonction de Green 
pour notre problème : 


G(x;Ë)= 





TS <<). 


Cette fonction est représentée Fig. 97 

sur la figure 97 ; ilest facile de voir 

qu'elle ne difière de la fonction du $ VI.2 que par le facteur cons- 
tant — #. En vertu de la formule (64), la solution du problème 
(65) pour une fonction f (x) arbitraire est 


l x o 
v= | Ge: DO) (GC; DO d+ | Cr: Dr (Ed 
0 0 0 





X 


x l 
l— x 
= 5% | 556 + À QE (6) dE. 
0 e 
Exercices 
1. Etablir le spectre du problème aux limites y” + Ày — 0, y (0) = 0, 
y" (1) = 0. 


2. Trouver la solution du problème y” + y = f (x), y (0) = 0, y (x/2) —0 
à l’aide de la fonction de Green. 


$ 9. Couche limite 


Il arrive fréquemment que l'équation différentielle étudiée, ou 
bien le système de telles équations, contient un ou plusieurs para- 
mètres susceptibles de prendre diverses valeurs constantes. Considé- 
rons, pour plus de simplicité, une équation du premier ordre 


D f(x, y; 9) (67) 


(À le paramètre) pour certaines conditions initiales x = +, y = Yo. 
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Supposons que le point (xo, yo) ne soit pas un point singulier 
($ 1), ce qui signifie que, dans les conditions données, l'équation (67) 
a une seule solution. La signification géométrique de (67) ($ VII.) 
entraîne alors que si son second membre dépend de À d’une façon 
continue, le champ de directions varie peu pour À variant faiblement 
et que, pour cette raison, la solution y (x; À) dépend aussi de À 
d’une façon continue. 

Or, le paramètre figure parfois dans l'équation différentielle de 
façon que, pour certaines valeurs de ce paramètre, l’ordre de l’équa- 
tion diminue, c’est-à-dire que 
l'équation dégénère. De nouvelles 
circonstances surgissent alors, que 
nous allons illustrer à l’aide d’un 
exemple. 

Considérons le problème 


My +y=0, ylx-0 — 1 (68) 


qui a pour solution y — e-*/A, 
Pour À —0 il y a dégénéres- 
cence (pourquoi ?). Voyons ce 
que devient la solution quand 
zx >0 et À— +0; ce cas est 
montré fig. 98. À la limite, 
l'équation (68) se transforme en 
égalité y — 0, mais nous voyons 
que pour À petit la solution ne 
devient pas proche de zéro immédiatement avec x — 0, mais à 
partir d’une certaine valeur x — h. L'’intervalle 0 <x<h, qui 
porte le nom de couche limite, permet le passage de la valeur ini- 
tiale (68), égale à l’unité, à une valeur voisine de zéro. La largeur de 
la couche limite est conventionnelle, car la solution ne devient 
exactement nulle en aucun point. Si l’on admet par exemple que la 
largeur de la couche limite est égale à x — h, ce qui fait diminuer la 
solution de e fois par rapport à la valeur initiale, on aura 





Fig. 98 


ent, ha, 
€ 

ce qui signifie que la largeur de la couche limite dans le problème 

(68) est simplement égale à À. 

Cette valeur caractérise la vitesse d’une tranche du fluide en cas 
de glissement d’une lame mince dans le fluide immobile. x est alors 
la distance de la lame comptée suivant la normale, la vitesse est por- 
tée sur l’axe des et le paramètre À est proportionnel à la viscosité 
du fluide. Il se trouve que, dans les équations définissant le mouve- 
ment d’un fluide visqueux (un système d'équations aux dérivées par- 
tielles), le coefficient de viscosité est le facteur de la dérivée d'ordre 
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le plus élevé, de la même façon que dans le problème typique (68). 
Un fluide visqueux adhère à la lame de façon que la tranche entraf- 
née par la lame est d’autant plus mince que la viscosité est moins 
élevée: cela résulte aussi, par ailleurs, des considérations d'ordre 
physique. A la limite, lorsque la viscosité est nulle (fluide parfait), 
la lame glisse sans entraîner le fluide, si bien que la vitesse de celui- 
ci reste nulle jusque sur la surface de la lame. 

Si À — —0, la solution qui en résulte (montrée sur la fig. 98 en 
trait pointillé) tend vers l'infini pour tout x >> 0. Ce cas est moins 
intéressant. 


Exercice 


Que devient la solution du problème Ày — y = 1, y (—1) = y (1) = 0 
quand À —> +0? 


$ 10. Similitude 


Deux ou plusieurs phénomènes physiques, chimiques, techniques, 
sociologiques, etc. sont dits semblables s'ils ne diffèrent que par leur 
échelle. Par exemple, les processus de variation du courant dans un 


JA À A 





Fig. 99 


circuit obéissant aux lois illustrées sur les deux figures 99 sont sem- 
blables : dans les deux cas, pendant une certaine période, l'intensité 
du courant croît uniformément à partir de zéro, puis reste constante 
pendant une même période, pour tomber ensuite brusquement à zéro. 
Aiïnsi, si l’on prend pour temps caractéristique t. (considéré comme 
temps de référence) la période d’accroissement du courant et pour 
courant caractéristique j. le courant maximal, si l’on compte le 
temps à partir du début de ladite période et si l’on note 


tte, j = jo}: 
t et j désignant ici le temps et le courant sans dimension), la loi 


( 

j (t) représentée fig. 100 sera la même pour les deux processus. 
Notons que, géométriquement parlant, les graphiques de la figu- 

re 99 ne sont certes pas semblables, car leurs angles ne sont pas égaux 

chacun à chacun et les longueurs ne sont point proportionnelles. Or, 
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si nous portons sur les axes des quantités de dimension différente, les 
angles et les longueurs des segments non parallèles aux axes de 
coordonnées ne doivent pas nous intéresser. Par exemple, aux termes 
de la géométrie analytique, la distance d’un point quelconque de la 


fig. 99 à l’origine des coordonnées est égale à V/ #? + j?, expression 
qui n’a cependant aucun sens du point de vue de la dimension et ne 
peut donc jamais avoir lieu. 
Si j (é) sont semblables, il doit en être d’autres fonctions telles 
t 


que | j (t) dt définissant la quantité d'électricité transportée en 


fonction du temps, RÀj? traduisant la relation entre la puissance du 
courant et le temps, et ainsi de 
suite. [Imaginons à présent que le 
circuit est équipé d’un dispositif 
qui se met en marche quand l’in- 
tensité du courant atteint une cer- 
taine valeur j,; le fonctionnement 
d’un tel] dispositif obéit à la fonc- 
tion e (j — jo), où e est la fonction 
unité ($ VI. 3). Il est clair qu'en 
général, la similitude ne s’étendra 
Fig. 100 pas au cas de ce dispositif. Ainsi, 
au lieu de parler de la similitude 
des phénomènes en général, on parlera de leur similitude relative- 
ment à telle ou telle de leurs caractéristiques. 

Comment déterminer si deux phénomènes sont semblables ou 
non? Si les caractéristiques en question s’obtiennent en résolvant 
certaines équations, il faut voir si l’on peut effectuer les transforma- 
tions linéaires des grandeurs y figurant (c’est-à-dire réaliser les subs- 
titutions du type x — ax + b,, ce qui équivaut à changer l’échelle 
et l’origine) de manière à rendre les équations identiques dans les 
deux cas. Bien sûr, s’il s’agit d'équations différentielles, les condi- 
tions initiales doivent coïncider par la transformation, car elles sont 
nécessaires pour la résolution. Il existe un procédé équivalent : 
si l’on réussit à ramener par transformations linéaires les équations 
définissant les deux phénomènes à une même forme « canonique », 
les phénomènes sont semblables. 

En qualité d'exemple, considérons les oscillations forcées d’un 
oscillateur linéaire de frottement nul ($ VII.5), qui ont pour équa- 
tion 





d?x 
dt2 


et pour conditions initiales 





+ kx = À sin w! (69) 


m 


dx 


| =0. (70) 


T li—0 — Lo; 
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Ce problème a cinq paramètres : m, k, À, ©, x,. Pour savoir quelles 
combinaisons de ces paramètres assurent la similitude d’oscillations, 
prenons 4/o et x, = 0 comme temps et longueur caractéristiques et 


4 4 on D: Ld # Q e. 
notons £ — SZ = Lot. Après avoir passé en variables sans dimen- 


sion ?, x et effectué quelques transformations simples, on obtient 
l'équation différentielle et les conditions initiales sous la forme 





d2x k — TT dx 
de mor * — rmo2 Siné, x 0 = 1, F4  —. (71) 
De cette facon, si les valeurs 
k A | 
Les Be Le 


sont les mêmes pour les deux oscillateurs, les problèmes (71) seront 
identiques eux aussi et les oscillations correspondantes seront sem- 
blables. On s’assure sans peine que les grandeurs J, et Z, n’ont pas 
de dimension. (En appliquant les résultats du $ VII.5, on déduit 
facilement les formules 7, — o/wo?, 1, — ziipr/to, ©9 étant la 
fréquence propre de l’oscillateur et xir- l'amplitude d'’oscilla- 
tions de la masse libre m sous l’action de la force À sin wt). Les gran- 
deurs sans dimension dont la coïncidence assure la similitude des 
phénomènes sont appelées les critères de similitude. On a donc deux 
critères de similitude (72) dans le problème considéré, dont Z, seul 
est déterminé par les paramètres de l'oscillateur, puisque la coïnci- 
dence de JZ, peut être assurée par le choix des conditions initiales. 
{Dans ce qui précède, on a omis le cas où x, — 0. Nous laissons au 
lecteur le soin de vérifier que dans ce cas il ne reste qu’un seul critère 
de similitude Z,.) 

La solution du problème « canonique » (71) se présente sous la 
forme x = @(#; Z,, 12), où la fonction concrète s'obtient facile- 
ment par la méthode décrite au $ VII.5. Revenant aux variables 
initiales, on obtient la loi d’oscillations 
k À ) 


T = Lo (or ; PAU. rue 


Dans bien des cas, on établit les critères de similitude en partant 
directement de la dimension. Prenons dans le problème précédent, 
en qualité de dimensions principales, la masse M, le temps 7 et 
la longueur L. Alors les paramètres du problème auront pour dimen- 
sions [ml = M, [k] = MT, (AI = MTL, [ol = Ti, [x] = L 
(vérifiez!). On ne forme avec ces paramètres qu’une seule combinai- 
son qui soit sans dimension et qui ne contienne pas de valeurs ini- 
tiales : c’est précisément J;. (Il est vrai que les grandeurs Z?, 11/2, etc. 
sont aussi sans dimension, mais elles ne pourront fournir aucun autre 
critère de similitude indépendant.) Une combinaison sans dimension 
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qui tient compte des valeurs initiales est Z,. Il est facile de vérifier — 
nous en laissons le soin au lecteur — qu'on peut mettre toute combi- 
naison sans dimension du type m°k°A°œüxr° sous la forme J?I!, 
ce qui signifie que le problème n’a aucun critère de similitude qui 
soit indépendant de J, et de Z,. 

Considérons encore un exemple. Imaginons une boule de masse 
m suspendue à un fil de longueur / qui oscille avec la fréquence w, 
l’élongation maximale étant «&. On néglige la résistance de l’air, la 
masse du fil et Les autres facteurs qui compliquent les calculs. On con- 
çoit qu'une seule relation existe entre les paramètres indiqués et 
l'accélération de la pesanteur g: par exemple, pour m, !, g et « 
quelconques, wv se définit de façon unique. Ecrivons les dimensions de 
tous les paramètres : [ml — M, [] = L, [v] = T-1, [a] =1, [gl = LT'2. 
Ici l’on aura comme système complet de critères sans dimensions S — 
— [v?g"let &; puisque ces grandeurs doivent bien être liées par une 
relation, S$ ne dépend que de «, d’où 


SU2= JMavg—W2— f(a), c'est-à-dire que v=— A f(œ). (73) 


La fonction f («) s'obtient soit numériquement, par intégration 
de l’équation différentielle correspondante, soit empiriquement, en 
mesurant v pour les valeurs données des autres paramètres. Puisque 
S se définit en fonction de &, le problème proposé n’a qu’un seul cri- 
tère de similitude, soit «. 

On vient d'obtenir d'importants renseignements sur les oscilla- 
tions à partir de simples notions de la dimension. Bien sûr, ce ne sont 
que des exemples élémentaires d’application de la théorie de la simi- 
litude et de la dimension, qui est aujourd’hui largement employée 
en physique. Citons plusieurs ouvrages traitant de cette théorie et 
de ses applications: P. W. Bridgman, Dimensional Analysis, 1932 ; 
L. Sédov, Méthodes de similitude et de dimension en mécanique, 
Ed. « Naouka », 1967 (éd. russe); D. Frank-Kaménetski, Diffusion 
et transport de chaleur en cinétique chimique, Ed. « Naouka», 
1967 (éd. russe). À partir d’un certain niveau, la théorie mathéma- 
tique s’unit ici à la physique et se développe de façons différentes 
dans les différentes branches de la physique. 

La similitude de phénomènes est à la base de la simulation qui 
permet d'étudier un objet quelconque au travers son modèle sembla- 
ble dans le sens indiqué. Par exemple, pour savoir avec quelle fré- 
quence oscillera un pendule sur la Lune pour & donné, on peut mesu- 
rer la fréquence pour le même « dans les conditions terrestres, puis la 
recalculer par la formule 


sv =1/ &.7/ 8 
iv) #2: D ? 


qui résulte de la relation (73). 
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Réponses et solutions 


$ 1 
Col; nœud; centre. 


$ 2 
2 2 
yy' + 22! = y + 7, = 2dx, d'où y? + z? = Ce*, On voit 
y 


que pour x > œ toutes les solutions particulières (sauf la solution nulle) devien- 
nent infinies, et pour z — — elles tendent vers zéro. 


$ 3 ; . : 
1. Si a - 6, le système a une seule solution. Si a = 6, b -Æ 9, le système 
est incompatible. Si a = 6, b — 9, le système a une infinité de solutions: 


3—t 
2 —— 
2. pi1=1, A = 1, Li = 3; P2e = 6, Ào — 1, Uo= —2; x = Cet + Cet, 

y = 3Cet — 2Coest. 


J 


(pour t quelconque). 





T—=1l, y = 





$ 4 
Au Roue (0, 0) l'équilibre est stable, aux points (14, —1) et (—1, 1) il 
est instable. 
$ 5 
x? x 
1. yo(x)=1; p(r)=t+z; pa)=t+rtss p)=ttit + 
3 
+ 3 : ... On obtient à la limite la solution exacte y—=e* développée en 


série suivant les puissances de x. 
2 x5 
2. Hd Fra ce + … 


1 22 (6— 8x + 3x2) 


d. VTT GO a+... 


$ 7 


1. Citons les résultats des calculs en première et deuxième approximations 
et les valeurs exactes: 


Es | UT | VIT | Vexact 


0,0 1 ,0000 1 ,0000 1,0000 
0,1 1 ,1000 1,1051 1,1052 
0,2 1,2100 1 ,2212 1,2214 
0,3 1,3310 1 ,3496 1 ,3499 
0,4 1 ,4641 1,4915 1,4918 
0,5 1,6105 1 ,6483 1 ,6487 
0,6 1,7716 1,8216 1,8221 
0,7 1 ,9488 20131 2,0138 
0,8 2,1437 2, 2248 2,2255 
0,9 2,3581 2,4587 2,4596 
1,0 2,5939 2,7172 2,7183 
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2. Par la première méthode y (0,5) = 0,7081, par la deuxième 0,7161. 


3. L'équation différentielle est de la forme _ — 0,5 & (20 — 5) — 0,2 v. 


| < : cm 
Une seconde et demie après la mise en marche la vitesse est 9,682 a 


4. Citons les résultats des calculs et les valeurs exactes: 


x 0,0 0,14 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
Yapproché 0,000 0,100 0,199 0,296 0,390 0,480 0,565 0,645 0,718 0,784 0,842 
Yexact 0,000 0,100 0,199 0,296 0,389 0,479 0,565 0,644 0,717 0,783 0,842 
5. Voici la table des valeurs de la solution: 
+ 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
z 0,000 0,100 0,204 0,305 0,412 0,525 


$ 8 
14. Soit À >0. Alors y (x) =cos VA z, ya(x)=sin VA zet le déterminant 
du système analogue à (55) est égal à 


y1 (0) yo (0) 1 0 — . 
_ =. .|= VA L. 
y (D y DIT = VA sin Var VAcos VX! VA cos VA 
Le spectre se détermine alors par l'égalité cos WA I=0, c'est-à-dire que 


= —1\2 n2 
VAI = +, je CPE 4, 2, ...). Si AO, alors y (x)= 


=eViate, Yo (=e Val x , le déterminant est 

1 1 PRE 
donc non nul. Quand L = 0), on a y1— 1, y2—7x, le déterminant est k 115 l 
— cos Esinx (0<xr<E), 











ll 








2. Dans le problème proposé G (x ; ne (E se ÉLA ) Pour 
5 )- 


cette raison la solution se présente comme ceci: 


cos £f (6) dé. 


8 2 | a 


X 
y = —COS Z | sin Éf (£) dé —sin x 
0 








S 9 
La solution est de la forme 
D LS 
: eVi pe Vi 
Er re 
e VX Le VA 
Quand À —+ O0, elle tend vers la solution d2 l'équation dégénérée, donc vers 
y = —1À pour tout x compris entre —1 et 1. ans le voisinage des deux extré- 


mités apparaît une couche limite dont la largeur pour À —+ 0 est asymptotique- 
ment égale à VA. 


CHAPITRE IX 


VECTEURS 


En physique, on rencontre souvent les vecteurs, c’est-à-dire les 
orandeurs qui se caractérisent non seulement par leur valeur numé- 
rique mais aussi par leur sens et leur direction. Citons, parmi les 
vecteurs, le segment reliant l’origine des coordonnées à un point 
donné, la vitesse du mouvement d’un point matériel, la force agissant 
sur un Corps. 

Si le corps se déplace suivant une ligne déterminée, par exemple 
sur un tronçon rectiligne de la voie ferrée, sa position peut être défi- 
nie par la distance à un point donné de cette ligne. Le mouvement le 
long d’une ligne n’est possible que dans deux sens qu’on distingue en 
affectant l’un du signe plus et l’autre du signe moins. 

Dans le cas où le corps se déplace dans un plan (ou dans l’espace) 
sa distance à un point donné ne suffit pas à définir la position du corps 
à l’instant donné, il faut encore que la ligne reliant le corps à ce 
point (origine des coordonnées) soit orientée. De même, pour défi- 
nir la vitesse d’un corps, on doit indiquer sa valeur et sa direction. 
Les grandeurs orientées sont appelées vecteurs. À la différence des 
vecteurs les grandeurs dépourvues d'orientation qui se définissent 
complètement par leur valeur numérique dans le système de mesure 
choisi sont dites scalaires: ce sont par exemple la masse d’un corps, 
son énergie, sa température en un point quelconque. Tant qu'on 
n’avait pas affaire aux vecteurs, on n’avait pas besoin d'introduire 
le terme de scalaire. 

Les vecteurs peuvent être considérés dans l’espace à trois dimen- 
sions ou bien dans le plan (qui est l’« espace à deux dimensions »). 

Faisant abstraction de l'orientation de la grandeur vectorielle, 
on peut utiliser son module. Le module est un scalaire positif qui a la 
dimension de la grandeur considérée. Par exemple, le module de 
la force orientée F de 5 N est égal à 5 N et se note | F| = 5 N (ou 
F =.5 N). 

On dit que deux vecteurs sont égaux ou équipollents s'ils ont les 
mêmes modules, même direction et même sens. Cela signifie qu'on 
peut amener tout vecteur par translation (c’est-à-dire parallèlement 


19—0317 
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à lui-même) en n'importe quel point sans que ce vecteur change, 
c'est-à-dire que son origine peut coïncider avec tout point voulu. 
Ainsi, définir un vecteur revient à définir son module et son orien- 
tation. 

En géométrie le vecteur est représenté par un segment de droite 
muni d’une flèche. Pour le faire, on doit convenir de l'échelle, en 
disant par exemple que la force de 1 N est figurée par un segment de 
3 cm. Seule la grandeur vectorielle ayant pour dimension la longueur 
peut être représentée sans cette convention, c’est-à-dire à l'échelle 
{ : 1. Aussi peut-on dire d’un vecteur translation que, porté à partir du 
point À de l’espace, il atteindra le point B, tandis que pour un vec- 
teur force cette assertion n’aura pas de sens. 


$ 1. Opérations linéaires sur les vecteurs 


Les opérations linéaires effectuées sur les vecteurs sont l’addition 
des vecteurs (et la soustraction, qui est son inverse) et la multiplica- 
tion d’un vecteur par un scalaire. (La somme d’un vecteur et d’un 





Fig. 101 Fig. 102 


scalaire n’a pas plus de sens que celle de secondes et de centimètres.) 
La grandeur qu’on obtient ne sera vectorielle que si ces opérations 
sont effectuées d’après les règles suivantes. 

Deux vecteurs s'additionnent d’après la règle du parallélogramme. 
Cette règle qui nous est familière de l’école est illustrée sur la fig. 101. 
Naturellement, pour obtenir la somme, il suffit de construire un seul 
des triangles montrés. On en déduit sans peine la règle d’addition 
de plusieurs vecteurs: sur la figure 102 


OB=a+b, OC=0B+ce—=atb+te, OD=0È+d—=a+b+et+d. 


(Dans l’espace tridimensionnel les vecteurs a, b, ec, d ne seront pas 
nécessairement dans un même plan!) De cette façon, nous représen- 
tons la somme de plusieurs vecteurs par le segment qui ferme la ligne 
brisée dont les côtés sont les vecteurs termes; ce vecteur résultant 
est mené de l’origine du premier vecteur vers l’extrémité du dernier. 
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ee 

En inversant le sens du vecteur OD (fig. 102), on obtient un résul- 
tat intéressant. Si les vecteurs forment un polygone fermé, c’est-à- 
dire si chaque vecteur suivant à pour origine l’extrémité du vecteur 
précédent, de sorte que l’extrémité du dernier coïncide avec l’origine 
du premier, la somme de ces vecteurs constitue un vecteur nul 90, 
c’est-à-dire le vecteur dont l'extrémité et l’origine se confondent. 
Le vecteur nul a le module égal à zéro 
et perd son orientation. 

Notons qu’on ne peut mettre entre 
deux vecteurs le signe d’inégalité; en 
particulier, il n’y a pas de vecteurs po- 
sitifs et négatifs. 

La multiplication d'un vecteur par un 
scalaire (en particulier, par un nombre) 
n’est qu’une généralisation naturelle de 
l’addition et de la soustraction de vec- 
teurs. Ainsi, le vecteur 3F est la somme 
F+F+F; on voit par construction Fig. 103 
qu'il a la même direction et le même 
sens que F mais qu'il est trois fois plus long. Le vecteur 
(—1) F = —F est un vecteur qui, additionné à F, donne 0; il est 
clair que ce vecteur est de même module que F et de sens opposé. 
D'une façon plus générale, on dit que ÀF (où À est un scalaire quel- 
conque) est un vecteur de module égal à [A || F|, de même direction 
que F, de même sens que F si À > 0 et de sens contraire si À 0. 

Les opérations linéaires sur les vecteurs obéissent à toutes les 
règles classiques des mathématiques élémentaires. Par exemple, 
on peut faire disparaître le terme a d’un membre de l'égalité et 
introduire —a dans l’autre membre. On peut multiplier ou diviser 
les deux membres d’une égalité vectorielle par un même scalaire d’a- 
près les règles usuelles, etc. 

Toute expression de la forme Àa + ub + ... + Ed, où À, pu, ... 
..., & sont des scalaires quelconques, porte le nom de combinaisore 
linéaire des vecteurs a, b, . .., d. On dit que les vecteurs donnés 
sont linéairement dépendants si l’un d’eux est une combinaison liné- 
aire des autres ; dans le cas contraire les vecteurs sont dits linéaire- 
ment indépendants. 

La dépendance linéaire de deux vecteurs implique leur parallé- 
lisme (discuter le problème!). Si l’on prend dans le plan deux vecteurs 
quelconques a et b non parallèles, tout autre vecteur € appartenant 
au même plan peut être « décomposé suivant les vecteurs a et b», 
c'est-à-dire représenté sous forme d’une combinaison linéaire 


(fig. 103) 
€ — Àa + pb. (1) 
Deux vecteurs du plan peuvent donc être linéairement indépen- 
dants ; par contre, on parle de la dépendance linéaire de trois vecteurs. 
19% 
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La décomposition (1) s'emploie souvent en mécanique et dans d’au- 
tres sciences (pour décomposer une force suivant deux directions, etc.). 
Chacun des termes Àa et ub s’appelle la composante du vecteur €, 
et l’ensemble des vecteurs a, b la base. 

Dans cet ordre d'idées, on conçoit que trois vecteurs de l’espace 
sont linéairement indépendants (il s’agit de trois vecteurs quelconques 
qui ne sont pas coplanaires). On peut les prendre pour base si bien 
que quatre vecteurs quelconques dans l’espace sont toujours linéai- 
rement dépendants. La différence avec l’alinéa précédent provient 
du fait que le plan a deux dimensions, tandis que l’espace en a trois. 
Si l’on étend la notion de vecteur à un espace à nr dimensions ($ IV.8), 
sa base comprendra nr vecteurs (voir $ 6). 

Les vecteurs de base les plus répandus sont les vecteurs unitaires 
(de module sans dimension égal à 1) orthogonaux ; ils forment les 
bases cartésiennes ou euclidiennes 
et se notent d'habitude i, j (dans 
le plan) et i, j, k (dans l’espace); 
par analogie avec (1), la décom- 
position d’un vecteur quelconque 
dans le plan s'écrit donc 


a — Ai + dy] 
et celle dans l’espace 
a = gi + ai + ak, 


OÙ x, y et a, sont les coeîfi- 
cients de la décomposition. 

On comprend sans difficulté 

| la signilication géométrique de 

Fig. 104 ces coefficients qui portent le 

nom de coordonnées cartésiennes du 

vecteur a; pour plus de clarté, nous parlerons des vecteurs du plan, 

étant donné que pour l’espace les résultats sont parfaitement analogues. 

Choisissons dans le plan un point arbitraire ©, qui sera pris pour 

origine des coordonnées. Menons par ce point les axes des x et des y 

respectivement parallèles aux vecteurs de base choisis (fig. 104). On 

obtient le système de coordonnées cartésiennes, dans lequel la position 

de chaque point À du plan est déterminée par ses coordonnées 


(ta, ya). On voit sur la figure 104 que pour le vecteur a — AB on a 
dx = Lp — LA, y — YB — YA. 
La différence x; — x, est appelée aussi la projection du vecteur 
—) 
AB sur l'axe des x. D'une façon générale, la projection pra d'un 


— 
vecteur a — AB sur un axe quelconque ! (c’est-à-dire sur une droite 
sur laquelle on a choisi un sens positif) est le module du vecteur 
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—— 
A'B déterminé sur l’axe des Z (fig. 105) par les pieds des perpendicu- 


laires abaissées des points À et B ; ce module est affecté du signe « + » 


—> 
ou « — » selon que le vecteur ÀA”’B” a ou non le même sens que l’axe 
des /. On définit de même la projection d’un vecteur sur un autre, 
en abaïissant les perpendiculaires sur ce deuxième vecteur (ou sur 


son prolongement). 
Ainsi, les coordonnées cartésiennes d’un vecteur sont les projec- 


tions sur les vecteurs de base: 
Ax = Pria = PrjA, A, = Prya = Prjà, A; —= Pr;A = Prea. 


Soulignons que la projection d’un vecteur est un scalaire ; elle 
a la même dimension physique que le vecteur projeté. L'examen de 





Fig. 405 Fig. 106 


la figure 106 permet de calculer très simplement la projection : 


pra = [alcos a — |al|cos (a, D). (2) 
On en déduit, en particulier, la formule très employée de la dé- 
composition cartésienne du vecteur unitaire e: 
e—e;i + ep) + e,k = cos (e, x) i + cos (e, y) j + cos (e,z) k. 


Les projections cartésiennes permettent de procéder à l’aide des 
formules et des calculs, plutôt que par les constructions géométri- 
ques. Par exemple, essayons d’établir la condition de parallélisme 
de deux vecteurs connus par leurs décompositions : 


F-FPi+rFij+Fk, G=G,i+ Gi + Gk. 
Cette condition s'écrit sous forme de l'égalité vectorielle 
G=—AF, 
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où À est un certain scalaire, ou bien sous forme de projections sur les 
axes de coordonnées 


Ga = G=hy GP, 


En explicitant À dans chaque égalité et en égalant les résultats, on 
$tablit la condition cherchée 


Cette condition s'exprime par deux égalités; or, puisque la défi- 
nition d’un vecteur en exige trois, on a, lors du choix d’un vecteur 
parallèle au vecteur donné, un degré de liberté de plus : c’est le modu- 
le. (Déduire géométriquement ces égalités en se basant sur la simili- 
tude des triangles.) 

Soulignons enfin qu'un vecteur a ne peut être complètement défini 
par ses projections cartésiennes a,, 4,, a, que si l’on s’est fixé les 
vecteurs i, j, k de la base cartésienne. En choisissant la base autre- 
ment (ce qui équivaut à tourner les axes de coordonnées), le même 
vecteur n’aura pas les mêmes projections (coordonnées). Nous y re- 
viendrons plus en détail au $ 5. 


Excrecices 


1. Soient OA = A, OB —b. Chercher un vecteur OC tel que C soit le 
milieu du segment 4B. 


2. Pour les conditions du problème précédent, chercher un vecteur 0D 
tel que D soit le point divisant le segment AB dans la proportion À : 1. 

3. L'origine d’un vecteur est le point À (2, 3) et son extrémité le point 
B (—1, 4). Décomposer ce vecteur suivant les vecteurs unitaires des axes de 
coordonnées. 


$ 2. Produit scalaire de deux vecteurs 


Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au module de l’un 
d'eux multiplié par la projection de l’autre vecteur sur la direction 
du premier. Le produit scalaire des vecteurs a et b se note a-b ou 


{a-b). Ainsi, a-b — la] pr, b, ou, si l’on emploie la formule (2), 
a-b —|a| prb = |a|fb| cos (a,b). (3) 


On voit immédiatement que le produit scalaire ne dépend pas de 
l’ordre des facteurs : a-b — b:a. On voit en outre que le produit sca- 
laire a -b des vecteurs a et b non nuls est positif, négatif ou nul selon 
que l'angle formé par les vecteurs a et b est aigu, obtus ou droit. 
Il est surtout important de retenir l’égalité 


a-b — 0, 
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qui est la condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité des vec- 
teurs a et b. Un autre cas particulier est le produit scalaire d’un vec- 
teur par lui-même (carré scalaire de ce vecteur) : 


a-a —|a||a| cos 0 — |af. 


Un exemple très important du produit scalaire est le travail four- 
ni par une force F sur un chemin rectiligne S. Si le corps se déplace 
suivant une droite et si la force est dirigée le long de cette même 
droite, le travail est le produit de la force par le chemin. Si la direc- 
tion de la force ne coïncide pas avec celle du déplacement, le travail 
est le produit du chemin par celle des composantes de la force qui 
agit dans la direction du mouvement, c’est-à-dire 


A =1S|Fs = [SI|F|cos 0 —S.F, 


où 6 est l’angle compris entre la direction de la force et celle du mou- 
vement. Ainsi, le travail est le produit scalaire de la force par le che- 
min. La formule indiquée tient compte du cas particulier où la force 
est parallèle au mouvement. Ceci étant, les deux vecteurs sont de 
même sens, on à 0 — 0, cos 0 — 1, À — |F||S|, et le travail est 
positif. Dans le cas contraire, on a 0 — x, cos 0 — —1, À — 
— |—F]|]S|, et le travail est négatif. 
Voici deux autres propriétés du produit scalaire : 


(Aa) -b — A(a-b), (a + b):e — ac + b:c; 


nous en laissons la démonstration (bien simple) au lecteur, qui la 
fera en s'appuyant sur la définition du produit scalaire. Grâce à ces 
propriétés, les opérations sur le produit scalaire s'effectuent d'après 
les règles classiques d’algèbre, en se rappelant cependant qu’on ne 
peut jamais multiplier scalairement plus de deux vecteurs. 

On emploie également les formules suivantes (nous laissons au 
lecteur le soin de les vérifier) : si e, e”, e” sont des vecteurs unitaires, 
alors 


tn 
a-e = pre, e’-e” —= cos (e’,e”). 


Déduisons maintenant une formule utile permettant de calculer 
le produit scalaire à partir des projections des facteurs dans une cer- 
taine base cartésienne i, j, k ($ 1): 


a—ai+aÿj +ak, b = b,i + b,j + b.k. (4) 
Etant donné que 

ii—jj=kk=1, ij—=jk—-k.i —0 
(pourquoi?), on à, en représentant a et b par leurs décompositions (4) : 


a -b — xd x Le Gy0y cu db; (0) 
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(vérifiez-le!). Comme on.l’a déjà dit (fin du $1), avec la rotation des 
axes de coordonnées les projections des vecteurs a et b sur les axes 
changent en général ; cependant, le second membre de (5) reste inchan- 
gé (invariant) puisqu'il est égal au premier et la définition du produit 
scalaire ne tient pas compte de la disposition des axes de coordonnées. 

En posant dans la formule (5) b — a, on peut exprimer le carré 
du module du vecteur à l’aide de ses coordonnées cartésiennes : 


aa = {af = af + aj + ai. 


Pour le vecteur dans un plan, on a [af — a% + aÿ. Cette formule 
est l'équivalent du théorème de Pythagore, et la formule précédente, 
celui de son analogue spatial (le carré de 
la diagonale d’un parallélépipède rectan- 
gle est égal à la somme des carrés de 
trois de ses arêtes). 


Exercices 


1. Deux vecteurs de longueur 1 forment 
un angle ® = 30°. Quel est leur produit sca- 
laire ? 

2. Trouver le produit scalaire des vec- 
teurs représentés fig. 107. 

3. Calculer l'angle 6 formé par les vec- 


Fig. 107 teurs 
F=Vâitiet G=—V8it)j. 


4. Deux vecteurs ont leurs origines au point À (—1, 1), et leurs extré- 
mités respectivement aux points B (1, 2) et C (0, —1). Montrer qu'ils sont per- 
pendiculaires. 





5. Les côtés du parallélogramme ABCD sont les vecteurs AB = F et 
— . —- — : 
AD = G. En exprimant les diagonales AC et DB en fonction de F et de G 


— —- — — 
et en considérant AC -AC et DB-DB, montrer que la somme des carrés des dia- 
gonales du parallélogramme est égale à la somme des carrés de tous ses côtés. 

6. Soit un cube de côté a. Trouver la longueur de ses diagonales (intérieu- 
res!); les angles formés par les diagonales; les projections des côtés sur les 
diagonales. 

7. Un tétraèdre régulier de côté a a l’un de ses sommets à l’origine des 
coordonnées, l’autre sur le demi-axe positif des x, le troisième dans le I qua- 
drant du plan xy. Trouver les coordonnées de tous les sommets et du centre du 
tétraèdre, ainsi que l’angle formé par les droites joignant le centre aux sommets. 


$ 3. Dérivée d’un vecteur 


Soit un vecteur qui dépend d’une certaine variable, par exempic 
du temps {. Proposons-nous de chercher sa dérivée par rapport à cet- 
te variable. 
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Portons ce vecteur A(é) à partir d’un certain point O (origine). 
Alors, avec la variation de {, son extrémité décrira une courbe (L} 
fig. 108). 

Prenons un dt très petit et établissons la relation 


A (t—+ dt) —A (t) 
dt ° 


Cette relation est aussi une grandeur vectorielle. (Sur la figure 108 
le vecteur A (£ + dt) — A (t) se représente par le segment de droite 
MM.) Elle est la dérivée du vecteur A (#) par rapport à la variable # 


t dé Le bien qu'on a 
et se désigne par TE » Si q Q 
dA  A(t+dt)—A (i) (6) 
& — di | A(t) # 
(Plus exactement, on devrait écrire dans 
le second membre le signe de passage à la ACT #, 


limite pour dé — 0.) 
On peut aussi récrire la formule (6) de 
la façon suivante: 


A (+ dt) =A (9 + À dr, (7) 


à des infiniment petits d'ordre supérieur près. De même que pour les 
fonctions ordinaires, on peut écrire la série de Taylor 


À (t) = À (to) + B (to) (— 0) + D (to) + — to)? + ..) 


Fig. 108 


d2A 


= 7 etc. 


B (to) — D (t) 


t=to” 
IL est clair que pour dt petit les points M, et MW, de la courbe (Z) 
x ds dA 
sont très voisins, de sorte que le vecteur Tr Se confond avec la tangente 
à cette courbe. 
Si C “ un vecteur constant, alors C(é + dt) — C(t) — 


et l'on a © — 0. 


En s nr sur la définition de la dérivée, on démontre faci- 
— deux formules suivantes: 
2 dAa3 (+) 


_ [a1A4 (£) + GA ()]= a —— et ARE —+ Go ; où di, sont 
. Mara constants. 
d df dA à à d 
2. IQ A(G)I=-E A (G)+7f(6) =. En particulier, = [f (4) CI — 
C si le vecteur C est constant. Nous voyons donc que la 


dérivée d'un vecteur du type j(t) CG est parallèle à ce vecteur (alors 
que dans le cas général (fig. 108), il n’en est pas ainsi). 
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Cherchons la dérivée d’un produit scalaire. Soient A et B deux 
vecteurs variables. De la définition de la dérivée, il découle que 


A (t—-dt)-B (t+-dt) —A.B 


d 
dt (A-B) — dt 


Employant la formule (7), on trouve 


(A + at) (86) + dt )—A (#-B (b) 


d 
x (à-B)= di ù 
ou 
dB dA dA dB 
acB+at(a)+a(%.B)+( (©.) A8 
+ 


Négligeant le terme en dt, on obtient définitivement 
d dB dA 
On constate que la formule obtenue est du même type que celle de la 


dérivée du produit de deux fonctions scalaires. 
En particulier, si l’on pose dans la formule (8) À — B, il vient 














d dA dA dA 
re (AA) Ar TEA ZA. (9) 
: : d dIA| : 
r, A'A=[AF, et —(A.A)—2|A| x. Egalant ces résultats, 
on obtient 
Fois 
|A | JE AT, c’est-à-dire a — HT (10) 


On en déduit facilement, en particulier, que si le vecteur A (#) change 
de direction, son module restant le même, alors le vecteur CA st per- 


dt 
pendiculaire au vecteur A. En efïet, on a dans ce cas | A] = const, 
; ee. d « 
c'est-à-dire que _ — (0,et, en vertu de la dernière formule, À À — 


— 0. Or, si le produit scalaire est nul, cela signifie que À et Ê sont 
orthogonaux. 


Exercice 


Trouver l’angle formé par l’hélice x — R cos wt, y = R sin ot, z = vt 
avec son axe (l’axe des 2). 
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$ 4. Mouvement d’un point matériel 


Dans le cas d’un point matériel se déplaçant dans l’espace, les 
relations existant entre la position du point, sa vitesse et son accélé- 
ration sont autant de relations entre les vecteurs. Supposons que la 
position du point se caractérise par le vecteur r mené de l’origine 
des coordonnées à ce point, la vitesse par le vecteur u et l’accélé- 
ration par le vecteur a. Alors il découle immédiatement de la défi- 
nition de la dérivée que 

__ dr du  d?r 
U — TT? À — DE GE” 


Exprimons le vecteur r à l’aide des vecteurs unitaires des axes de 


coordonnées 
r = xi + yi + zk. 


Dans cette égalité x, y, z sont les projections qui varient avec le temps 
à mesure que le point se déplace; par contre, les vecteurs i, j, k 
restent constants. 


Aussi 
…L dr d dz 


: : dx . dy . 
eee CUIR) CESR: 
Par conséquent, les projections du vecteur vitesse u sur les axes de 
coordonnées sont égales aux dérivées des projections correspondantes 


du vecteur r: 
dx dy dz 


nt 


PS ee A ge Ad 
De façon analogue, on à pour l'accélération 


dux _ d?x n = duy _ d?y __ du,  d?z 
FT NET = du dB? = = gi 


En vertu de la formule (10), la vitesse de variation de la distance 
| r| du point donné à l’origine des coordonnées est 


dx — 





: dr 
dirf dt ru 
do [rl rl” 


À l’aide de cette dernière formule, on trouve facilement, en par- 
ticulier, la condition qui assure la constance de cette distance, 
c'est-à-dire | r| = const. Il en est ainsi dans les deux cas suivants: 

{° u — 0 (dans ce cas le point est immobile); 

2° la vitesse u est à tout instant perpendiculaire au vecteur 
r (le point se déplace suivant une sphère de rayon |r|et de centre 
à l’origine des coordonnées). 

De façon analogue, on tire de (9) la formule 


uP=2 (au). (11) 
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Il en découle que la vitesse est constante dans deux cas: 

1° l'accélération est nulle ; 

2° l’accélération n’est pas nulle mais est dirigée perpendiculaire- 
ment à la vitesse. 

L'équation du mouvement d’un point matériel est ma — F, où 
m est la masse du point et F la force agissant sur ce point. (C'est la 
deuxième loi de Newton.) Si l’on multiplie scalairement les deux 
membres de cette équation par le vecteur vitesse u, il vient 


m (a-u) = Fu. 
Employant la formule (11), on obtient 
1 d 


mes [uf= Fu, 
où 
d 
— (5 jui) —F.u. (12) 


Montrons que la grandeur F -u est la puissance développée par la 
force F. En effet, pendant le temps dt le point se déplace de dr en 
fournissant le travail F-dr. Le rapport de ce travail au temps dé, 
égal à 

F:dr 


dr 
— sr =F= F'u, 


est le travail rapporté à l’unité de temps, soit la puissance. 
Avec la notation 5 | u® — T, l'équation (12) devient _ = 


la 
= Fu, d'où 7, —T, | Fu dt (le second membre est le travail de 
t 
la force F). | 
On voit donc que, d’après la deuxième loi de Newton, il existe 
une grandeur 7, exprimée en fonction de la masse et de la vitesse du 
point mobile, telle que son augmentation au cours du mouvement est 
précisément égale au travail de la force extérieure F. C’est pour cette 
raison que l’on désigne T sous le terme d'énergie cinétique d’un point 
matériel mobile. 
On prend parfois, en qualité de paramètre définissant la position 
du point mobile sur la trajectoire, la longueur s de l’arc compté à 
partir d’un point origine ; autrement dit, on pose r = r (s). Comme 
le rapport de la longueur d’un arc infiniment petit à la corde sous- 
tendant cet arc tend vers l'unité (puisque l’arc ne change presque 
pas de direction, donc ne s’incurve guère), on a pour As — 0 


| Ar | 
As 





+1, c'est-à-dire Es | = lira| _ | — 1. (43) 
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Aussi la dérivée dr/ds représente-t-elle un vecteur unitaire dirigé 
suivant la tangente à la trajectoire. On désigne ce vecteur par la let- 
tre t, d’où 
ne (14) 
où u = |u|. | . 
La formule (13) permet aussi d'exprimer la différentielle de l'arc 
en coordonnées cartésiennes 


ds=|dr|=|d{xi+ yj+2k) [=] dri + dyj + dzk = JV dr? + dy? + da. 
Comme [t(s)| — 1 — const, on a (voir $ 5) _ L +. Ainsi, 
la droite pp (fig. 409), menée par un certain point courant HW de la 





AB=Îr|-/; A0-[r+47|- 
Fig. 109 Fig. 110 


trajectoire (L) parallèlement à dv/ds, est normale à (L), c'est-à-dire 
perpendiculaire à la tangente !! en M. Pour la distinguer des autres 
normales (car on peut mener en chaque point d’une courbe dans l’es- 
pace un nombre infini de normales, qui remplissent le « plan normal », 
on l’appelle la normale principale à la courbe (Z) en M. La longueur 
du vecteur dr/ds est dite courbure de la courbe (L) au point M et se 
désigne par la lettre Z: 
at ax 
Te =k, 1. — fn, 
où n est le vecteur unitaire de la normale principale (voir fig. 109). 
La figure 110 révèle la signification géométrique de la courbure : 








dt ; AT .. BC © 
k — À] tim El dim = lim As 
où «& est l’angle entre les tangentes à (L) aux points voisins B et C'; 
pour le dernier passage, on a substitué au segment BC l'arc de Ia cir- 
conférence de rayon unitaire. Ainsi, la courbure est la vitesse de rota- 
tion de la tangente par unité de longueur du chemin parcouru. Il en 
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découle notamment qu’en tous les points de la circonférence de rayon 
R la courbure est 4 — 1/R (consulter à ce propos MS, $ III.5 pour 
la notion de courbure d’une courbe plane), et que le vecteur Tt; — : 
de même que n sont de même sens que la courbe. 


Dérivant (14) par rapport à #, on obtient 


dr du dt du dx ds du : 
ar la a ttlaog a t#a 0) 


Cette formule est d’un large emploi en physique, car elle permet de 
décomposer le vecteur accélération en ses composantes « tangentielle» 
(c'est-à-dire dirigée suivant la tangente) et normale; cette dernière 
est, on l’a vu, dirigée précisément suivant la normale principale. 

De cette façon, le vecteur a dont l’origine coïncide avec M appar- 
tient nécessairement au même plan que la tangente et la normale prin- 
cipale menées par ce point ; c’est le plan osculteur à la courbe (L) en 
M. On démontre que ce n’est autre que le plan passant par trois points 
de (ZL) infiniment voisins de M (de la même façon que la tangente 
est la droite menée par deux points infiniment voisins d’une courbe). 

La formule (15) permet des conclusions importantes sur les forces 
agissant sur un point mobile. Portons dans la formule de la deuxième 
loi de Newton F — ma l'expression de a tirée de (15). Nous voyons 
que la force se décompose en une composante tangentielle 


FF mx (16) 
et une composante normale 
F, = Fin — mu’kn (17) 


dirigée suivant la normale principale à la trajectoire. Le plan oscul- 
teur à la trajectoire en son point quelconque est le plan des vecteurs 
u et F en ce point. 
De la formule (16) on a 
du d f mu? aT 
um ge (5) 


d’où l'accroissement de l’énergie cinétique 


2 s2 
RES TE | uF, dt= | F. ds. 
li S1 


Nous voyons que le travail est fourni par la seule composante tangen- 
tielle. En ce qui concerne la composante normale (appelée aussi la 
force centripète), elle n’influe pas sur la vitesse du point mais défor- 
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me la trajectoire de sorte que la courbure devient (d’après (17)) 


Fa 


mu? ° 


— 





Rappelons que la courbure a la dimension (cm) inverse de la lon- 
gueur. 


Exercice 


Trouver la courbure de l’hélice décrite dans l’exercice du $ 3. 


$ 9. Notions élémentaires sur les tenseurs 


Nous avons déjà dit (fin du $ 1) que si l’on veut caractériser un 
vecteur par ses trois projections cartésiennes, on ne doit pas oublier 
que ce triplet dépend essentiellement du choix de la base cartésienne. 
Considérons cette question plus en détail. Désignons les vecteurs de 
base par les lettres e,, e,, e, et les projections du vecteur a par &, 
Go, 42, de sorte que 


à — die: + Ao€o . 33. (18) 


Supposons maintenant que l’on ait choisi une nouvelle base car- 
tésienne e;, e:;, e:, liée à la précédente par les formules 


3 


ei = Di401 + eo + Ai3e3 — 2 oije; (i—1, 2,5) 
I1—= 


En algèbre tensorielle, on emploie une notation plus condensée 
e; — @Q;je;; (19) 


on sous-entend qu'on somme sur les indices répétés conformément à 
la dimension de l’espace: ainsi, pour l’espace à trois dimensions, 
j = 1,2, 3. On dit d’un tel indice qu'il est muet, car il peut être dé- 
signé par n'importe quelle lettre: @;;je; = aires — œiye;, et ainsi 
de suite. 

Multipliant scalairement les deux membres de (19) par e;, on 
obtient &;; — e;-e;. De façon analogue, on obtient des formules: 
e; = B;je; exprimant l’ancienne base en fonction de la nouvelle que 
B:; = e;-e;. Cela signilie que $;; = «;;, c’est-à-dire que l’ancienne. 
base s'exprime en fonction de la nouvelle par les formules 


ei —ajie;. (20} 


(Cette égalité peut être mise sous la forme e; = @&;;e;; on voit donc 
que dans l'égalité (19) reliant l’ancienne et la nouvelle base, il est 
possible de faire passer simplement le facteur «&;; d’un membre à l’au- 
tre.) 
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Après avoir substitué les expressions (20) dans (18) et désigné par 
a; les projections du vecteur a dans la base e:, il vient 


A — D die; — > Œi D a@;j;e; —= > @jidie;. 
1 T J 


Ts J 


Avec i<+)j, on obtient 


a — où Ci ja jei — à (> Gi ja;) ei— 2j aiei, 
À, 7 î 5 î 


d'où 
di = Qija;. (21) 


Comparant cette expression avec (19), nous voyons que les projections 
d’un vecteur quelconque se transforment d’après les mêmes formules 
que les vecteurs de base. 

Il est clair que, dans les raisonnements qui précèdent, a n’est pas 
nécessairement un vecteur « géométrique », c’est-à-dire un segment 
orienté dans le plan ou dans l’espace : ce peut être un vecteur force, 
un vecteur vitesse, etc., mais ses projections se transforment dans 
tous les cas d’après les formules (21). Réciproquement, on vérifie 
aisément que tout triplet de grandeurs, qui ne prennent de valeurs 
concrètes qu’une fois la base cartésienne choisie et qui se transfor- 
ment d’après les formules (21) quand on change de base selon (19), 
peut être considéré comme étant les trois coordonnées d’un certain 
vecteur, c’est-à-dire comme définissant un vecteur. (Par ailleurs, il 
n’est pas raisonnable d'interpréter n'importe quel triplet de grandeurs 
comme un vecteur. Par exemple, en étudiant un flux de gaz, on peut 
considérer trois grandeurs: la température Ÿ, la pression p et la 
densité p, qui caractérisent l’état du gaz en un point donné de l’es- 
pace. Or, on ne saurait identifier cet ensemble à un vecteur, car les 
valeurs de ses éléments ne varient pas avec la rotation de la base dans 
l’espace. Trois scalaires ne constituent pas forcément un vecteur.) 

Il y a des grandeurs qui, pour (19), se transforment suivant une 
loi plus compliquée que (21). Tel est le cas de l'application linéaire 
d’un espace dans lui-même. On dit que T'est une application linéaire 
si elle fait correspondre à tout vecteur a un vecteur Ta (du même 
espace) de façon qu’à la somme des antécédents corresponde la somme 
des images : 7 (a + b) — Ta + Th, T (Àa) — ÀTa. Les exemples d’ap- 
plications linéaires sont la rotation de l’espace autour d’un point, la 
contraction uniforme de l’espace le réduisant à un plan, une droite, 
un point, etc. (discuter la question !). 

Pour caractériser une pareille application au moyen de nombres, 
choisissons dans l’espace la base e; et décomposons chacun des vec- 
teurs Te; selon cette base: 


Te; — Djie; (22) 
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(faites attention à l’ordre des indices). Connaissant neuf coefficients 
Pix, on peut définir l’image b — Ta de tout vecteur (18). En efiet, 
b — > be; =T (> aie;) —= à dipjiej — > djPijei» 

1 1 1, 1, 9 
d'où b; — Pijdj. 
On écrit souvent l’ensemble des coeïticients p;;, dépendant de 
deux indices, sous forme d'une matrice, c’est-à-dire du tableau 


Pit P12 P13 
(Dij) = | Pa Pa Pas 
Ps1 P32 Ps3 


Voyons maintenant ce que deviennent ces coefficients quand on 
passe à une nouvelle base e;. Comme, en vertu de (22), pi; — 
— Te;-e;, on a d’après les formules (19) 


pi =Teiei-=a;Te tirez =@irt;rPar. (23) 


Maintenant on vérifie sans peine, en particulier, que la somme 
pi; reste invariante par un tel changement de base, donc qu’elle est 
une grandeur scalaire. En effet, 


Pi = LirAiPar = CieRiyPar = CR (Citi;) Par = CR -CIPri = Dii. 


Dans l’exemple considéré les grandeurs p;; sont sans dimension. 
Réciproquement, on vérifie que tout ensemble de grandeurs sans di- 
mension p;;, qui se transiorment conformément aux formules (25) 
pour (19), peut être considéré comme la matrice d’une application 
linéaire de l’espace dans lui-même. On citera au $ XI.5 quelques 
exemples de grandeurs dimensionnelles qui revêtent une signification 
physique différente mais se transforment aussi selon les formules (23) 
en Cas de changement de base. 

Changeons les indices dans les formules (21) et (23). On a 


L Là 
di = irili, Dirjÿ = GiridiriPij. 


Nous voyons que ces formules ont la structure commune. En généra- 
lisant, nous pouvons formuler la loi de transformation des grandeurs 
Qij .. . qui dépendent de m indices à, j, . .., L dont chacun prend 
les valeurs 1, 2, 3 (pour l’espace à trois dimensions) ou 1, 2 (pour le 
plan) : 

Qi viril -. OriQij Le (24) 


Si les grandeurs g;; ... , ne prennent de valeurs concrètes qu'après 
le choix de la base cartésienne et si elles se transforment en confor- 
mité avec les formules (24) (avec une somme m-uple dans le second 
membre !) quand on opère le changement de base selon (19), on dit 
que ces grandeurs forment un tenseur d'ordre m. Ainsi, l’ensemble 
des projections d’un vecteur est un tenseur du 17 ordre, l’ensemble 
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des coefficients d’une application linéaire un tenseur d'ordre 2 (cet 
ensemble de coeïfficients change d’une base à l’autre, mais il déter- 
mine toujours la même application indépendante de la base choisie). 
Remarquons que, dans cet ordre d'idées, le tenseur d'ordre 0 est évi- 
demment une grandeur prenant une valeur numérique dans le sys- 
tème d’unités de mesure choisi et restant invariante par rapport au 
changement de base, c’est-à-dire un scalaire. 

La notion de tenseur permet également une interprétation diffé- 
rente. Prenons, par exemple, un tenseur du 2° ordre, c’est-à-dire 
l’ensemble de grandeurs p;; qui se transforment pour (19) d’après les 
formules (23), et associons à cet ensemble une expression formelle 


3 
P — > Pijeie je (25) 
4, 1—1 


Il est à noter que le produit tensoriel e;e; (ne pas confondre avec le 
produit scalaire e;-e;!) ne se ramène pas à une notion plus simple, 
telle qu’un scalaire ou un vecteur. La permutation des facteurs du 
produit tensoriel est impossible : e;e; =£ eje; ; par contre, il est pos- 
sible, dans le produit tensoriel de deux sommes, d'ouvrir les paren- 
thèses d’après les règles habituelles en respectant l’ordre des facteurs, 


par exemple: 


(2e, + e, — ez) (e, + 3ez) — 2e,e, + Geez + ee, + 3e,e3 — 
— 63€, — 96308 


Avec une nouvelle base e;, on écrira, au lieu de (25), 
P'— 2 pijeie;. 


1, 2 


Or, compte tenu des formules (23) et (20), on obtient 
P'= | œirtjrPrieie; = 2 pri (Di œinei) (D ai) à Prières = P. 
L ? J 3 


1,7, R, 
Ainsi, l'expression (25) — qui est précisément le tenseur — est in- 
variante par rapport au changement de base cartésienne. On introduit, 
par analogie la notion de tenseur d'ordre quelconque, en remarquant 


que le tenseur du {°' ordre 
2: ei 
î 


est un vecteur. 
Les tenseurs, l’alsèbre tensorielle, l’analyse tensorielle (dans la- 


quelle on étudie les règles de dérivation des tenseurs) jouent un rôle 
capital en physique moderne. C’est en termes tensoriels que l’on for- 
mule les lois fondamentales de la théorie de l’élasticité, de l’électro- 
dynamique et de l’optique d’un milieu anisotrope, etc. Cela donne la 
possibilité de ne pas se borner à un système de coordonnées choisi 
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artificiellement et ne répondant pas au contenu du problème. Notons 
que dans bien des cas, les bases cartésiennes s’avèrent insuffisantes ; 
on moditie alors la définition du tenseur de manière que ce dernier 
reste invariant par le passage à toute nouvelle base (pas nécessaire- 
ment cartésienne). Nous n'avons pas à considérer ici cette définition 
modifiée. 

En appliquant l’analyse tensorielle à l’électrodynamique et à la 
théorie de la gravitation, Albert Einstein attira aux tenseurs l’atten- 
tion des physiciens et mathématiciens. Son petit livre « The meaning 
of relativity » est le meilleur bref exposé de la théorie des tenseurs. 


Exercice 


Ecrire les matrices des applications linéaires du plan dans lui-même repré- 
sentées sur la figure 111. Comment se transforme un carré pour des directions 
différentes de ses côtés? 


lan, D 
lu, aa, 


Fig. 111 





$ 6. Espace vectoriel multidimensionnel 


Comme on l’a vu au $ IV.8, l’espace multidimensionnel admet 
deux interprétations : ou bien on construit un schéma numérique, ou 
bien on considère un système à plusieurs degrés de liberté. Les mêmes 
approches sont possibles dans le cas de l’espace vectoriel multidi- 
mensionnel qu’on isole d’espaces généraux en le munissant d’opé- 
rations linéaires. Commençons par la première interprétation et pre- 
nons, pour fixer les idées, un espace à quatre dimensions (le cas géné- 
ral se traite de façon analogue). 

On a vu que pour représenter un point dans l’espace à quatre 
dimensions, il suffit de prendre quatre nombres quelconques (x,, æ2, 
X3, T4). Le vecteur unitaire e, du premier axe de coordonnées (axe 
æ.,) est un segment de droite dont l’origine se confond avec l’origine 


20 * 


308 VECTEURS [Ch. IX 





des coordonnées (0, 0, 0, 0) et l'extrémité avec le point (4, O0, O, O). 
D'ailleurs, si l’on se rappelle que tout vecteur peut être translaté, 
on peut représenter e, comme un segment d'origine en un point arbi- 
traire (ty, Zoe, Ts, Ty) et d'extrémité au point (x, + 1, x, ts, tu). 
On introduit de façon analogue les vecteurs unitaires e,, e2, e, des 
trois autres axes de coordonnées. En considérant la combinaison 
linéaire de ces quatre vecteurs 


X — T1€1 + Too . L3C3 —- CAUTE (26) 


on obtient un vecteur reliant l’origine des coordonnées au point 
(lis Las Ta, La), C'est-à-dire le rayon vecteur de ce point. Le vecteur x 
peut être porté non seulement à partir de l’origine mais aussi à partir 
de tout autre point; en tout cas les coefficients x,, x, æ4, x, de la 
formule (26) sont les projections du vecteur x sur les axes de coordon- 
nées. 

Les opérations sur les vecteurs à quatre dimensions sont effec- 
tuées d’après les mêmes règles formelles que sur les vecteurs à deux et 
à trois dimensions. La méthode la plus simple consiste à considérer 
la décomposition des vecteurs selon les axes de coordonnées, c’est-à- 
dire l'expression de la forme (26). S’il existe, en plus de (26), un vec- 
teur 

Y = Y1@1 T Yoe2 + Ys30s + Vues, 
alors 


X + y = (a + y) @& + (to + Ye) ee + 
+ (ts + Ys) es + (Ta + Ya) Cas 
Âx = Are, + Atses + ÀAtses + Ares (À scalaire), 
X°Y — Lis À LoUo + Las + LaYa- (27) 


On montre que toutes les propriétés essentielles des vecteurs bi et 
tridimensionnels, que l’on a étudiées plus haut, sont propres aux 
vecteurs à quatre dimensions. Quant aux propriétés liées à la notion 
de dépendance linéaire ($ 1), certaines précisions s'imposent. Le fait 
est que l’espace à quatre dimensions admet deux espèces de plans: 
ceux à deux dimensions et à trois dimensions. Pour avoir un plan 
à deux dimensions, on prend deux vecteurs linéairement indépendants 
(c'est-à-dire non parallèles) et l’on porte toutes leurs combinaisons 
linéaires possibles à partir d’un point fixe quelconque, par exemple 
de l’origine des coordonnées. Dans le cas de trois vecteurs linéaire- 
ment indépendants, on obtient un plan à trois dimensions (dit « hy- 
perplan tridimensionnel »). Enfin, si l’on prend quatre vecteurs liné- 
airement indépendants (c’est-à-dire qui ne sont pas simultanément 
parallèles à un plan tridimensionnel), leurs combinaisons rempli- 
ront l’espace tout entier ; cela signifie que tout autre vecteur se dé- 
composera suivant les quatre premiers. Aïnsi, dans l’espace à quatre 
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dimensions, n'importe quels quatre vecteurs linéairement indépen- 
dants forment une base (cf. $ 1). 

Considérons maintenant la seconde interprétation de l’espace vec- 
toriel multidimensionnel. Soit un ensemble À d'objets quelconques 
sur lesquels on peut effectuer, tout en restant dans le cadre de R, 
les opérations linéaires, c’est-à-dire l’addition et la multiplication 
par un scalaire (nombre réel). Il faut en outre que ces opérations con- 
servent les propriétés indiquées au $ 1 pour les opérations linéaires 
sur les vecteurs dans le plan ou l’espace. On dit alors que R est un 
espace vectoriel dont les objets constituants sont les vecteurs (généra- 
lisés). 

La principale caractéristique numérique d’un espace vectoriel 
est le plus grand nombre possible de vecteurs linéairement indépen- 
dants qui est appelé la dimension de l’espace. Par exemple, dans un 
espace À à quatre dimensions, il existe quatre vecteurs linéairement 
indépendants a,, a, as, a, tels que tout autre vecteur x appartenant 
à À se mette sous la forme 

x = Aa, + Aoû + sas + Aa. (28) 

Ainsi, les vecteurs a,, à, a:, a, de l’espace À constituent une base. 
Etant donné que, pour les différents vecteurs x, les coefficients de la 
décomposition (28) peuvent prendre des valeurs différentes, on con- 
çoit que le choix d’un vecteur x dans l’espace R est à quatre degrés 
de liberté et que l’espace R est également quadridimensionnel au 
sens du $ IV.8. 

Il se peut qu’un espace vectoriel contienne des vecteurs linéaire- 
ment indépendants en nombre aussi grand que l’on veut. C’est un 
espace à une infinité de dimensions ou de dimension infinie (l'exemple 
en sera donné au $ XIV.7). 

Si dans l’espace vectoriel de dimension finie on définit un produit 
scalaire tel qu'il vérifie les propriétés d’un produit scalaire ordinaire 
($ 2), on dit que cet espace est euclidien. On introduit naturellement 
dans l’espace euclidien les notions de module du vecteur (par la for- 


mule |x| — Vx.x), de vecteur unitaire, d’orthogonalité des vecteurs 
(si x-y — 0). Généralement, dans l’espace euclidien, on ne choisit 
pas une base quelconque maïs une base orthogonale : par exemple, 
dans le cas quadridimensionnel ce sera l’ensemble de quatre vecteurs 
orthogonaux a,, 4, as, a,. On trouve alors facilement les coefficients 
de la décomposition (28) d’un vecteur quelconque x: multiplions 
scalairement les deux membres de l'égalité (28) par l’un quelconque 
des vecteurs a;: 
x-a; — À; (a;-a;), 

les autres termes du second membre s’annulant en raison de l’ortho- 
gonalité. D'où 


A= UT  (j—1, 2, 3, 4). (29) 


aj-a; 
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L'existence du produit scalaire permet les rotations dans l’espace 
vectoriel, qui acquiert la propriété d’isotropie (équivalence des direc- 
tions) et devient donc beaucoup plus riche. 

Revenons à la caractéristique de l’état du gaz en un point à l’aide 
des grandeurs Ÿ, p, p (on en a parlé au $ 5). On peut effectuer les opé- 
rations linéaires sur les accroissements de ces grandeurs, ce qui si- 
gnifie que les triplets d’accroissements obtenus forment un espace vec- 
toriel à trois dimensions. Or, cet espace est démuni dè produit scalai- 
re et de rotation et n’est donc pas euclidien, d’où son infériorité *). 

Citons encore les espaces pseudo-euclidiens dans lesquels le carré 
du module d’un vecteur (son produit scalaire par lui-même) peut être 
positif, négatif ou nul. C’est le cas (en vertu de la Relativité) de 
l’espace à quatre dimensions x, y, z, t (les coordonnées cartésiennes + 
+ le temps). L’espace pseudo-euclidien admet les rotations, mais 
ses directions ne sont pas toutes équivalentes. 

Nous avons jusqu'ici envisagé les scalaires comme étant des nom- 
bres réels quelconques; cela correspond à l’espace vectoriel réel. 
Il existe aussi des espaces vectoriels complexes, dans lesquels le rôle 
de scalaire peut être joué par un nombre complexe quelconque. La 
définition de l’espace euclidien se voit alors légèrement modifiée : 
il faut notamment que l’on ait 


(vx) = (x-y) À, (30) 


c'est-à-dire que le produit scalaire change par la permutation en son 
complexe conjugué. Or, si l’on pose y — x dans la formule (30), 
on constate que le carré scalaire d’un vecteur est un nombre réel 
(on vérifie même qu'il est aussi positif, si bien qu'il est possible de 
calculer le module du vecteur par la même formule qu'auparavant, 
et ce module sera également positif). En outre, pour faire sortir le 
facteur scalaire du signe de produit scalaire, on emploie les formules 
suivantes : 


Gxey) = A (x), (y) = M (y). 


Un exemple très élémentaire de l’espace euclidien complexe à 
quatre dimensions est l’espace décrit au début de ce paragraphe; 
les nombres x,, x9, Z3, x, doivent alors être considérés comme com- 
plexes et la formule (27) doit être remplacée par la formule 


Xey = AU + Zoe + ZsUs + Taie 
Exercices 
1. Ecrire la formule définissant la longueur du vecteur (26). 
2. Vérifier que les rayons vecteurs des points (1, 1, 1, —1), (1, 1, —1, 1) 


et (0, 0, 1, 1) sont orthogonaux; construire un quatrième vecteur (non nul) 
perpendiculaire aux trois premiers. 


*) Il est à noter que le caractère non euclidien de l’espace en question n'a 
aucun rapport avec ce qu’on appelle la géométrie non euclidienne. 
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Réponses et solutions 





s1 
1 ee 2. RE 3. AB—-3itk. 
$S2 
, V3 

D 


2. On voit sur la figure F,—1, Fy—3, Gx=3, Gy=1. Aussi F°G—6. 
3. cos 0 — — ‘las 8 6 = 120°. 


4. AB—2i+ AC=i—2;, aussi AB.AC=—2—2—0, 
5. AÔ—F+G, DB=F—G, d'où 


AC? DB2—(F+G).(F+G)+(F—G).(F—G)=2F.F+2G.G— 
— AB24+ BC2+CD2+DA2. 


6. Orientons les axes de coordonnées comme il est montré sur la figure 112. 
Alors OÀ — ai, OB = 4), OC — ak. Les longueurs de toutes les diagonales sont 


Z 





Fig. 112 Fig. 113 


A eg cs e 
les mêmes; par exemple OD = ai + aj+ ak, OD = Va?+ a + a? — 


— |/3a = 1,73a. Les angles entre les diagonales sont aussi tous égaux; par 
—> —? * : 
exemple, l’angle entre OD et CE = ai + aj — ak se calcule par la formule 


2 
059 — QD: CE _ à 1 EL 'est-à-dire que 0 — 70°32’. 


OD.CE  J/3a. V/3a 


Les projections des côtés sur les diagonales sont aussi égales; par exemple, 
la projection du côté OA sur la diagonale OD est égale à 


. 2 
OA O a 58a. 


OD Va V3 
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7. Désignons les points du problème comme il est montré sur la figure 113. 
Il est clair que les coordonnées de O sont (0, 0, 0), et celles de Aa, 0, 0). 
Soient (xp, yp, 0) et (te: Yo» Zo) les coordonnées de B et de C respectivement. 


Alors 0B OB.0À = ét di in 
ors OB=—a, OB-OA=a-a-cos60°——, c’est-à-dire que 24 +yh—4?, zpa= 








2 3 ES D SE 2 
= , d’où De Yp—= : V£ . Puis, OC = a, OC:04= OC EEE : 
2 2 2 2 À 
S a? a a V3 a? ne a 
En 

Ye = ss 20 —= =: a 
F 2Vs 3 
Puisque le point D se situe exactement au-dessous de C (en raison de la 


symétrie), on peut désigner ses coordonnées par | . Egalant 


nn 
EE Ve 


les longueurs des vecteurs DC et DO, on a 
gean) = (5) +( 5) + 
—a—2 — | — _— 22, 
(= d nr 2 V3 pe 


(À 


a. 
— 1 — 


PR Re 
2 2 V3 2 V6 





d’où 





Enfin, puisque DC |Ik et Do — — k, l'angle cherché se 


trouve par la formule 


a 
— = 
k.DO 2 V6 los _— 
FU MED Jus 272 d'où a — 109°28'. 


a2 a? 
ATRTX 
$ 3 
Le rayon vecteur de l’hélice est r — xi+ yi zk = R cos ot i + 
+ R sin ot j+ vtk. D'où 
LL sin ot i + Ro cos ot j + vk. (31) 


Puisque ce vecteur est dirigé suivant la tangente, il ne reste que de trouver 
l'angle Ÿ qu'il forme avec le vecteur k: 





EL 
di VU 
PERD Vre 
ar | 
$ 4 
En vertu de (31) ds=]|dr|=| —Rosinaoti+Ro cos ot j+vk|dt= 


— VR262+ v? dt. Aussi 
dr —Rosin oti+ Ro cos ot j+vk 


de. VR202 + v2 ' 
L— dr | | dr di Ro? 
| ds | | dt ds | R?o2+v2 
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$ 9 

k 0 cosa —sinæ\. 4 k\. —1 0 
à) (o ne b) (5 L): ÿ Le cos a ) ? F ot A 
Dans les exemples b), c) et e) le carré devient un carré. Dans les exemples 


a) et d) on obtient, d’une façon générale, un parallélogramme. Si les côtés du 
carré sont parallèles aux axes de coordonnées dans le cas a), ou bien si leur coef- 


2 
ficient angulaire est égal à - + AE 1 dans le cas d), on obtient un rec- 


tangle. Si, à partir de cette position, on fait tourner le carré de 45°, on obtient 
un losange. 


: 6 
1. Var traites +ai. 

2, La perpendicularité est vérifiée à l’aide de la formule (27), car le produit 
scalaire de tout couple de vecteurs est nul. Si le quatrième vecteur a les projec- 
tiONS x1, To, Tags Las ON à, en raison de la perpendicularité, Li + To Lg — Ta = 
= 0, xi+ x — Le Ta = 0, z3+ za — 0, d'où il vient immédiatement que 


La = ta = 0, + = 0. Ainsi, on peut admettre que les projections du 
quatrième vecteur sont 1, —1, 


CHAPITRE X 


THÉORIE DES CHAMPS *) 


$ 1. Introduction 


Définir le champ d'une grandeur dans l’espace c’est faire corres- 
pondre à chaque point de l’espace ou de son domaine (partie) une 
valeur déterminée de cette grandeur. Par exemple, dans le cas d’un 
flux de gaz, on doit considérer un champ de températures (la tempé- 
rature a une valeur déterminée en chaque point), un champ de den- 
sités, un champ de pressions, un champ de vitesses, etc. Le champ 
peut être scalaire ou vectoriel selon la nature de la grandeur considérée, 
si bien que les champs de températures, de pressions ou de densités 
sont scalaires, et les champs de vitesses ou de forces vectoriels. Le 
champ est dit stationnaire s’il ne varie pas avec le temps en chaque 
point de l’espace et non stationnaire dans le cas contraire. 

Désignons la grandeur considérée (pour fixer les idées, admettons 
qu'elle est scalaire) par la lettre w et introduisons dans l’espace le 
système de coordonnées cartésiennes x, y, z. Ces trois coordonnées 
définissent un point dans l’espace et, par là même, la valeur corres- 
pondante de u = u(x, y, z). (Si le champ est non stationnaire, 
alors u — u (x, y, z, t), où t est le temps. Nous ne considérons ce- 
pendant pas { comme une véritable coordonnée, mais plutôt comme 
un certain paramètre auxiliaire de sorte que tous nos raisonnements 
se rapporteront désormais à un instant arbitraire maïs fixe.) Ainsi, 
du point de vue formel, le champ stationnaire n’est qu’une fonction 
de trois variables x, y, z. Il ne faut pas oublier que les coordonnées 
peuvent être introduites dans l’espace de façons différentes, et que 
l'expression u (x, y, z) changera en conséquence encore que la valeur 
de u en chaque point donné M ne dépende pas du système de coordon- 
nées choisi. Aussi dit-on souvent que x est la fonction de point, u — 
— u (M), car, en définissant M, on définit complètement la valeur 
u, c’est-à-dire la valeur que prend la grandeur uw au point M. Quand 
on considère un champ, la fonction de point est primaire et la fonction 
des coordonnées secondaire, puisque le champ a un sens et se prête 


*) Ce chapitre est la suite immédiate du précédent ; on y fait un large usage 
des résultats obtenus aux $$ IX.1 et 2, ainsi que des notions d’intégrale multiple 
($IV.7) et de fonction de Green ($ VI.2). 
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à l'étude même quand il n’est attaché à aucun système de coordonnées. 

Si, conformément à son sens, la grandeur étudiée est définie dans 
le plan, on dit que le champ est plan; tel est, par exemple, le champ 
que l’on considère en étudiant les processus thermiques se produisant 
dans une plaque d'épaisseur négligeable. 

Si le champ de uw est spatial et si dans un certain système de coor- 
données cartésiennes x, y, z, u s'avère indépendante de z, on dit 
que le champ est plan parallèle. Il devient alors possible de faire 
abstraction de la coordonnée z, en considérant le champ dans le 
plan x, y (c’est-à-dire en substituant au champ plan parallèle un 
champ plan) et en se rappelant que dans tous les plans parallèles 
le champ a exactement la même forme, c’est-à-dire que toutes les 
caractéristiques du champ restent constantes le long des perpendicu- 
laires à ces plans. 


Exercice 


Soit donnée, dans un système de coordonnées cartésiennes, la grandeur 
u en y? + 2yz+ z?. Montrer que cette grandeur forme un champ plan 
parallèle. 

Indication. Faire tourner le système de coordonnées de 45° autour 
de l’axe des x. 


$ 2. Champ scalaire et gradient 


Soit donné dans l’espace, pour plus de simplicité, le système de 
coordonnées cartésiennes x, y, z. Considérons un champ scalaire 
stationnaire u — u (x, y, z). Soit donné en outre 
un point M de l'espace. On peut, en partant T1 
de ce point, aller dans toutes les directions pos- / 
sibles; sur la figure 114 on désigne par / une 
de ces directions. On appelle dérivée de w par < 
rapport à la direction Z la vitesse de variation 
du champ dans cette direction rapportée à N 
l'unité de longueur: 


= Jim OO L Jim 2 
WU nm MN As+0 AS L° Fig. 114 


En raisonnant de la même façon qu’à l'établissement de la for- 
mule (1V.5), on trouve 
du Ôu dx Ôu dy ôu dz 
= 6% d'y d | &w à 
Il est commode de représenter le second membre sous forme du pro- 
duit scalaire de deux vecteurs (voir la formule (IX.5)) 


mire ee) (hihi dn). 
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Le premier de ces vecteurs porte le nom de gradient du champ u et 
se désigne par 


Ou . , Ou , fou 
gradu= it its k; (1) 


sa signification physique sera expliquée plus tard. Le second vecteur 
dx. , dy, , dz d(xi+uyj+zk) dr 
Titalitan di 7e 

est le vecteur unitaire de la direction Z (voir $ IX.4). De cette façon 


À = grad UT. (2) 


Pour le champ donné, le premier facteur du second membre ne 
dépend que du choix du point M ; le second facteur ne dépend que 
de la direction L. 

Puisque le produit scalaire d’un vecteur par un vecteur unitaire 
est égal à la projection du premier sur le second, il est possible de 
| mettre la formule (2) sous la forme 


du 
y = grad u (3) 
(symbole de la projection du gradient 
sur la direction /). 

Soient donnés le champ x et le 
point M. Üne question se pose: dans 
quelle direction / la dérivée du/dl est 
la plus grande? Ou, conformément à 
la formule (3), quelle est la direction 
qui permet la projection la plus gran- 
de du vecteur grad u? Il est évident 

Fig. 115 que si l’on projette un vecteur quel- 
conque sur les directions différentes, 
c'est la projection sur sa propre direction qui est la plus grande 
(égale à sa longueur). Ainsi, le vecteur grad w au point M est dirigé 
dans le sens de la croissance la plus rapide du champ w, cette vitesse 
maximale, rapportée à l’unité de temps, étant égale à | grad w |; 
plus la variation du champ est rapide, plus grad w est long. Sur la 
figure 115 sont montrés les vecteurs gradient de la température en 
des points isolés d’un conducteur de chaleur chauffé de l’intérieur 
(de la zone hachurée) et refroidi de l'extérieur. Le gradient de la 
température est dirigé vers la source de chaleur. 

D'après sa signification physique, le gradient est lié de façon 
invariante au champ considéré, c’est-à-dire qu’il reste invariant par 
le changement de repère cartésien (cette propriété ne découle pas 
explicitement de sa définition (1) donnée sous une forme « non inva- 
riante », « attachée » à un système de coordonnées concret). Il y a 
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plus. Etant donné un champ w, on détermine en tout point de l’espace 
la direction et la vitesse de sa croissance maximale ; on obtient donc 
le vecteur grad w sans faire appel aux coordonnées et à la donnée de 
u (x, y, 2). Ainsi, le gradient du champ scalaire forme un champ 
vectoriel parfaitement déterminé. 

La condition d’invariance s'impose pour toutes les notions prin- 
cipales de la théorie des champs. Comme on l’a dit au $ IX.5, lors- 
qu'on change le repère cartésien, les vecteurs se conservent, mais 
leurs projections varient. De cette façon, si un concept de la théorie 





Fig. 116 


du champ vectoriel est défini au moyen des coordonnées et des projec- 
tions de ce champ, il doit vérifier la condition d’invariance par rap- 
port au changement de ces coordonnées et projections dans la rota- 
tion des axes. Il en sera ainsi, par exemple, dans le cas où le concept 
est formulé en termes de scalaires, vecteurs et tenseurs ($ IX.5). 

Remarquons que uw, u, et u; sont aussi les dérivées par rapport 
à une direction : ainsi, uw, est la dérivée dans la direction de l’axe 
des x. 

Le gradient du champ u (x, y, z) est étroitement lié aux surfaces 
de niveau de ce champ, sur lesquelles le champ a une valeur constan- 
te, u (x, y, z) — const (selon la nature physique du champ on parlera 
des surfaces isobariques, isothermiques, etc.). Plus précisément, le 
gradient du champ en tout point M est normal (c’est-à-dire perpen- 
diculaire au plan tangent) à la surface de niveau passant par M. En 
effet (fig. 116), si AC est petit, on peut admettre qu’au voisinage de 
M les surfaces u — C et u = C + AC sont presque planes et que 

du Au AC 
TL CRE = AL À (4) 


où Al est la distance entre les surfaces mesurée dans la direction L/. 
Or, il est clair que A sera minimal et que, par conséquent, la dérivée 
U . . . S 

T Ta maximale quand la direction / sera normale à la surface, 


d’où notre assertion. 

Toutes les notions introduites pour le champ spatial s'étendent, 
moyennant quelques simplifications, aux champs plans (voir $ 1). 
C’est ainsi que le gradient du champ w (x, y), calculé par la formule 
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grad u — = 1 + Fi est un vecteur du plan x, y. Le gradient du 


champ est normal en tout point à la ligne de niveau du champ, c’est-à- 
dire à la courbe w (x, y) — const passant par ce point (fig. 117). 
On voit alors de la formule (4) que le module du gradient est inver- 
sement proportionnel à la distance entre les lignes de niveau. Aux 
endroits où les lignes de niveau se rapprochent, le gradient croît 
(comparer par exemple le gradient du champ 

aux points À et B de la figure 117). 
A titre d'exemple proposons-nous de 
calculer le gradient du champ à symétrie 
centrale u = f (r) avec r = V1? + y? + 2. 
î Dans ce cas la valeur de u ne dépend que de 
la distance séparant le point en question de 
l’origine des coordonnées; aussi les surfa- 
ces de niveau sont-elles des sphères centrées 


À à l’origine. Si l’on prend deux sphères 
dont les rayons diffèrent de dr, les valeurs 
Fig. 117 que prend la fonction f sur ces sphères 


différeront de df. Donc, la vitesse de varia- 
tion du champ dans la direction perpendiculaire aux surfaces de 


niveau (c’est-à-dire le long des rayons) est ce et 


LEE 0, (5) 


Ici r est un rayon vecteur joignant l’origine des coordonnées à un 
e e. e r 
point courant arbitraire (x, y, z);r — |r|]; r° — es est le vecteur de 


longueur unité dirigé suivant r. 
Essayons d'obtenir la formule (5) par une autre méthode, en 
partant de l’expression du gradient en coordonnées (1). On a 
du af or _ à = ai = 
0x dr 0x dr Wz2+y+z2 drr' 
Par analogie 


ou df y ôu  df z 
ôy drr’ 0z dr r’? 
d’où 
di is À das di 2e dt de: ; _ df 1 
DR dore en) 
| 1 df | | df 
Puisque — 3, est un scalaire, on voit que pour FE 0 les vecteurs 


grad w forment partout les prolongements des vecteurs r (comme les 
aiguilles d’un hérisson qui se met en boule); pour T< 0, les vec- 
teurs grad u sont partout dirigés vers l’origine des coordonnées. 
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Exercices 


1. Chercher la dérivée du champ u = xy — z?° au point M (2, 1, —3) 
dans la direction du vecteur a = i + 3k. 


k k : 
2. Chercher le gradient du champ u — — + — , OÙ k1, k, = const et 
1 2 


r;, r, sont les distances de certains points fixes M;, M. 


$ 3. Energie potentielle et force 


Supposons qu'un corps *) se déplaçant de façon arbitraire dans 
l’espace subisse une force F qui ne dépend que de la position du corps. 
En d’autres termes, en tout point M de l’espace est défini le vecteur 
force F — F (M) correspondant, qui forme donc un champ de forces. 
Quand le corps se meut, cette force fournit un travail qui va à modi- 
fier l'énergie cinétique du corps ou à surmonter la résistance des 
effets extérieurs quelconques. 

On calcule sans peine le travail exercé par la force F sur le corps 
parcourant un chemin déterminé. En effet, quand le déplacement dr 
est infiniment petit, on peut admettre que la force est constante et 
le travail correspondant est donc égal (voir $ IX.2) au produit scalaire 


dA = F'dr. 


En additionnant de pareils travaux élémentaires, on obtient le tra- 
vail total fourni par la force F au corps parcourant un certain che- 
min (L), 


A= | Fdr. (6) 
(L) 


Une telle intégrale prise le long de la courbe (Z) est dite intégrale 
de ligne. Pour la calculer, on doit connaître non seulement le champ F 
et la courbe (Z), maïs aussi la direction de celle-ci; on dit que (L) 
doit être orientée. Si (L) est ouverte, il suffit, pour l’orienter, 
d'indiquer lequel des deux points qui la limitent en est l’origine et 
lequel l’extrémité, c’est-à-dire d'établir les bornes d'intégration. 
Cette orientation a une importance capitale, car, si l’on parcourt, 
la même courbe en sens inverse, on verra dr changer en —dr de 
sorte qu’on aura —ÀA au lieu de À : le travail changera de signe. 
L'intégrale de ligne (6) peut se mettre sous d’autres formes assez 
intéressantes. Se rappelant que dr — *x ds, où tv est le vecteur unitaire 
de la tangente à (L), et ds la différentielle de l’arc, on obtient 


st nn 


*) On admet que les dimensions de ce corps sont très réduites; de pareils 
corps sont parfois appelés points matériels. 
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où F, symbolise la projection du vecteur F sur +, c’est-à-dire sa 
projection « tangentielle ». D'autre part, si l’on passe en coordonnées 
cartésiennes x, y, Z 


EPA Fi EERk, r = xi + yj + 2k, 


d’où dr = dxi + dyj + dzk, et si l’on se rappelle la notation (IX.5), 
on trouve 


A— | (F,dx+F,dy+F, di). 
(L) 
Le travail de la force peut être représenté sous forme d’une intégra- 
le de temps; connaissant le mouvement du corps, c'est-à-dire la 


fonction r (£), on représente la force agissant sur le corps comme une 
fonction composée du temps: 


= Fr) = Fir(à]l = F(. 
Le travail de la force pendant le temps dt s'exprime au moyen de 


la vitesse v (v L +) ; puisque dr — v dt, on tire de la formule (6) 


te 
A=\ F (#)-v(t) dt, 


tj 


où £; et t sont les instants initial et final du mouvement. 

Ainsi, la grandeur F :v (produit scalaire de la force par la vitesse) 
est égale au travail par unité de temps; on sait que c’est la puissance. 

Dans ce paragraphe, nous considérons la force dépendant unique- 
ment de la position du corps. Si ce dernier se déplace, la force dépend 
du temps. On peut affirmer que dans ce cas le travail À ne dépend 
pas en réalité de la vitesse du corps, ni du type des fonctions v (ti) et 
r ({), mais uniquement de la trajectoire suivie par le corps et ceci 
malgré le fait que le facteur v (é) figure explicitement sous le signe 
somme dans l’expression de À. L’explication en est la suivante. Si 
la fonction v (6) varie, il en est de même de r (£); par conséquent, 
F(t) pour F—=F(r) = F(x, y, 2) donnée change elle aussi. Il en 
résulte la variation des bornes d'intégration t; et {; correspondant 
aux points initial et final donnés du chemin, r (4) = ri; r(ts) = r£. 

Pour toute une série de champs de forces F physiques, on constate 
que si le corps décrit un contour fermé, le travail total de F est égal 
à zéro ; autrement dit, si la force fournit un certain travail sur une 
partie du chemin, par contre, sur le reste du contour, le corps se 
déplace dans le sens opposé à la direction de la force et restitue l’éner- 
gie accumulée. Tel est le cas du champ de gravitation, du champ 
électrostatique et de nombreux autres. En termes mathématiques, 


Ÿ F-dr=0 (7) 
(L). 


$ 3] ÉNERGIE POTENTIELLE ET FORCE 321 


pour toute courbe (L) fermée, & symbolisant l'intégrale prise le 


long d’un contour fermé. Cette intégrale s'appelle aussi la circulation ; 
nous admettons donc que la circulation de la force F le long de tout 
contour fermé est égale à zéro. 

L'hypothèse (7) peut être formulée d’une façon équivalente com- 
me suit: le travail (6) de la force F le long de tout contour ouvert 
(L) dépend uniquement de la position des points initial et final du 
contour, mais ne dépend pas de sa forme. En effet, supposons que la 
condition (7) soit vérifiée et que les courbes (Z,) et (L.) aïent l’origi- 
ne M et l’extrémité N communes ; supposons en outre que le travail 
de la force F le long de (Z,) soit égal à À,, et celui le long de (Z,) 
à ÀA,. Formons un contour fermé en suivant (Z,) de M à N, puis (Z.) 
de N à M. Alors, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le travail de 
la force F le long d’un tel contour sera égal à À, — A,. D'autre part, 
vu la condition (7), À, — À, — 0, d’où À, — À,. Nous proposons 
au lecteur de montrer par analogie que, réciproquement, la condi- 
tion (7) découle de cette dernière égalité. 

On peut introduire dans l'hypothèse (7) la notion d’énergie poten- 
tielle, c’est-à-dire fonction de la position du corps (cette notion 
pour le moment unidimensionnel est étudiée plus en détail dans 
MS, ch. VI). Notamment, l’énergie potentielle U/ en un point quel- 
conque M est égale, par définition, au travail effectué par la force 
F pour déplacer le corps du point M à un point fixe M,. (Dans des 
problèmes concrets, on éloigne le point M, souvent choisi à l'infini, 
si bien que le travail éloigne le corps à l’infini ; pour cela il doit avoir 
une valeur finie et être indépendant de la façon dont ce déplacement 
s'effectue.) Autrement dit, on a 


U(M)= | F.dr 
Mo 

sans qu’il soit nécessaire de préciser le chemin concret MM. 

À l’aide de l’énergie potentielle, on exprime aisément le travail 
effectué par la force F pour déplacer le corps d’un point quelconque 
M, en un autre point quelconque ,. En particulier, si le chemin 
passe par M, (ce qui est possible, vu que le choix du chemin n’a 
pas d’influence sur le travail), alors, en considérant séparément le 
travail pour les tronçons M,.M, et M,WM,, on constatera que le tra- 
vail considéré est égal à U(M.,) — U(W;). Aïnsi, le travail du 
champ est égal à la perte d'énergie potentielle du corps. 

En déterminant l’énergie potentielle, le choix du point M,, c’est-à- 
dire le point en lequel l’énergie potentielle est supposée nulle, est 
assez arbitraire. Voyons ce qui se passe si l’on prend, au lieu de W,,, 


un autre point quelconque M,. Puisque le travail ÜU (M) nécessaire 
à déplacer le corps de M à M, est égal au travail fourni pour déplacer 
21—0317 


(8) 
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ce corps de M à M, plus le travail pour le déplacer de M, à M,,, la 
différence entre U (M) et U (M) est égale à un terme constant. De 
cette façon, l'énergie potentielle est déterminée à un terme constant 
près. Or, cet arbitraire n’influe nullement sur la différence des va- 
leurs de l’énergie potentielle en deux points, du moment qu’il dispa- 
raît quand on calcule le travail effectué pour déplacer le corps d’un 
point à l’autre. 

Nous venons de démontrer l'existence de l'énergie potentielle 
dans le champ de forces, c’est-à-dire le caractère potentiel de cechamp, 
en partant de la condition (7) qui veut que le travail suivant un 
contour fermé soit nul. Il est facile de vérifier que, réciproquement, 
si l'énergie potentielle existe, alors, si l’on veut calculer le travail 
fourni par le champ pour déplacer le corps du point M au point NW, 
il suffit de savoir seulement la position de ces points, tandis que 
le trajet suivi par le corps n’a aucune importance, étant donné que 
le travail en question est égal à U (M) — U (N). Or, on a vu que 
cela équivaut à la condition (7). 

La formule (8) définit l’énergie potentielle pour le champ de 
forces donné. Proposons-nous d'obtenir une formule susceptible de 
définir le champ en fonction de l’énergie potentielle. Supposons que 
le corps ait effectué un déplacement infiniment petit dr — dx i+ 
+ dy j + dzk. Alors la force F = F,i + F,j + F,k aura fourni 
un travail élémentaire 


dA = Fedr = F, dx + F, dy + F, dz. 
D'autre part, ce travail est égal à 
oU oÙ oU 
dA= — dÜ = — (T de + dy + di). 


Par comparaison de ces deux formules, on trouve 








Fr= —— Fy= —<, FT, 
d’où 
F=FitPj+tFk— Ti j—k=—-—gradU (9) 
(voir $ 2). 

Imaginons une particule de masse m animée d’un mouvement 
sous l’effet du champ de forces donné F — —orad U. Alors, d’après 
$ IX.4, l'accroissement de l'énergie cinétique est égal à 

Sa Sa 
2 2 
= (Fe ds= — | D ds = Ui—Uz. 
$4 4 


Donc, 


muè mu? 
D 2e or Cr 
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c'est-à-dire que l'énergie totale de la particule 


E= "LU 
reste constante au cours du mouvement. Nous voyons que l'énergie 
totale est la somme des énergies cinétique et potentielle (pour le 
mouvement unidimensionnel voir MS, $ VI.8). 

Considérons, à titre d'exemple, l'attraction telle que la définit 
la loi de Newton, c’est-à-dire le cas où le corps est soumis à une force 
dirigée vers un certain point fixe O (que nous confondrons avec l’ori- 
gine des coordonnées) et inversement proportionnelle au carré de 


la distance de ce point. Puisque le vecteur — . est dirigé vers l’origi- 





ne des coordonnées et que sa longueur est égale à 1, le champ de for- 
ces a pour équation 


r 
Fr —k, (10) 
où k est un coefficient de proportionnalité. On se persuade sans peine, 
en raison de la symétrie centrale de la force *), que l’énergie poten- 
tielle s'exprime aussi par ÜU = f (r). Il découle alors des formules 


(9) et (5) que 


F = — grad U — ie 
Par comparaison de cette formule avec (10), on trouve 
df k Hs k 
ne 2 d’où U=f(r)=—— (11) 


à un terme constant arbitraire près. De cette façon, le champ de for- 
ces newtonien se caractérise par un potentiel, qui se détermine par la 
formule (11). Cette formule fournit le potentiel normé (on entend par 
normalisation le choix d’un objet quelconque parmi plusieurs objets 
équivalents) par la condition de s’annuler à l'infini. 

Il devient parfois nécessaire de construire les lignes vectorielles 
d’un champ de forces F ou, comme on dit encore, les lignes de 
force du champ F. Ce sont les lignes dirigées en chacun de leurs 
points le long du champ, c'est-à-dire tangentes en chacun de leurs 
points au vecteur correspondant du champ F. Le problème de la 
construction de ces lignes est ramené aisément à l’intégration d’un 
système d'équations différentielles : il suffit d’introduire dans l’es- 
pace les coordonnées cartésiennes x, y, z et d’écrire la condition du 
parallélisme des vecteurs 


dr = dx i + dy i + dk 
FF, y,2) i+F, (x, y,2) j + F, (x, y,2)k 


*) Considérer le déplacement du corps suivant une sphère centrée en © 
pour r — const. Le travail de la force est nul. 


et 
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(voir la fin du $ IX.1): 
dx dy dz (12) 


Fr (x, y, 2) L Fy (x; y; z) _ F; (x, y; z) 
Nous utilisons le fait que le vecteur dr se confond précisément avec 
la tangente à la ligne (voir $ IX.4). Les équations (12) forment un 
système d'équations différentielles définissant les lignes de force du 
champ F et écrit sous forme « symétrique », dans laquelle les trois 
coordonnées sont équivalentes. À l’aide de ce système on exprime 


: d d | à à ; ; è 
facilement _. et _ et l’on passe à un système de deux équations dif- 


férentielles en y (x) et z (x) écrites sous forme habituelle ($ VIII.2). 

Géométriquement, il est clair (voir, pour plus de détail, la théorie 
des équations différentielles) que tout point de l’espace est traversé 
exactement par une ligne de force ; de cette façon, l’espace tout en- 
tier (ou sa partie dans laquelle est donné le champ de forces) est 
rempli de lignes de force. 

Dans le cas du champ newtonien, les lignes de force représentent 
des rayons issus du centre d’attraction, c’est-à-dire du point O. 
Ils ne se coupent en aucun point sauf en ©, qui est un point singulier 
du système d'équations différentielles (cf. les derniers alinéas du $ 2). 

Nous avons vu au $ 2 que le vecteur grad U est normal en chaque 
point à la surface U — const passant par ce point. Il découle donc 
de la formule (9) que les lignes de force sont normales en chacun de 
leurs points aux surfaces équipotentielles. Cela devient d’ailleurs 
clair si l’on se rend compte que le travail maximal par unité de 
longueur du chemin parcouru est celui pour déplacer le corps norma- 
lement aux surfaces d’égal potentiel ; d'autre part, il en sera ainsi 


quand le corps se déplacera le long des lignes de force. 


Exercice 


Soit un champ de forces plan de potentiel U — axy (« — const). Ecrire 
les équations définissant le champ et ses lignes de force. 


$ 4 Champ de vitesse. Flux 


Soit un gaz ou un liquide en écoulement permanent. En chaque 
point M la vitesse d’une particule de gaz a une valeur bien détermi- 
née v — v (M), nous avons donc affaire à un champ vectoriel (champ 
de vitesse). 

Considérons la trajectoire (Z) d’une particule quelconque ou, 
comme on dit, une ligne de courant. On sait (voir par exemple $ IX.4) 
que le vecteur vitesse v est tangent à la courbe (Z) en chacun de ses 
points. Donc, dans le champ de vitesse, ce sont les lignes de courant 
qui font office de lignes vectorielles ($ 3). Les équations différentiel- 
les correspondantes analogues à (12) s'établissent aisément en expli- 
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citant dt dans les égalités 


CREER dy - LL 
dE OÙ M OU + 


et en égalant les résultats. 

Nous passons maintenant à une notion très importante pour la 
suite qui est celle de flux d’un vecteur à travers une surface. Suppo- 
sons qu’on ait choisi par la pensée dans l’espace une surface « orien- 
tée » quelconque (6), fermée ou non. Une surface est dite orientée 
si l’on indique ses faces extérieure et intérieure. Une pareille orien- 
tation peut se faire de deux façons (fig. 118). 

Calculons le volume de gaz sortant par unité de temps de (0). 
Cherchons d’abord le volume traversant un élément de surface (do) 
pendant un temps très court dt (fig. 119). C’est le volume d’un petit 
cylindre oblique de. base do et de génératrice v dt. La hauteur du 


AA TTeUTE TE D7LE; eure È 


L ce 
ne eure extérieure 


Fig. 118 Fig. 119 





cylindre est égale à la projection de la génératrice sur la perpendicu- 
laire à la base, c’est-à-dire à v, dt, où v, est la projection du vecteur 
vitesse v sur le vecteur unitaire n de la normale extérieure (c’est-à- 
dire dirigée vers l’extérieur) à la surface. Donc, le volume du cylin- 
dre est v,dt do. 

Si, pendant le temps dt, l'élément de surface (do) est traversé par 
le volume v,dt do, alors, pendant l’unité de temps, ce même élément 
laissera passer un volume égal à v,do. Faisant la somme de ces volu- 
mes pour tous les éléments, on constate que pendant l’unité de temps 
la surface tout entière (0) est traversée de l’intérieur vers l'extérieur 
par le volume 

Ô= | Un do. (13) 
(0) 
Cette intégrale de la projection normale porte le nom de flux du 
vecteur v à travers la surface (o) *). 

En hydrodynamique, à côté du champ de vitesse v, on emploie 

fréquemment la notion de champ de « vitesse massique » pv, où p 


*) L'intégrale (13) est un cas particulier de l'intégrale de surface étudiée 
au 
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est la densité du gaz au point donné. En raisonnant comme ci-dessus, 
on démontre facilement que le flux 


| OUn do 
(o) 


de ce vecteur à travers une surface orientée (0) quelconque est égal 
à la masse (et non pas au volume comme précédemment !) du gaz 
sortant par l’unité de temps (o). 

Le flux est évidemment une grandeur scalaire. Il dépend essen- 
tiellement de l’orientation de la surface (0) : dans le cas où l’on inver- 
se celle-là, la valeur de v, et, par conséquent, celle de Q dans la for- 
mule (13) changent de signe. (Cela ressort d’ailleurs de la significa- 
tion de l'intégrale (13).) Si la surface (o) est disposée de façon que 

les lignes de courant la rencontrent partout 
par sa face intérieure, puis par sa face 
face extérieure, on à Q >> 0, et Q < 0 dans le cas 
extérieure contraire ; dans le cas mixte, le flux est égal 

à la somme des grandeurs positive et néga- 
tive (lesquelles?) et peut donc se trouver 
positif, négatif et nul. Le flux du vecteur 
vitesse à travers une surface occupée en- 

Fig. 120 tièrement par les lignes de courant (c’est-à- 
| dire telle que chacun de ses points est tra- 
versé par une ligne de courant appar- 
tenant tout entière à cette surface) est toujours nul *). 

On adopte parfois pour (13) une notation différente. On fait 
d'habitude correspondre à une surface plane orientée (o) donnée 
un vecteur © dirigé perpendiculairement à (0) vers l'extérieur (fig. 120) 
et ayant pour module l’aire de (o). On le fait dans le cas où seules 
l’aire de (o) et son orientation importent, tandis que sa forme concrè- 
te (cela peut être un cercle, un rectangle, etc.) est sans importance. 
Dans cette notation le vecteur do se confondra avec n (voir fig. 119), 
et l’on pourra écrire v, do — v ‘do (voir la formule (IX.3)). Ainsi, 


Q — | Un dO — | v- do. (14) 
(0) (0) 


On dit également du flux du vecteur v à travers la surface (0) 
que c’est le nombre de lignes vectorielles (c’est-à-dire de lignes de 
courant) sortant de (0). Cette appellation est conventionnelle (vu que 
le nombre indiqué a une dimension et, en règle générale, est fraction- 
naire), mais elle est largement employée en raison de son caractère 
intuitif. Il est à noter que ce « nombre » doit être compris dans 








*) Imaginez-vous, par exemple, la surface sur laquelle le gaz glisse pendant 
son mouvement. 
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le sens algébrique, de sorte que si une partie de (0) est traversée par 
les lignes dirigées vers l'extérieur et l’autre partie dans le sens inver- 
se, ce nombre peut être de signe quelconque (et même nul) suivant 
la partie que rencontrent le plus de lignes. 

Montrons, au moyen de quelques exemples élémentaires, comment 
on calcule le flux. Soient d’abord v un champ constant (uniforme, 
identique en tout point) et (56) une surface 
plane. Il découle alors de la formule (14) que 


Q = Un0 = v:06. (15) 4 


Supposons que le champ est proportionnel e 
au rayon vecteur r de sorte que v = kr (4 coef- 
ficient de proportionnalité) et (o) une sphè- 
re de centre à l’origine des coordonnées et 
orientée de façon naturelle (la face intérieure Fig. 121 
tournée vers l’origine des coordonnées). 
On a alors v, — v, — kr, et puisque r — const sur (6), on a 


Q — | kr do = kr | do = kro = Añkr*. 
(o) (0) 


Considérons enfin le cas général d’un champ spatial à symétrie 
centrale défini par la formule 


v=tqie (=), (16) 


où r est le rayon vecteur du point courant et r sa longueur, si bien 
que r° est le vecteur unitaire confondu avec le rayon vecteur et indi- 
quant la direction du champ. Le flux du champ à travers la sphère 
de rayon r et de centre à l’origine des coordonnées est alors égal à 


Q=Q (= onde = | f(r) do = f(r) 4m. (47) 


La formule (15) a un corollaire intéressant. Considérons un polyèdre 
fermé (fig. 121); donnons à ses faces une orientation telle que l’une 
d’elles « ferme » l’ensemble des autres (c’est en l’occurrence la face 
(o)). Il est clair que si l’on plonge mentalement ce polyèdre dans un 
champ de vitesse v uniforme, le flux à travers (0) sera égal à la somme 
algébrique des flux à travers les autres faces: Q — Q, + Q, + O2. 
D'où 
et, étant donné le caractère arbitraire de v. 


O — O1 + O2 + O3. (18) 


Ainsi, le vecteur de l’aire « résultante » est égal à la somme des vec- 
teurs des aires « composantes », c’est-à-dire qu’on peut additionner 
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les aires vectoriellement. Pour aboutir à ce corollaire, nous nous 
sommes servis du fait que les surfaces planes sont représentées par 
les vecteurs de la façon montrée fig. 120, ce qui vient confirmer la lé- 
gitimité d’une pareille représentation. 

Cette question peut être abordée d’une façon quelque peu diffé- 
rente. Orientons toutes les faces du polyèdre de la fig. 121 de façon 
« naturelle », de sorte que les vecteurs 5; et © soient dirigés vers l’ex- 
térieur. Alors on doit remplacer dans la formule (18) ©; par —0; 
et, après avoir transféré tous les termes dans le premier membre, on 
obtient O1 + 6, + ©, + 6 — 0. Cette relation est parfaitement 
analogue à la règle bien connue d’algèbre vectorielle selon laquelle 
la somme des vecteurs formant un polygone fermé est égale à zéro 
(voir $ IX.1). Cela confirme une fois de plus le caractère légitime de 
la représentation des surfaces planes par les vecteurs. 

À la limite, on peut obtenir du polygone une ligne fermée (L) 
quelconque, et du polyèdre une surface fermée (o) quelconque; ainsi, 
on aboutit aux égalités 


& dr 0, & do = 0 
(L): (0) 


(dont la première est immédiate), où le rond (facultatif) traversé par 
le signe d'intégration souligne que l’intégrale est prise sur une ligne 
ou une surface fermée. 


Exercice 


Soit donné un champ spatial général à symétrie axiale défini par la formule 


v—f(lp], z) p° { p° _ P , où op est un vecteur allant du point (0, O, 2) 


au point (x, y, z). Quel est le flux de ce champ à travers la surface d'un cylindre 
circulaire droit de rayon |p| et d’axe z? Quel est ce flux dans le cas particulier 
du champ plan parallèle ? 


$ o. Champ électrostatique, son potentiel 
et flux 


Toute charge placée dans l’espace crée un champ électrique que 
l’on peut analyser à l’aide de la loi de Coulomb. Admettant, pour 
plus de simplicité, que l’espace est vide, considérons le champ pro- 
duit par une charge q à l’origine des coordonnées O. Pour étudier le 
champ, on peut placer dans un point M quelconque une charge unité 
et déterminer la force qu’elle subit de la part du champ: c’est l’inten- 
sité du champ électrique que l’on désigne par la lettre E. Puisque 
l'intensité E est différente aux points M différents, on se trouve en 
présence d’un champ vectoriel E = E (M), qui n’est, au fond, qu'un 
cas particulier du champ de forces examiné au $ 3 (sans oublier qu’il 
s’agit toujours de l’action sur une charge unité). Formée mathémati- 
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quement, a loi de Coulomb est analogue à la loi de Newton étudiée 
au $ 3. Pour la charge ponctuelle a elle a la forme 


kq 0 kq 
E=-r 3 


r . . + 7 
r° = —est le vecteur unitaire dirigé le long du rayon vecteur) : 


cette formule diffère quelque peu de (10), vu que la force doit être 
directement proportionnelle à g et qu’en outre, lorsque g > 0, la 
charge unité positive n’est pas attirée mais repoussée. Le coefficient. 
k de la dernière formule dépend du système d'unités choisi ; nous le 
poserons, pour plus de simplicité, égal à 1 *); on a donc 


q q 
— Ex 0 — 73 r. (19) 
Nous avons vu au $ 3 qu’un tel champ dérive du potentiel 


Tous 
lié au champ E: 
E — —grad (20} 


et normé par la condition de s’annuler à l'infini. En raison de l’ho- 
mogénéité de l’espace, une charge identique qg au point M, (xs, Yo, Zo) 
fait naître le potentiel (on écrira  (r) au lieu de @ (M), en considé- 
rant r comme rayon vecteur du point MW) 
‘q 
P= (21) 


[r—rol ? 
où r, est le rayon vecteur du point 7, **). 

Supposons maintenant qu’il existe dans l’espace tout un système 
de charges ; dans ce cas on voit s’additionner les champs électriques 
E correspondants. (Ce fait essentiel, qui atteste l’indépendance des. 
charges isolées, est confirmé par l'expérience.) Or, on vérifie sans 
difficulté, à l’aide de la formule (20), que les potentiels correspondants 
s’additionnent eux aussi. En effet, si E = E, + E,, où 


Cure % ; 9: Lx) (1= 1, 2), 








E,; = —grad p, = — 


alors, en additionnant les MT respectives, on a 


"à : Ô Ô 
E — — | Qi 92) it PEL) ; j+ (RTE Es) k|- —_ grad (Di qu), 
c'est-à-dire que ® = ; es , est le potentiel du champ E. 
Nous voyons donc que le champ électrique produit par un système. 
quelconque de charges au repos est potentiel et que la relation exis- 


*) Cela signifie que E et q sont exprimés en unités électrostatiques 
(U.E.S.) C.G.S. 

**) On prendra garde à ne pas confondre le rayon vecteur r, avec le vecteur 
unitaire r0. 
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tant entre le potentiel et le champ est conforme au principe de 
superposition (voir $ VI.2). Cela permet de définir par la méthode 
générale le potentiel du champ électrique créé par les charges élec- 
triques réparties avec une densité spatiale o variable. Si la densité 
se présente comme une fonction delta spatiale (voir $ VI.3), c'est-à- 
dire si 


pr) = (r — ro), (22) 


alors la charge correspondante est la charge unité concentrée en un 
point dont le rayon vecteur est r,. Aussi le potentiel correspondant 
à la densité (22) — qui représente la fonction de Green du problème 
donné — est-il calculé par la formule (21) en posant q — 1, c’est-à- 
dire 

Î 
Ir—ro] 


Ici r, définit le point d’application, et r le point d'observation. 

Connaïissant la fonction de Green, on déduit facilement, par la 
méthode générale exposée au $ VI.2, l'expression du potentiel pour 
la densité p(r) arbitraire : 


pa)= À Gr; ro) p (ro) d&= | 40, 
(Go) (Go) 


l'intégration portant sur tout le domaine (Q,) occupé par la charge. 
Cette expression s'écrit en coordonnées : 


G (r ; To) — 


= p (zo; Yo» z0) 
œp (x; y; z) — PA VG—20)2 + (y — 702 + —20)2 dt; dyo; do. (23) 


Quelques exemples de calcul du potentiel seront examinés plus 
tard, au $ 6. 

Considérons maintenant le flux du vecteur E à travers une surface 
fermée (0) orientée de façon « naturelle », c’est-à-dire la face intérieure 
tournée vers le domaine fini borné par (0) et la face extérieure vers 
l'infini. Nous avons dit au $ 4 qu'un flux de ce type est aussi consi- 
déré comme le nombre de lignes vectorielles (donc, pour le champ E 
de « lignes de force électriques ») traversant (0) de l’intérieur vers 
l'extérieur. Puisque ce nombre est compris dans le sens algébrique, 
c'est-à-dire comme la différence entre le nombre de lignes entrantes 
et celui de lignes sortantes, il peut être compris également comme 
le nombre des lignes prenant naissance à l’intérieur de (o). 

Dans le cas le plus simple, lorsque E est produit par une charge 
ponctuelle q placée à l’origine des coordonnées et que (o) représente 
une sphère de rayon À centrée à l’origine, le flux se calcule très sim- 
plement. En effet, on a sur (o) 


PU PR 
ar 


$ 5] CHAMP ÉLECTROSTATIQUE, SON POTENTIEL ET FLUX 331 


car, sur une sphère, r° se confond avec le vecteur unitaire de la nor- 


male extérieure n. Or, on aura alors sur la sphère E, — — const 


q 
R? 
et, par définition (cf. la formule (13)), le flux sera égal à 


|E do = | Ldo=L |do=L4nR? = An. (24) 


Ainsi, le flux en question ne dépend pas du rayon À et est directement 
proportionnel à la grandeur de la charge. 

On démontre de façon analogue que le flux du vecteur E à tra- 
vers une partie de la sphère de centre charge ponctuelle (fig. 122) est 
égal à wg, où © est l’«angle solide » correspondant, c’est-à-dire la 
zone correspondante de la sphère de rayon 1. Or, il en découle immé- 
diatement que, dans le champ produit par une charge unité, les 
lignes de force électriques ne peuvent prendre naissance ni se termi- 
ner dans un volume ne contenant pas cette charge (c’est-à-dire qu’elles 
prennent naissance et se terminent uni- 
quement sur la charge elle-même). En 
effet, si l’on choisit un volume réduit 
(dQ) montré fig. 122, on constate sans 
difficulté que ses parois sphériques 
sont traversées par autant de lignes 
sortantes que de lignes entrantes, tan- 
dis que la paroi conique n'est traver- 
sée par aucune ligne. 

De cette façon, pour toute surfa- 
ce (o) enfermant une charge ponc- 
tuelle q, le nombre des lignes de force prenant naissance à l’intérieur 
de (o) (c'est-à-dire le flux du vecteur E à travers (0)) est égal à 4ng. 
En d’autres termes, pour le champ considéré, quand g > 0, 
les lignes de force partent de la charge (leur nombre étant propor- 
tionnel à la charge) et s’éloignent à l'infini. Si la charge est 
négative, les lignes de force partent de l'infini et se terminent sur 
la charge. 

Supposons maintenant que la surface fermée (0) contienne à son 
intérieur plus d’une charge, par exemple g,, g, et qg4. Dans ce cas les 
champs correspondants s’additionnent, de même que les flux, de 
sorte que le flux total à travers (0) est égal à 4ng, + 4ng, + A4nñgs — 
= An (qi + Jo + 93) = AN, Où q = U +: +44 est la charge 
totale intérieure à (6). 

Ainsi, le nombre de lignes de force électriques prenant naissance 
dans un volume quelconque est proportionnel (avec le coefficient 
4n) à la charge totale enfermée dans ce volume. Cette constatation por- 
te le nom de théorème de Gauss. 
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$ 6. Exemples 


Le champ électrique le plus simple est celui créé par une charge 
ponctuelle. En combinant les champs de plusieurs charges ponctuel- 
les distinctes, on obtient des champs de structure plus compliquée. 

Assez souvent, on arrive à construire le champ par application 
directe du théorème de Gauss (voir les derniers alinéas du $ 5). Con- 
sidérons, par exemple, le champ produit par une sphère de rayon À, 
contenant des charges répandues avec une densité volumique p constan- 
te. Prenant le centre de la sphère pour origine des coordonnées, on 
exprime sans difficulté l’intensité E du champ, en vertu de la symé- 
trie, sous la forme 

E = F (r) rt, (25) 


où F (r) est une fonction scalaire. Identifiant, par application du 
théorème de Gauss, le flux du vecteur E à travers la sphère de rayon r 
(calculé par la formule (17)) à 4x fois la charge contenue à l’intérieur 
de la sphère, on obtient 


F (Dm 4x + nr°p (r € Ro), 
r)- Arr? — 


AT - nRio=4ng (r> Ro); 


où g est la charge totale de la sphère. Calculant F (r) et portant sa 
valeur dans (25), on obtient 
{ D 4 " RP à 
| AN + rro=s pr (à l'intérieur de la sphère) 
E — 
| EN M (à l'extérieur de la sphère). 
En particulier (cf. la formule (19)), l’intensité du champ à l’extérieur 
de la sphère est exactement la même comme si toute la charge était 
concentrée au centre de la sphère. Sur la figure 123 on voit, en trait 
continu, le graphique du module du vecteur E en fonction du rayon. 
Le potentiel correspondant est égal, par considérations de symétrie, 
à U — U (r). Se rappelant la formule (5), on écrira 


—gnpr (0Sr<Ro), 
d 
| |-+F  (Regr<o). 


{ re 


{ 
: | —Snpr+C (0Sr<Ro): 


L+ Co (Ror < ©); 
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où C;, C; sont des constantes. Le potentiel étant normé par la condi- 
tion U (0) — 0, il vient C, — 0; pour que U (r) soit continu avec 
r = R,, il faut que l’on ait 


2 q er q 2 
se no Ri + Ci DUT c'est-à-dire C1 — pH 3 APR. 
On a donc, en définitive, 
2 
| Exp(Ri—r + (OST Ro), 
u—)3 Ro 
| 2 (Ro&r < oo). 
Considérons maintenant le champ créé par une charge répartie 
avec la densité o constante dans l’espace entre deux sphères concen- 


triques de rayons À, et R,. Conformément au principe de superposi- 
tion, il est possible de calculer ce champ comme la différence des 


[El 





—_ 
— 
ne ne 





ki  # 
Fig. 123 Fig. 124 


champs créés par les charges réparties avec une densité p dans une 
sphère de rayon À, et dans une autre sphère de rayon RÀ,. Les graphi- 
ques des deux champs sont montrés figure 123. Nous voyons qu’à 
l'intérieur de la sphère de rayon ÆÀ, la différence est nulle, c’est-à- 
dire qu’il n’y a pas de champ électrique ; autrement dit, le potentiel 
dans cet espace est constant. A l'extérieur de la sphère de rayon 
R, le champ a la forme 


go 0 g1 y — do— 1 .o __ A 


0 
— = — Tr 
A4Tr2 ATr2 Ar 2 Ar?  ? 





c'est-à-dire que, dans ce cas aussi, le champ est tel comme si la 
charge tout entière était concentrée au centre. Le graphique du 
champ pour la sphère creuse est montré sur la figure 124. Les mêmes 
remarques restent valables pour R, et R, infiniment voisins, c’est-à- 
dire pour le cas de la répartition uniforme de la charge sur la sphère. 

Prenons un exemple suivant. Soit une charge répartie avec la 
densité linéaire u constante le long d’un fil rectiligne indéfini con- 
fondu avec l’axe des z. Le champ correspondant est plan parallèle 
($ 1); il peut être calculé en sommant (intégrant) les champs produits 
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par de faibles charges réparties le long du fil. Or, le théorème de 
Gauss promet une solution plus simple. Remarquons qu’en raison 
de la symétrie axiale le champ doit avoir la forme 


E — p(|pl) p°, 


où p est un vecteur perpendiculaire au fil qui s’en éloigne vers le 
point courant (si le fil se confond avec l’axe des z, on a p = xi + yi); 


p° — —_ est le vecteur unitaire (ne pas confondre le vecteur p avec la 


densité volumique de la charge); œ ([p|) est une fonction scalaire. 
Appliquant le théorème de Gauss au cylindre de hauteur h et de rayon 
| e représenté sur la figure 125, on a 


plel)2rlplh = 4änuh 


(on prend en considération que le 
flux du vecteur E à travers les ba- 
ses du cylindre est égal à zéro, car 
les lignes de force électriques sont 
dirigées le long de ces bases). On en 
tire 





2 
donc 
E = p°. (26) 
Fig. 425 On voit sur la figure 125 les li- 


gnes de force correspondantes ; elles 
prennent naissance (quand u — 0) sur le fil chargé et s’éloignent à 
l'infini. 

Une difficulté digne d'intérêt se manifeste lors du calcul du poten- 
tiel du champ considéré. On peut essayer de sommer les potentiels des 
charges élémentaires du fil. Conformément à la formule (21), on aurait 
eu en un certain point M (x, y, 2) 


_ fi Re [ D 97) 

Ÿ | RiritkT JV Ge 0 Qi 

Or, lorsque | 6| sont grands, le dénominateur se comporte comme 
V É =|6|, aussi l'intégrale (27) diverge-t-elle vers l'infini (voir 


$ III.1), donc, est infinie! Il est clair que l’on ne parviendra jamais 
à trouver le potentiel par cette méthode. 

Rappelons-nous cependant que ce n’est pas la valeur du potentiel 
qui nous intéresse, mais bien ses dérivées (pour calculer le champ de 
E), ou encore la différence de ses valeurs pour deux points quelcon- 
ques. La situation est donc analogue à celle que l’on a analysée au 
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$ III.G pour le cas de l’intégrale divergente dépendant du paramè- 
tre (on a en l’occurrence trois paramètres x, y, z). D'autre part, n’ou- 
blions pas qu’en réalité le fil a toujours une longueur finie, ce qui 
signifie qu’il convient de prendre, au lieu de (26), l’intégrale 


N 
= u dé 
ee | 224 y2+ (2 — 0) 


pour À très grand. Il est commode de décomposer cette intégrale em 
Z N 
deux : | + | , et de remplacer dans la première & — z par 6,et dans 


—N z 
la seconde z — Ë par n: il vient alors (vérifiez !) 


Qu= — pin (224) +uiln[N—2+V ++ (N—2)] + 


Lapin [IN +24 VRP EU 2)] 
= —uln(x?+y)+Pr(x, y, 2), (28) 


P},y étant la somme des « logarithmes longs ». Par conséquent, le 
potentiel en un point fixe Q (x, y, z), qui dépend de la longueur du 
fil, devient infini quand la longueur du fil tend vers l'infini. Dans 
la pratique on n’a jamais affaire à des infinis porteurs d’une charge 
de densité constante ; pour le calcul du potentiel, il est essentiel que, 
lorsque la longueur du fil est finie, la valeur de W caractérisant pré- 
cisément cette longueur figure dans la réponse, y compris pour 
N —- ©. 

Il est remarquable que, malgré ce fait, le champ E au voisinage 
du fil ne dépend pas de la longueur de ce dernier *). 

La méthode susceptible d’une bonne précision consiste à se donner 
un À très grand mais fini et à calculer le champ d’après la règle 
générale (20) : 


_ 
BR Pom Et 


ut 
Li Te x2+ y2 + (N —z2)2) pere Eur US 


— un terme analogue en N+z; 





el. Pl, leg 


*) Pour qu’il en soit ainsi, il faut que l’on ait N° NN "' N 





Vérifier que si au moins une de ces grandeurs satisfait à l’inégalité inverse, 
soit le ELs 1, soit Le —— © 1, soit LL, le potentiel et le champ sont. 


ei. d’un champ ne par une charge finie égale à 2uN et placée à 
l'origine des coordonnées. 
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on obtient £, en remplaçant x par y; 
E y = > — un terme analogue en M +z. 

è 0z VrLy2 EN —2)? +. 8 + 
Maintenant, la dérivation terminée, faisons tendre V vers l'infini : 
7x —— | x — 0, si bien que l’on obtient une 
réponse simple et indépendante de W: 


alors les termes 








T 

Ex hr by = U —— EEE E,=0. 

Cette façon de faire impliquant l’obtention de ® pour A fini, le 
calcul de E et le passage subséquent à la limite pour V —- n'est 
pas pourtant nécessaire. Abandonnons la normalisation du potentiel 
œ par la condition de s’annuler à l'infini. Admettons par exemple 
que le potentiel au point x — 1, y — 0, z — 0 est égal à zéro et 
désignons par ® le potentiel ainsi normé. Il s’obtiendra en ajoutant 
à (28) une constante C = Cx: 


D = —u In (2? + y?) + Pr(x, y,2) +C, 
d’où 


C=—Px(1, 0, 0)=—2uin(W+y1+N?). 
On s'assure sans peine qu’à la limite, pour V —- co, il vient 
Prix, y,2) + C = Px(x, y, 2) — Px (1, 0,0) —+ 0, 


d’où 
D = —uin (x? + y?). 


Calculant E — —grad ®, on retrouve le résultat ci-dessus. Il coïncide 
avec celui obtenu à l’aide du théorème de Gauss (cf. formule (26)). 
A la différence du potentiel du champ calculé par le théorème de 
Gauss, on peut (et on doit !) prendre dès le début un fil de longueur 
infinie. 

Le champ peut aussi être trouvé par intégration, en faisant la 
somme des champs élémentaires dE dus aux charges dg = u d£ situées 
sur un élément de longueur du fil. Etant donné que E est un vecteur, 
on doit additionner séparément les composantes 


x dq ux dû 
QE = —— ES, 
++ GO Let (DPI 
dE, — puy dé QE MG D dE 


eè+yè+ (OT A GORE 

Les intégrales correspondantes convergent, car, pour & grands, la 
fonction à intégrer diminue comme | &|* ou comme | &|"?. Aussi 
peut-on dès le début prendre les intégrales entre Ê — —oo et Ë — co 
(voir exercice 1). 
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Considérons enfin le champ dû à une charge uniformément répar- 
tie dans un plan (que l’on fera coïncider avec le plan yOz) avec une 
densité superficielle v constante. Dans ce cas aussi, le théorème de 
“Gauss est très utile. Remarquons qu’en raison de la symétrie, les li- 
ones de force doivent être parallèles à l’axe des x. Prenons un cylindre 
étroit (fig. 126) symétrique par rapport au plan yOz. Le flux à tra- 
vers sa surface latérale est nul, et celui à travers ses bases est égal, 
toujours en raison de la symétrie, à 2£Eds. D'autre part, conformé- 
ment au théorème de Gauss, ce flux est 4x fois la charge contenue à 
l’intérieur du cylindre, donc 4nv ds. Identifiant les résultats, on 


[ITTIIITII 
ARRERRRES 





À D 
Fig. 126 Fig. 127 


obtient 2ÆEds — 4nv ds, d'où Æ — 2nv. De cette façon, on a dans le 
problème proposé 
E =2nvi (220), E = —2nvi (x < 0). (29) 


Nous voyons que l'intensité est constante de part et d'autre du plan 
chargé et qu’en rencontrant ce plan elle présente un saut égal à 4nwi. 

Qu'en sera-t-il si la charge est répartie non pas dans un plan indé- 
fini mais dans un secteur de plan d’aire finie, comme c’est d’ailleurs 
toujours le cas en pratique ? Il se trouve qu’au voisinage de ce secteur 
le caractère fini de ce dernier se manifeste d’une façon peu sensible 
(non pas près de la frontière mais au voisinage de la partie centrale), 
si bien qu’on a un champ quasi uniforme calculable d’après les for- 
mules (29). À proximité de la frontière, de même qu’à une certaine 
distance du secteur, l’uniformité du champ est essentiellement en- 
freinte, si bien qu'à une distance suffisante du secteur (tout comme 
d’un système fini quelconque de charges) on peut considérer qu’il 
s’agit d’un champ créé par une charge ponctuelle égale à la charge 
totale du secteur considéré, c’est-à-dire qu’on peut se servir de la 
formule (19). 

Un cas important est représenté par un condensateur plan (fig. 427) 
dont les deux armatures parallèles portent des charges de grandeur 


22—0317 
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égale et de signe opposé (v unités par cm? l’une et —v par cm? l’autre). 
Vérifiez qu'à gauche de À et à droite de B les champs des deux arma- 
tures sont opposés et que leur somme est nulle. A l’intérieur du con- 
densateur le champ est égal à £ — 4nv et est dirigé de l’armature 
« + » vers l’armature « — ». Il convient toutefois de noter que ce 
champ est produit à moitié par les charges de l’armature À et à moi- 
tié par celles de B. En particulier, la force agissant sur l’armature À 


est égale à 2nSv? — _ gE, étant donné que À subit l’effet du seul 
champ des charges de B (cf. MS, $ VIIT.4). 

Le coefficient _ peut être obtenu d’une autre façon: À sépare deux 
domaines, celui avec £ — 0 (à gauche de À) et celui avec £ — 4xnv 
(à droite de À); aussi le champ moyen est-il égal à _ (4anv + 0) — 


— 2nv. Or, cela nous permet de ne considérer que la partie du champ 
créée par les charges de B et qui est la même de part et d’autre de À. 
En ce qui concerne le champ des charges de À, il a les signes de part 
et d’autre de À et s’annule donc quand on prend la moyenne. 

Passons maintenant aux cas où le champ résulte de la superposi- 
tion directe des champs provenant des charges ponctuelles. 

Considérons la combinaison de deux charges +q et —aq placées 
aux points (= 0, 0) et (—+, 0, 0). Désignant par r+ et r_ les 
rayons vecteurs de ces points, on obtient d’après la formule (21) le 
potentiel total 


_ | V'{e—i)+ute (5) + 


Comme le champ est symétrique par rapport à l’axe des x, il suïtit 
de le matérialiser dans un plan quelconque passant par cet axe, par 
exemple dans le plan xOz. On voit sur la figure 128, en trait continu, 
les traces de l’intersection du plan x0Oz et des surfaces équipotentiel- 
les qui s’obtiennent en identifiant le second membre de (30) à une 
constante quelconque (ce sont des surfaces ovales fermées du 8° de- 
gré). En trait pointillé sont représentées les lignes de force ; elles par- 
tent de la charge positive (la « source » de lignes de force caractérisée 
par le « débit » 4xg) et aboutissent à la charge (le « puits »). Confor- 
mément à la relation (20), ces lignes sont normales aux surfaces 
équipotentielles (elles les coupent à 90°). 

Si hk est infiniment petit, c’est-à-dire si la source et le puits sont 
infiniment voisins, le système de charges est appelé dipôle. Or, si les 
charges restent finies, leurs champs s’annulent réciproquement, si 
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bien qu’on a en somme le champ nul. Aussi se bornera-t-on au cas où 
les charges sont infiniment grandes et telles que leur produit m.qh 
(dit moment du dipôle) soit fini. Un dipôle est défini dans l’espace 
non seulement par sa situation et son moment, mais aussi par sa. 


Z 





Fig. 128 


direction ; cette dernière obtenue en menant une droite (un axe) dont 
le sens est de —q à +-q. 

Pour calculer le champ d’un dipôle, examinons la figure 129, 
où L est l’axe du dipôle. Pour À suffisamment petit, on a en chaque 
point M 





SRE 
q q rÿ  rè 
E — = m——r=Qqh— F — 
d r 
= m + ( +) . (31) 
où + désigne la dérivée résultant du ÿ 


déplacement de la charge (elle diffère no 
par le facteur —1 de la dérivée résul- Fig. 129 

tant du déplacement du point d’obser- 

vation). En simplifiant le second membre de (31), on obtient (vérifiez !) 


. 1 dr Tr dr m { 3r 0 
E=m(i-a)s(, csa—l), 


où I° est le vecteur unitaire coïncidant avec l'axe Z, et « l’angle formé 
par les vecteurs let r. 


22% 
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Un calcul analogue du potentiel d’un dipôle donne le résultat 


d 4 COS & 
p=mr(—)=m r2 


Si l'on admet que l’axe du dipôle coïncide avec l’axe des x et si l’on 
localise le champ dans le plan x0z (comme on l’a fait sur la figure 128) 


, 


l’on aura cos & — x/r, c'est-à-dire que ® = m + = m —? 
r8 (x2+ 22)°/2 
Z 
=. 
Fi N 


Ne 
AS ë 
IN 


4 


\Q PA 


il 


Fig. 130 


On voit sur la figure 130 les traces des surfaces équipotentielles (ce 
sont des surfaces ovales du 6° degré) et les lignes de force électriques 
qui, comme on le voit, prennent naissance et se terminent sur le 
dipôle. (Réfléchir sur la manière d'obtenir la fig. 130 à partir de 
la fig. 128.) 


Exercices 


1. Calculer par intégration le champ créé par un fil rectiligne homogène 


chargé de longueur infinie. " . 
2. Calculer par intégration le champ créé par un plan homogène indéfini 


chargé. _ | 
3. Calculer le champ et le potentiel d'un « dipôle plan » formé par la super- 
position de deux fils rectilignes homogènes infiniment voisins de longueur 
infinie et porteurs de charges de signes opposés. 
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$ 7. Champ vectoriel et sa divergence 
(cas général) 


Enonçons maintenant les notions introduites sous forme générale 
pour un certain champ vectoriel stationnaire À — A (M), abstraction 
faite de sa nature physique. La notion de lignes vectorielles se générali- 
se tout naturellement : ce sont des lignes tangentes en chacun de leurs 
points au vecteur correspondant du champ. De même qu’au $ 4, on 
introduit la notion de flux du vecteur À à travers la surface orientée 
(o), défini par la formule 


Q= Jan se tes 


Ce flux s’appelle encore le nombre de lignes vectorielles traversant 
(o) de l’intérieur vers l’extérieur. 

De la même façon qu’au $ 5, on considère le flux du vecteur À 
à travers la surface fermée (o) 


Q= & Ado. (32) 
(0) 

Ce flux possède une propriété élémentaire suivante: si un corps 
(Q) est partagé par plusieurs surfaces en parties (Q,), (Q,),..., 
alors le flux du champ sortant de la sur- 
face de (Q) est égal à la somme des flux 
analogues pour chacun des corps (Q.), 
(Q,), . .. Par exemple, sur la figure 131 
le corps (Q) est partagé en deux (Q.,) et 
(Q.). On peut définir le flux du vec- 
teur À traversant la surface de (Q,) com- 
me étant la somme des intégrales sui- 
vant (o.,) et (o:); en ce qui concerne le 
flux à travers la surface de (Q.), il est 
égal à la somme des intégrales suivant 
(o2:) et (53). Si l’on additionne ces flux, 
les intégrales suivant (0,) s'annuleront réciproquement (pourquoi ?), 
et la somme des intégrales suivant (o,) et (o,) sera égale au flux du 
vecteur À à travers la surface du corps (Q). 

La propriété qu’on vient de démontrer permet d'interpréter l’in- 
tégrale (32) comme le nombre de lignes vectorielles issues du volume 
(Q) limité par la surface (0). Si Q > 0, on dit que le volume (Q) 
contient une source de lignes vectorielles et que Q en est le débit. Si 
Q << 0, on dit quele volume (Q) contient un puits ou, ce qui revient 
au même, une source négative; pour simplifier, on admettra par la 
suite que le puits est un cas particulier de la source. Si Q — 0, deux 
cas sont possibles : ou bien (Q) ne contient ni source ni puits, ou bien 
ils se compensent ; d’ailleurs, quand © -£ 0, le volume (Q) peut aussi 
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présenter et des sources et des puits, seulement la compensation n’est 
pas complète. 

Admettons que les lignes vectorielles prennent naïissance partout 
dans l’espace. On définit alors la densité moyenne de la source Q/Q 
dans un volume (Q) quelconque (Q est la valeur numérique du volu- 
me (Q)) et la densité de la source en un point M de l’espace ; cette 
densité est égale à 


. — . (AO) 
ous AG ru Ag (95) 
(AG) désignant un faible volume enfermant le point M et (Ao) sa 
surface. Cette densité de la source est encore appelée divergence du 
champ vectoriel A et se note div À. On. peut considérer donc que la 
divergence du champ vectoriel est le nombre de lignes vectorielles 
prenant naissance dans un volume infiniment petit (ou, ce qui revient 
au même, le flux du champ A traversant la surface de ce volume) 
rapporté à l’unité de ce volume. Remarquons que la divergence du 
champ vectoriel est une grandeur scalaire ou, plus exactement, 
qu'elle forme un champ scalaire puisqu'elle a une valeur déterminée 
en tout point de l’espace. 
La formule (33) peut se récrire 


div A=, c'est-à-dire dQ = div A d@. (34) 
On a ainsi obtenu l'expression du nombre de lignes vectorielles 
issues d’un volume élémentaire (dQ). Faisant la sommation ($ IV.7), 
on trouve l'expression du nombre de lignes vectorielles issues d’un 
volume fini (Q), c’est-à-dire du flux du vecteur A 


& A-do— | div À dQ, (35) 
(0) (6) 
où (Q) est un volume fini et (o) sa surface. Cette expression, qui a 
une importance capitale, porte le nom de formule d’'Ostrogradski. 
Il est commode quelquefois de calculer la divergence en partant 
directement de sa définition (33). Considérons par exemple un champ 
spatial à symétrie centrale défini par la formule 


A = f(r) n°. (36) 


Comme on l’a vu au $ 4 (formules (16) et (17)), le îlux du champ à 
travers une sphère de rayon r centrée à l’origine des coordonnées est 
égal à Q (r) = 4nr?f (r); par conséquent, le nombre de lignes vecto- 
rielles prenant naissance dans une mince couche comprise entre deux 
sphères de ce type est égal à 


dQ = 4ndlr?f(r)] = 4 [2rf (r) + r°f'(r)] dr. 
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On a donc, par unité de volume de cette couche, 


| dQ 2 

divA= fr) + f(r). (37) 

En particulier, dans un champ à symétrie par centre et ne présen- 
tant aucune source qui ne soit à l’origine des coordonnées, on a 


2 f(r)+f (r)}=0, d'où fn=$ (C = const). 


C’est la loi de Newton écrite sous la forme (10). En vertu de la for- 
mule (17), l’origine des coordonnées donne naissance à Cr”? -4nr? — 
— 4xC lignes vectorielles. Or, une 
source ponctuelle de débit 4rC 
placée à l’origine des coordonnées 
a la densité 4nCô(r). Alors, con- 
formément à (36), on a 


div + r) — AnC (r), 


c'est-à-dire div (+) — An (r). 
(38) 


Négligeant la fonction delta dans 
cet exemple important, on commet- 
trait une faute grossière! On voit Fig. 132 

ici une fonction delta à trois dimen- 

sions (voir $ VI.3), à savoir : Ô (r) — Ô (x) Ô (y) Ô (z). L'emploi de la 
fonction delta permet d'éviter de longues définitions telles que: 
« la divergence est nulle partout sauf au point singulier du champ 
où elle est infinie », et ainsi de suite. L'origine des coordonnées est 
un point singulier, car en ce point la vitesse est infinie et ne possède 
aucune direction concrète. Dans l’exemple considéré, toutes les lignes 
vectorielles s'éloignent à l'infini. Où prennent naissance et se ter- 
minent (ou vers quel point s’éloignent) les lignes vectorielles dans le 
cas où la fonction f (r), avec r — 0, croît plus lentement ou plus 
vite que r ?? 

La définition (33) de la divergence a été donnée sous forme inva- 
riante, ne dépendant pas du choix du système de coordonnées. Il y 
a intérêt à déduire aussi la formule de la divergence en coordonnées 
cartésiennes x, y, z. Pour cela, on tiendra compte du fait que dans la 
formule (34) la forme du volume élémentaire (dQ) n’a aucune impor- 
tance et on choisira, en qualité de ce volume, un parallélépipède rec- 
tangle infiniment petit aux arêtes parallèles aux axes de coordon- 
nées (fig. 132). Alors on peut représenter le flux dQ du vecteur A à 
travers la surface du parallélépipède (c’est-à-dire le numérateur de la 
fraction de la pre mière formule (34)) comme la somme de six termes 
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correspondant aux six faces du parallélépipède. Considérons la 
somme de deux termes, correspondant à la face arrière et à la face 
avant, que l’on désignera respectivement par les chiffres I et II. 
Alors (As) = (Ax)ir, (Anr — —(A%x)1 (pourquoi?), et la somme 
en question s'écrit 


( fr ds) + (| And). = — | (Ar do + | (Aa do — 
— | [(Ax) 11 — (Ax)r] do 


La fonction sous le signe d'intégration est égale, à des infiniment 
petits d’ordre supérieur près, à 0,4, — _ ? dx ; c'est la «différentielle 
partielle » de À , par rapport à x, dont l’existence tient à ce que les points 
de la face avant diffèrent des points correspondants de la face arrière 
par la valeur de la coordonnée zx. Aussi l'intégrale tout entière est- 
elle égale, à des termes infiniment petits d'ordre supérieur près, à 


0À% 0AÀ% 
0x 0x 








dx | do = + dx dy dz. 
Après avoir effectué des calculs analogues pour les deux autres cou- 
ples de faces, l’on obtient le flux élémentaire total 


04; 04, 04 
Or, puisque dV — dx dy dz, il vient finalement, en vertu de la pre- 
mière formule (34), 
9A OA, 


HA 7 
NA RS dos 





(59) 


En conclusion, nous attirons l’attention du lecteur sur la circons- 
tance suivante. La formule (33) laisse voir clairement que le flux 
du vecteur à travers une petite surface fermée n'est pas de l’ordre 
de grandeur de l’aire de cette surface (comme il serait logique pour 
une intégrale de surface) mais du volume qu’elle limite, c’est-à-dire 
que, par rapport aux dimensions linéaires, ce flux n’est pas du second 
mais du troisième ordre de petitesse. On l’expliquera de la façon 
suivante. Il est vrai que le flux du vecteur à travers une surface 
ouverte est du second ordre de petitesse. Or, le flux d’un vecteur 
constant à travers une surface est toujours nul ! (Cette propriété peut 
être facilement déduite de ce qui précède ; démontrez-la, par exemple, 
à l’aide de la dernière formule du $ 4 ou de la formule (35)). Donc, 
dans le développement taylorien ($ VI.6) du champ à l’intérieur 
d’une surface de dimensions réduites, l’intégrale du premier terme 
(constant) sera égale à zéro et celle des termes du premier ordre de 
petitesse aura le troisième ordre de petitesse. 
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Cette remarque ne s'étend pas au cas où la surface fermée entoure 
des points singuliers du champ en lesquels la densité volumique de 
la source devient infinie. S’il y a à l’intérieur de la surface une source 
de lignes vectorielles répartie dans un plan, le flux sera du second 
ordre de petitesse ; si cette source est répartie suivant une ligne, Le flux 
sera du premier ordre de petitesse (donc proportionnel à la longueur 
de la ligne) ; enfin, le flux à travers une surface enfermant une source 
ponctuelle (c’est-à-dire quand la divergence est du type de la fonc- 
tion delta) n’est pas du tout petit. C’est à ce dernier cas que l’on a 
eu affaire en étudiant un cas extrêmement important du champ cou- 
lombien (voir la formule (38)). 


Exercices 


4. À l’aide de la formule d’Ostrogradski, chercher le flux des champs 
A = 2xi + yk; B=— y?i— 7j sortant d'une sphère 221 y?-+ 72 — R?. 

2. Déduire la formule (37) à l’aide de la formule (39). 

3. Chercher la divergence d’un champ A = f (| p|)p° plan parallèle à 
symétrie axiale. Dans quel cas ce champ ne présente aucune source en dehors 
de l’axe des z? 


$ 8. Divergence du champ de vitesse et équation 
de continuité 


Revenons maintenant à l’étude des gaz en écoulement permanent. 
(voir $ 4) et admettons que la masse de gaz reste constante. Nous 
avons établi au $ 4 que le flux du vecteur vitesse v à travers une 
surface orientée (o) est égal au volume de gaz sortant de (o) par 
unité de temps. Donc, si cette surface (0) est fermée, le flux est égal 
à la différence entre le volume sortant (pendant l’unité de temps) 
de (0) à travers la partie de surface sur laquelle v est dirigé vers 
l'extérieur et le volume entrant dans (0) à travers la partie de surface 
sur laquelle v est dirigé vers l’intérieur. 

Comment le flux du vecteur v à travers la surface fermée peut-il 
être non nul? Admettant que le gaz est incompressible (c’est vrai 
pour les vitesses d'écoulement sensiblement inférieures à la vitesse 
du son, ainsi que pour les liquides), on a le volume entrant égal au 
volume sortant, d’où le flux total nul. Or, si (06) se situe dans la 
zone où le gaz se dilate, le volume sortant sera supérieur au volume 
entrant, et le flux total sera positif; de même, dans la zone de com- 
pression le flux total sera négatif. 

On voit maintenant ce qu'est la divergence du vecteur vitesse. 
Conformément au $ 7, pour obtenir div v, il faut diviser le flux du 
vecteur v à travers la surface d’un volume infiniment petit (dQ) par 
la valeur numérique dQ de ce volume. On obtient ainsi le rapport du 
volume apparu dans (dQ2) par unité de temps à ce volume même; il 
est logique de nommer ce rapport « la vitesse d'augmentation relative 
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de volume ». Donc, il est évident que l'égalité div v — 0 est la con- 
dition d’incompressibilité du gaz, alors que les relations div v >= 0 
et div v << 0 sont vériliées respectivement dans les zones de dilata- 
tion et de compression. 

Considérons le champ de « vitesse massique » pv. On a montré 
au $ 4 que le flux d’un tel vecteur à travers une surface orientée (6) 
est égal à la masse de gaz sortant de (0) par unité de temps. Or, puis- 
que la masse de gaz reste inchangée, le flux total du vecteur pv à tra- 
vers toute surface fermée est nécessairement nul, car la masse qui 
entre dans cette surface est égale à la masse qui en sort. Il en sera de 
même d’un volume infiniment petit, si bien que, d'après $ 7, on 
aboutit à l'égalité 

div (pv) = 0 (40) 
appliquée à un écoulement permanent tel que la masse de gaz par 
élément de volume ne change pas avec le temps. Ceci est l'équation 
de continuité, l’une des relations fondamentales de l’hydrodynami- 
que, qui exprime la loi de conservation de la masse. 

Récrivons cette expression en coordonnées. Le vecteur pv a évidem- 
ment les composantes pv,, pUy, pv. Aussi 


div (pv) — _ (EUx) + _. (oUy) + _ (pv,) = 


=? ôx + 0y ca 0z }+ve SE + ve +v 02 — 


— 0 div v + v-grad p 
(cette expression sera obtenue d’une façon différente au $ XI.8). 


Par conséquent, la condition de conservation de la masse nous conduit 
à écrire 





div v — — + v-grad 0. 


Pour un fluide incompressible op — const, grad p — 0, div v = 0. 
Que représente la grandeur v -grad p pour le fluide compressible en 
écoulement permanent (que nous sommes précisément en train de 
considérer et pour lequel div (pv) — 0)? Cherchons la variation de 
densité d’une particule. Pour l’écoulement permanent p—p(x, y, 2), 
la densité au point donné ne dépend pas de #, si bien que 0p/0t = 0. 
Or, quand nous passons à l'examen d’une particule donnée, il faut 
tenir compte du fait que ses coordonnées varient en fonction du 
temps. La vitesse v caractérise justement cette fonction : 

dB, W_, à 

dt  %7 dt dt 
Par la règle générale (cf. la formule (IV.5)), pour p = p [x (t), y (6), 
z (t)] — p (t), on trouve 

dp 0p dx 0p dz 


dp dy _ 
di De di toy dE Vos & —Y'Srad P. 
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Donc 


C'est l'expression quantitative des résultats obtenus ci-dessus sur 
div v dans le domaine de compression (dp/dt = 0) ou de dilatation 
(do/dt < 0) du gaz pour P. — (0, 

Considérons maintenant un écoulement non permanent du: gaz 
lorsque le champ de vitesses et les autres champs examinés varient 
avec le temps. Dans ce cas, toutes les notions introduites doivent 
être attachées à un instant concret quelconque (ce qui est aussi fait 
pour un champ non stationnaire quelle que soit sa nature physique). 
D'autre part, les lignes de courant (c’est-à-dire les lignes qui sont 
construites pour tout instant concret et qui, à cet instant, sont diri- 
gées en tout point le long du vecteur vitesse) ne coïncident plus avec 
les trajectoires des particules de fluide (pourquoi ?). 

Prenons, pour le cas non stationnaire, un certain volume (dQ); 
le flux du vecteur pv à travers la surface, égal à div (pv) d@ en vertu 
de la formule (34), donne ici la vitesse de diminution de la masse de 
fluide dans ce volume, c’est-à-dire la masse de fluide sortant de ce 
volume par unité de temps. Or, la masse de gaz contenue dans un 
volume infiniment petit (dQ) est égale à o dQ et, par conséquent, 
augmente *) à la vitesse 


Ô __ 0p 
On a donc 
div (pv) dR = — € dQ, 
d’où 
90 Lai 20 41 
5 + div (pv) =0. (41) 
C’est l’équation de continuité pour le cas non stationnaire qui si- 


gnifie que le gaz n'apparaît ni ne disparaît au cours de son mouvement. 
Dans le cas stationnaire l’équation (41) se ramène évidemment à (40). 


. : : d Le 
Dans le cas non stationnaire la vitesse + de variation de la den- 


sité de la particule (à la différence de la vitesse Æ_ de variation de 
densité en un point fixe) est égale à 


*) Cette « augmentation » doit être comprise dans le sens algébrique du 
mot: si ôp/0t > 0, la masse à l’intérieur de dQ augmente, et si dp/6t < 0, 
la masse diminue. 
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Il en découle que dans le cas non stationnaire la formule 


: 1 de 
div v = — 5 di 
reste inchangée. 
Exercice 


Soit le flux de « gaz-de neutrons » dans un réacteur, dont toutes les parti- 
cules proviennent de la réaction de fission des noyaux d’uranium qui a lieu 
dans ‘le volume donné. Quelle sera la forme de l’équation de continuité? 


$ 9. Divergence du champ électrique et équation 
de Poisson 


Imaginons une charge répartie dans l’espace avec une densité 0 
et produisant un champ électrique E. Nous avons vu au $ 5 que le 
flux Q du vecteur E à travers la surface d’un volume quelconque (Q), 
c’est-à-dire le nombre de lignes de force électriques issues de (Q), 
est égal à 4x fois la charge q contenue dans (Q). Alors, si le volume 
est infiniment petit, on a ; 

; d d (479) dq 
div E = = — 50 = AT Se , 





et finalement 

div E — 4x0. (42) 
Ainsi, la divergence du champ électrique, c’est-à-dire la densité 
de formation des lignes de force, est directement proportionnelle 
à la densité des charges réparties. 

On a vu au $ 5 que le potentiel ® du champ électrique est lié au 
vecteur E par la relation (20). Substituant (20) dans (42), on obtient 
l'équation du potentiel 

div grad @ — —4np. 

L'association div grad porte le nom d'’opérateur de Laplace (ou lapla- 
cien) et se désigne par la lettre A; l’équation du potentiel s'écrit 
dans cette notation 

Ag = —4Ano. (43) 
C’est l’équation de Poisson; sa solution (23), qui s’annule à l'infini, 
a déjà été trouvée. Dans la partie de l’espace ne contenant pas de 
charges, l’équation (43) a la forme 

Ag = 0 (44) 

et s'appelle alors équation de Laplace. 

On obtient sans difficulté l’expression de l'opérateur de Laplace 
en Coordonnées 7 Les formules (1) et (39) donnent 


div grad o— div (5 i+ Pit Lk)= 


__ à f dy É . 0 { dp 02 op 
RIETPONCINENETE LEE GE * 
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De cette façon, l'équation (44) n’est autre que l’équation de Laplace 
rencontrée au $ V.7, mais appliquée au cas tridimensionnel. 

Il est quelquefois plus commode de calculer l’opérateur de La- 
place en employant d’autres systèmes de coordonnées. Ainsi, pour un 
champ œ (r) à symétrie centrale on a, en vertu des formules (5), (36) 
et (37), 


Ao (r) = div grad p (r) = div (<E =) = 
2 
7 


(&) (2) -2 2,00 
dr + dr }r  dr2 Tr dr ° 


——— 


———— 





Une formule très simple lie l'opérateur de Laplace à la valeur 
moyenne de la fonction sur une sphère de faible rayon. Pour établir 
cette relation, posons À — grad @ dans la formule d'Ostrogradski 
(35) ; il vient 


ro 


© grad, p do — Ÿ div grad pdQ, c’est-à-dire Ÿ T do — d A dQ. 
(0) (9) (6) (Q) 


Supposons que (5)— (0). soit une sphère de rayon r avec le centre 
en un point quelconque ©; alors do = r? dw, où do est un élément 
d'angle solide de sommet en O ($ 5), d’où 


d ; ; ee d 1 
& Sr? do — ù AdQ, c’est-à-dire 7 Ÿ p do = & A d£. 
(G)r (Q)r (S)r 


{Nous avons passé à l'intégration en @ afin que le domaine d'’inté- 
gration soit indépendant du paramètre r, de façon qu’on puisse ap- 
pliquer la règle de dérivation de l’intégrale par rapport au paramètre 
($ III.6).) Intégrant cette dernière égalité en r, à partir der = 0,ona 


Dodo 6 pau 


Or, plr=0 = p (0) = const, ê do = 4n (pourquoi ?), d’où, en divisant 





r—=0 


par 4x, on tire 


Tr 
1 s 
pO)= | pdo— | Fr | Apdo. (45) 
(O)r 0 (O)s 

Cette formule donne lieu à quelques conséquences. Supposons 
tout d’abord que Ap = 0 dans un certain domaine enfermant la 
sphère (Q) ; alors la fonction œ est dite harmonique (ci. $ V.7) et l’on 

a en vertu de la formule (44) 


Â 
PO= | p do. (46) 
(O)r 
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Aïnsi, la valeur de la fonction harmonique au centre d’une sphère 
est égale à la valeur moyenne de cette fonction sur la sphère. 

On en tire en particulier que la fonction harmonique ne peut ad- 
mettre ni maximum ni minimum à l’intérieur de son domaine de dé- 
finition. En effet, si la fonction passe par un minimum, disons en ©, 
et que r soit suffisamment petit, la valeur moyenne de la fonction 
sur (o)- sera supérieure à @ (O0) (pourquoi?}), ce qui contredit la for- 
mule (46). Nous avons démontré cette propriété d'une autre façon 
dans MS, $ VI.3, où l’on en a donné une conséquence : la charge 
dans le champ électrostatique à l’intérieur du domaine ne contenant 
aucune autre charge ne peut jamais se trouver en équilibre stable. 

Une autre conséquence de la formule (45) s'obtient, pour une 
fonction œ arbitraire, dans le cas de r petit. On a alors (Ag, Æ 
F Ap lo; d'où 

° ds ° ds 4 1 
| ns | Aœ dQ FA | Anse (Ag -gns) = Fra). 
0 (@)s 0 
Aussi peut-on écrire, à des quantités petites pour r petit près, que 
6 1 por — p(0 
aph=r(zer | pd-p(o)|-6222Q, «7 
(O)r 
en désignant par (07 Ia valeur moyenne sur la sphère (0).. Il vient 
alors, en particulier, que si ®{6r = (0), c'est-à-dire si la propriété 
de moyenne sur les sphères indiquée ci-dessus est vérifiée, alors 
Ag = 0; donc, la fonction @ est harmonique. 
La formule (47) a beaucoup de commun avec la formule 


” 2 h —h 
o (= [LEE 9 (| | 


qui se vérifie aisément d’après la formule de Taylor pour À petit 
dans le cas de la fonction @ (x) d’une variable (nous en laissons le 
soin au lecteur). Assez souvent, la formule (47) permet de mieux 
comprendre le sens des relations contenant l'opérateur de Laplace. 
Par exemple, dans la théorie de conduction de la chaleur, on déduit 
l’équation de propagation de la chaleur dans un milieu homogène 
= — const. Av (v est la température). Conformément à la formu- 
le (47), cela signifie que si la température autour du point O dépasse 
en moyenne la température en ©, cette dernière commence à s’éle- 
ver. 


Exercices 


1. Que devient Aop(|p}l) si p = zxi yj ($ 6)? 

2. Montrer que la valeur de la fonction harmonique au centre d’une sphère 
de rayon arbitraire est égale à la valeur moyenne de cette fonction sur la sphère. 

3. Etablir la formule (47) par développement en série de Taylor de la 
fonction ®. 
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$ 10. Vecteur aire et pression 


Nous avons dit au $ 4 qu’on représente d'habitude une aire plane 
orientée par le vecteur. Ce procédé s'impose surtout pour l’étude 
des forces de pression dans un fluide. En effet, soit p la pression en 
un point quelconque (il va de soi que c’est une grandeur scalaire *)). 
Plaçons en ce point un élément de surface orientée (do) (voir fig. 120). 
Alors la force qui appuie de l’intérieur sur l’élément de surface est. 
dirigée vers l’extérieur suivant la normale à (do) et est numérique- 
ment égale à p do; cette force s'exprime donc par 


dF = pdo. (48) 


Ainsi, le vecteur aire reçoit une interprétation concrète. 

Maintenant, il est facile de calculer la force totale avec laquelle 
le fluide presse sur un volume (Q) de surface (0) que l’on isole par 
la pensée à son intérieur. À cet effet, on doit sommer les forces élé- 
mentaires (48), sans oublier toutefois de changer le signe dans le 
second membre, étant donné que la surface (6) est orientée (de même 
qu'aux paragraphes précédents) par sa face intérieure vers (Q) et non 
pas vers le fluide pressant. On a alors 


F—— | p do. (49) 
(0) 


Souvent, en calculant (49), il est commode de passer à l’intégration 
suivant (Q). Pour cela, remarquons que 


TS HN PNR 
p do = pn do — p{cos (n, x)i+ cos (n, y)j+ cos (n, z)k]do (50) 


ON 
(voir la fin du $ IX.1). D’autre part, p cos (n, x) = (pi),, l'indice n 
désignant la projection sur la normale extérieure. On obtient donc, 
en vertu de la formule d’Ostrogradski (35) et de la formule (39) de la 
divergence, 


TN < : £ ôp 
® pcos (n, x) do — & (pi)n do = | div (pi) dQ — | 7 05; 
(6) () (©) (Q) 
et l'intégrale du premier terme du second membre de (50) se trouve 


D) 


égale à i | +2 40. Après avoir transformé d’une façon analogue 


(G) 
les intégrales des deux autres termes, l’on obtient en définitive 
OP « OP « Ô 
| pds= | (Hi+it Ex) do | (grad p)d@  (51} 
(0) (Q) (©) 


*) Le fluide obéit à la loi de Pascal; nous ne considérons ici ni la résistance 
ni la viscosité, qui sont à l’origine de la différence des forces agissant sur aires 
orientées de façon différente. 
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(voir la formule (1)). Ainsi, la force de pression est égale à 


F= — | (grad p) 40. (52) 
(@) 

Prenons quelques exemples. Supposons d’abord que la pression 
soit constante, p = const. Alors grad p = 0, et l’on a F — 0 à 
partir de la formule (52). 

On peut conclure que la force pressante constante appliquée en 
tous les points d’un corps de forme aussi compliquée que l'on veut 
a une résultante nulle. On comprend désormais pourquoi nous ne 
sommes pas déformés par l'atmosphère terrestre qui exerce une pres- 
sion intense mais constante sur la surface de notre corps. Au fond, 
nous avons déjà considéré cet exemple dans les derniers alinéas du 
$ 4; en particulier, nous voyons que, pour le polyèdre de la fig. 121 
placé dans un milieu fluide, l’on aurait 


p (—0) + p (0:) + p (6) + p (63) =0 


En réduisant par p, nous retrouvons la formule (18). 

Considérons maintenant la pression dans un fluide dans le champ 
de gravitation. Si l’axe des z est dirigé vers le haut à partir de la sur- 
face libre, on sait que la pression du fluide est fonction de z 


P —= Po — 82: 
où p, est la pression sur la surface libre *), p la densité du fluide et g 
l’accélération de la pesanteur. On en tire, d’après la formule (52), 
la poussée 

F— | gpk 40 — gpOk. 

(Q2) 
Puisque le produit gpQ est égal au poids du fluide contenu dans le 
volume (Q), la formule écrite ci-dessus n’est autre que l'expression 
de la célèbre loi d’Archimède. 

Revenons au cas général et cherchons la résultante des forces de 
pression appliquées à un volume infiniment petit (dGQ). Comme on 
vient de le montrer, cette résultante est nulle quand la pression est 
constante ; en raisonnant comme à la fin du $ 7, on déduit que, 
bien que les forces de pression soient appliquées à la surface, la ré- 
sultante est proportionnelle au volume et non à la surface. On le 
remarque d’ailleurs dans la formule (52), d’où on tire pour un volu- 
me d'intégration infiniment petit 

dF = — (grad p) dQ. (53) 
Au volume (dQ) peuvent être appliquées des forces volumiques (forces 
de gravitation, forces centrifuges, etc.) réparties avec la densité f. 


*) Remarquez que, dans un fluide, on a évidemment z < 0, si bien que, 
comme il se doit, la pression p dans la formule est supérieure à Po. 
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Elles auront pour résultante 
dF, — Î dQ. 


Ces deux forces impriment à la masse p dQ une accélération égale à 
dv | 
TR de sorte que 


pda = — (grad p) dG + f dQ, 
d'où, en simplifiant par dQ, l’on obtient l'équation du mouvement 
d 
pe — grad p +. (54) 


Le premier membre est la vitesse de variation du vecteur v le long 
de la trajectoire d’une particule. Cette vitesse s'écrit pareillement 
au cas du champ scalaire du $ IV.1 (c’est-à-dire qu’elle se compose 
de la vitesse locale et de la vitesse de transport) ; son expression en 
coordonnées sera examinée au $ XI.8. 

Considérons maintenant un fluide incompressible (avec p — 
— const) en écoulement permanent dans le champ de gravitation. 
Dans ce cas, si l’axe des z est dirigé vers le haut, il vient que À, 
c’est-à-dire la force par unité de volume, est égale à — pgk. Faisant 
le produit scalaire des deux membres de (54) par dr = vdt, on a 
dans le premier membre 

p dv°v = S d(v:v) =$ d(w?) (iciv=|v|). 


Dans le second membre, après multiplication, le premier terme 
devient 


Ô Ô 0 
— grad pedr = — (Z de +5 dy + dz) — — dp, 
et le deuxième —pgk-dr=— —pgdz. Donc, 
L d(v)= —dp—pg de. 


Soulignons que cette relation est vérifiée le long de la ligne de cou- 
rant; nous nous en sommes servis pour écrire dr = v dt, car cette 
égalité définit le déplacement d’une particule mobile sur sa trajec- 
toire (voir $ IX.4). Par intégration le long de cette ligne, on obtient 
la relation 


P 





2, 
+ p + pgz = const, (55) 


qui doit être vérifiée dans le flux permanent le long de chaque ligne 
de courant. Dans ce cas la constante d'intégration figurant dans le 
second membre prend en général des valeurs différentes pour diverses 
lignes de courant. La relation (55), appelée intégrale de Bernoulli, 


23—-0317 
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traduit la loi de conservation de l’énergie pour une particule fluide 
en mouvement. Ceci est particulièrement évident si l’on multiplie 
les deux membres par dQ pour donner ensuite un accroissement A 
(ne pas confondre avec l’opérateur de Laplace !) aux deux membres de 
CS le long d’un certain tronçon de la ligne de courant. On a 
alors 


A 2 d9 + ApdQ + Apgz d@ —0, 


c’est-à-dire 





dm v? 
A ( —— +dmg1) — — Ap.dQ. 
Puisque l'expression dans la parenthèse est la somme des énergies 
cinétique et potentielle de la particule en mouvement, le premier 


O 


Ê lurbire 


Porige 
10" 


Fig. 133 


membre représente l’accroissement de son énergie totale. Le second 
membre peut être mis sous la forme d’une intégrale le long dela 
ligne de courant 


— | dsd@ = — | (grad p}. ds-d0 = | F. ds 


(voir la formule (53)). Donc, le second membre est égal au travail 
fourni par les forces de pression lors du mouvement de la particule. 
Ainsi, la formule (55) signifie que l’accroissement de l'énergie totale 
de la particule est égal au travail des forces appliquées. 

Pour le flux permanent la loi de conservation de l’énergie peut 
être utilisée d’une façon différente. Considérons un « tube de cou- 
rant », c’est-à-dire le tube dont les parois latérales ne laissent entrer 
ni sortir aucune ligne de courant ; on en voit un schéma sur la figu- 
re 133. Les parois peuvent être solides, car elles ne reçoivent aucun 
travail et ne sont pas traversées par le liquide. Comparons la puis- 
sance de la pompe (c’est-à-dire l’énergie à l’unité de temps), consom- 
mée pour déplacer le liquide dans le tube, avec la puissance de la 
turbine montée en aval du tube; abstraction faite des forces de frotte- 
ment, ces deux puissances doivent être égales. Il entre dans le tube 
par unité de temps v,S, unités de volume de liquide (S est la section 
transversale du tube et l’indice 4 souligne qu’il s’agit des grandeurs 
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d'entrée). L'énergie cinétique du liquide est 
2 
EUaS à —- : 


En outre, la pression p, dans le volume v,S, nécessite une puissance 
pw,8. de la pompe et l'élévation à la hauteur z, (à partir d'une hau- 
teur de référence z — 0) une puissance pv.9,gz,. Etablissant des 
expressions analogues pour la section à la sortie et identifiant les 
sommes, on obtient l'expression de la loi de conservation de l'énergie 


2 2 
pULS 1 _. + pauuS 1 + PUAS 1874 = PUS à + + Pal 2 + PUS 282. (56) 


Or, en raison de la conservation de la masse et de l’incompressibilité 
du liquide, on a v,$8, = v,9, Divisant (56) par cette quantité, il 
vient 


2 2 
EE + pi+ peu = SE + pr P82, 


égalité équivalente à l'intégrale de Bernoulli (55). | 
L'intégrale de Bernoulli montre que si la hauteur est constante 
ou quasi constante, la pression dans le flux dépend essentiellement 
de la vitesse d'écoulement : plus la vitesse est grande, plus la pres- 
sion est faible. Cela est normal : lorsque la particule passe du domaine 
de pression moins grande dans celui de pression plus grande, la 
résultante des forces pressantes est opposée à la vitesse, donc, le 
mouvement se ralentit. Par contre, si la pression tombe au cours du 
mouvement, la pression « dans le dos » de la particule est plus grande 
que celle à laquelle elle « fait face », d’où une accélération de la 
particule. Une fois que la vitesse a atteint une certaine valeur, la 
pression devrait devenir négative, conformément à la formule (55) ; 
or, cela ne se produit pas, mais le liquide présente des solutions de 


continuité: il y apparaît des cavités (ce phénomène est appelé la 
« cavitation »). 





Exercice 


Etablir, à l’aide de la formule (51), une définition du gradient qui soit 


invariante par rapport au choix des coordonnées et analogue à la définition 
(33) de la divergence. 


Réponses et solutions 
$ 1 
On vérifie sans peine que la relation entre les anciennes coordonnées x, y, z 
et les coordonnées nouvelles x’, y’, z’ est la suivante: 
’ ’ / / 
Tr: y= - : PL 1 
V2 V2 
Portant ces formules dans l’expression de u, on obtient u = x"? + 2y'?. Comme 
n’y a pas de z’, le champ est plan parallèle. 





23* 
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$ 2 
1. Puisque grad u— yi D on a (gradu)y—=i+2j+6k. La dérivée 
a 
est égale à gradue.————6,0. 
d à [al 10 
— —— 
MM MM 





$ 3 
’ F——gradU——ayi—axj. Les lignes de force ont pour équation 
d . 
= = , d’où x dx —y dy, x?—y?+C. Ce sont des hyperboles ayant 
leur centre à l’origine des coordonnées (fig. 33). 
$ 4 


-. b 
Q=2x|e1 | f(lel, z)dz, où z2—a et z—b sont les plans des bases du 


a 
cylindre. Dans le cas du champ plan parallèle f est indépendant de z, et l’on 
a Q—2n|p|f(lel)h, où » est la hauteur du cylindre. 


$ 6 
1. Intégrant l'expression de dE, indiquée dans le texte, on obtient 
(en substituant £—z= Vr2Ly2tg a) 








ct 
SH —— du 
00 2 2 2 
E.— Î ux dû | pe Vai+y cos? œ 
x —= 9 — —————————— — 
[r24+y2+(2— 02772 2 1 28/2 _1 
—00 -+ (x + y ) CosS3 œ 





2ux 
xè+ y? x2+ y? 
TT 
T9; 
2 - 2 : 
On trouve de façon analogue Ey= RE y Ez—=0, d'où Er i + 
2uy UNE p0. Le résultat coïncide avec (26). 


Fate TE pr 
2. Adoptant le plan chargé pour le plan yOz, on à E,—£,=—0 en (x, 0, 0) 
pour x > 0, tandis que 


O0 CO 
VT 
E,=— | | ——— dn di. 
7) d'etre 
Passant en coordonnées polaires p, @ dans le plan n, &, comme dans les 
derniers alinéas du $ IV.7, on trouve 


2T 00 00 
E,= d | VE P Pony | PP _orvr cu — 2H. 
d Je+p7" à (G2+p2)7 (22402) 72100 


D'où E — 2rvi, ce qui coïncide avec (29). 
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3. En reprenant le raisonnement de la fin du $ 6, on a, en conservant la 
signification naturelle des lettres, 


d p 2m 2p 
E = 2m — = (Hcosa—1) : 
d \]of? [el Viol 


p=2m © (—In|p|)=2m EE 


le | 
On vérifie que les traces des surfaces équipotentielles cylindriques, ainsi que 
des lignes de force électriques, sont disposées comme le montre la fig. 130, 
mais les unes et les autres sont dans ce cas des circonférences. 

$ 7 

1. D'après la formule (39) div A = 2, div B = 0. Donc, en vertu de la 


D] 


formule d’Ostrogradski, le flux cherché est égal à 


(aivado= [220-205 aR; | divBaa—0. 
FE) &) @) 
f (r) 








2. Comme A=#f(r) Dee r,on a A = ——— ; 
; x z 
na, OfsHofioss so. Lo rs 
ôt r2 Da UN 
. 0Ay 0À; CR 
Par analogie, on trouve a ge D'où 
| ’ Sr2—z2—y2—z2 9 
div AD (224 ÿ22 22) 4j (7) PE ; +0 
3. En raisonnant comme pour la formule (37), on obtient 
d[2xlelf(ehl_,, 1 
div A = ——"—"""" — —— : 
A en (eD+ ST (Ie 
On a en particulier div A=0 si f([pl)}=-—. C’est le champ (26) étudié au $ 6. 


[el 
$ 8 
+ div (pv)=f, où f—=f(x, y, z, D= et dM est la masse des 
neutrons entrant dans le flux dans le volume (dQ@) pendant le temps dt. 
$ 9 
L g"(eD+ a (D. 


2, Décomposons la sphère (Q), en des «bulles » infiniment minces de rayon s 
et d'épaisseur ds (0 < s< r). Alors, en vertu de la formule (46), 


T Tr 
| p dQ — | | pac) ds — | 4ns2p (0) d= + nrèp (0), 
(Q)r 0 (o}s 0 


d'où notre assertion. 
3. Soit O l'origine des coordonnées. Par raison de symétrie, 
Y 


| sas= | vas= | z do — | eu ds= | xz do — | yz do = 0 
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(toutes les intégrales étant prises suivant (06},); en outre | x? do — | y? do — 


=— | z2 do, d’où 


3 


Utilisant le développement du type (IV.27) avec a — b — 0, on a, à des infi- 
niment petits du cinquième ordre près, 


ai 2 2 2 
| pdo=p(o)anrt <a (SR SRE), 


| x? d=+ | (x2+ y2Lz2) d5=+ re Arr = À nd, 


3 2 | 6x2 1 O2 Ÿ 6272 
(Or 
d’où l’on déduit sans peine la formule (47). 
$ 10 
b p do b pdo 
grad p(M)= 9 Jim A9, (57) 


dQ  aom AQ 


Remarquons que cette formule reste exacte non seulement pour le champ de 
pressions, mais pour n'importe quel scalaire en général. 


CHAPITRE XI 


PRODUIT VECTORIEL ET ROTATION *) 


$ 1. Produit vectoriel de deux vecteurs 


En algèbre vectorielle, on définit, en plus du produit d’un vec- 
teur par un scalaire ($ IX.1) et du produit scalaire de deux vecteurs 
($ IX.2), le produit vectoriel de deux vecteurs dont nous abordon- 
l'étude. 

Rappelons ($ X.4) qu’une surface est dite orientée dans l’espace 
si l'on a défini ses faces extérieure et intérieure. On suppose générale- 
ment que si cette surface est non fermée (c’est-à-dire qu’elle possède 


face Vs . Face. Vis 
extérieure ; à droite extérieure ”. à gauche 
j (7 
: L 
L J j 
Fig. 134 


un bord), le fait qu’elle est orientée impose l'orientation sur son con- 
tour, i.e. définit le sens de parcours de ce dernier. Réciproquement, 
une fois ce sens de parcours établi, cela oriente la surface. La figure 
134 illustre cette relation : si l’on choisit pour vecteurs de base les 
vecteurs i, j, k formant un trièdre de sens direct (tel que pour un 
observateur dont la tête est en l'extrémité du troisième vecteur, la 
rotation s'effectue du premier vecteur qui le fait coïncider par le 
plus court chemin avec le deuxième dans le sens contraire aux aiguil- 
les d’une montre), c’est la règle de la vis à droite qui s’applique ; dans 
le cas contraire, on applique la règle de la vis à gauche. On énonce 
la règle de la vis à droite comme suit : la vis à droite (la plus commune 
tant en technique qu’en vie de tous les jours) tournée dans le sens de 
parcours du contour traverse la surface de la face intérieure vers la 


*) Ce chapitre découle directement des deux précédents et s'appuie de 
façon substantielle sur les résultats des $$ IX.1-2 et X.1-4, 7. On y emploie en 
outre les notions d’intégrale multiple ($ IV.7), de déterminant ($ VIII.3) et 
de fonction Ô ($ VI.1). Au $ 12 on fait recours aux $$ X.5-9. 
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face extérieure. En d’autres termes, pour un bonhomme longeant le 
contour de la face extérieure d’une surface dans le sens indiqué 
(fig. 134), la surface est à sa gauche *). 

Passons au produit vectoriel. Par définition, le produit vectoriel 
de deux vecteurs a et b est le vecteur S de l’aire (S) (voir $ X.4) du 
parallélogramme construit sur a et b ramenés à une même origine 
dont on parcourt le contour à partir 
du premier vecteur (c’est-à-dire de a; 
voir la figure 135 pour laquelle on a 
adopté la règle de la vis à droite qu’on 
utilisera toujours, sauf mention ex- 
presse du contraire). 

Donc, le produit vectoriel de deux 
vecteurs a et b est un vecteur dont la 
direction est perpendiculaire aux deux 
premiers, dont le module est égal à 

Fig. 135 l’aire du parallélogramme construit sur 
a et bet dont le sens est tel que le 
trièdre formé par ces vecteurs est de même sens (direct ou indirect) 





N 
que le trièdre i, j, k. Le produit vectoriel se note a X b ou À, b. 
Notons quelques propriétés importantes du produit vectoriel. 
Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls ne s’annule que si les 
vecteurs sont colinéaires : 


a X b = 0 si à || b, 


car le parallélogramme se réduit à un segment dont l'aire est nulle. 
Notamment, on a toujours a X a = (. 
Le produit vectoriel est « anticommutatif » **) : 


bXa——{(a x b). 


En effet, si l’on permute b et a, le parallélogramme ne change 
pas, mais son contour est parcouru dans le sens contraire, et Île 
vecteur aire est remplacé par son opposé. 

On vérifie qu’il est possible de faire sortir le facteur scalaire du 
produit vectoriel 


(Aa) X b — a X (Ab) = À (a X b) 


*) Les trois figures 134 à gauche se rapportent au système de coordonnées 
de sens direct. On voit qu’en tournant la vis à droite de i vers j, c’est-à-dire 
en la dévissant de la surface, on la fait déplacer dans la direction k. Quand 
on parcourt le contour dans le sens indiqué, la face de (o) tournée vers le bas est 
intérieure, la face tournée vers le haut est extérieure, et le vecteur o est dirigé 
suivant k. 

#*) La commutativité veut dire que le résultat ne change pas quel que soit 
l'ordre des facteurs. C’est ainsi que le produit de deux nombres ordinaires ou 
le produit scalaire de deux vecteurs sont commutatifs. D'une façon plus géné- 
rale, une opération sur des êtres quelconques est dite commutative si elle ne 
dépend pas de l’ordre selon lequel ils sont pris. 


$ 1] PRODUIT VECTORIEL DE DEUX VECTEURS 36 


et qu'on a la loi distributive : 
{a+b)xXe—axe+bXxe; eX(a+b)=cxa+e XX b. 


En ouvrant les parenthèses dans les expressions renfermant un 
produit vectoriel, on respectera rigoureusement l’ordre des facteurs. 
En voici un exemple: 


(a + 2b) X (2a — 3b) — 2a X a — 3a X b + 
+ 4h X a — 6b X b — —7a X b. 
Soient a et b des vecteurs dont on connaît les composantes en 
coordonnées cartésiennes : 
a—=a.i+ai+ak, b = 0,i+ 0,j + b.k. 
Alors, en appliquant les égalités (que nous proposons au lecteur de 
vérilier) 
iX j=k; jXi—=—k; ixk=i; kX j— —-i; 
kXi=j; ixk— —j, (1) 
l'on à 
a Xb = (a,i + a,j + ak) X (bi + d,i + 0k) — 
= 4,0,k — 4,0 — a,b,k + a,b,i + a,b,j — a.bi = 
= i(a,0,— a,by) + j (abs — axb;) + k (axby — aybx) (2) 
(nous prions le lecteur de réfléchir sur la structure de la dernière 
expression |). 
Ce résultat est facile à retenir si on le met sous la forme d’un 
déterminant (voir la formule (VIII.15)): 
i ji k 
axXb—]|a, ay a|. (3} 
bx by b 
Soit à calculer par exemple l’aire S d’un parallélogramme cons- 


truit sur les vecteurs a — 3i — 2j +k et b — —2i + j + 4k. 
Comme S$ —={|a X b{, on écrit 


i jk 
S=axXb=| 3 —21|—i(—8—1)+j(—-2—12)+k(3—4)— 
—2 14 


= — 9j —14j —k; 
S=|axb|=7V 92-+ 1424 12 — 146,7. 


Du moment que les vecteurs a, b n’ont pas de dimension dans cet 
exemple, il en est de même de l’aire $ obtenue. 
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On emploie également le produit mixte de trois vecteurs a, b, c, 
qui est par définition égal à la grandeur scalaire (a X b)- e. Sa 
signification géométrique est illustrée par la figure 136: 


(a X be = de = [dlcs = [a Xb la = Sh = V, 


c'est-à-dire que le produit mixte de trois vecteurs est égal au volume 

de parallélépipède construit sur ces vecteurs. Les vecteurs a, b, ce de 

la figure 136 formant un trièdre droit, le volume obtenu est positif. 

Pour un trièdre gauche, l’angle formé par ce et d serait obtus, et l’on 

aurait (a X b)-c = —V. (On se 

d=axb place toujours dans le cas de la 

vis à droite.) Le produit mixte 

est nul si et seulement si les trois 

vecteurs sont coplanaires, car Île 

parallélépipède dégénère alors en 

une partie du plan dont le volu- 
| N me est évidemment nul. 

N NN On écrit facilement l’expres- 

XX \\ ) sion du produit mixte dans le cas 

où on connaît les composantes des 

Fig. 136 facteurs en coordonnées carté- 

siennes. À cet effet, il suffit de 

multiplier scalairement le second membre de (2), par le procédé 

classique (formule (IX.5)), par le vecteur e = c,i + ci + ck. 
Après un regroupement approprié des termes, l’on aura 


(a X b)-e— (a,b, — ab) cx + (@zbx — axb2) Cy + 
+ (axby— ay0x) Cr = Qx (0yCz — DrCy) — ay (PxCz — DC x) 
Ax y Az 
+ Gaz (OxCy —Oycx) = | 0x Dy D]. 


Cx Cy Cz 






On aura encore besoin de la formule du double produit vectoriel 
a xX (b x c) de trois vecteurs. Pour obtenir cette formule, supposons 
que l’on aït choisi le système de coordonnées de façon que l’axe des x 
se confonde avec le vecteur b et que l’axe des y soit contenu dans le 
plan des vecteurs b et c. Alors le vecteur b se projettera uniquement 
sur l’axe des x, de sorte que b = b,i; de même e = c,i + c,j et a — 
= a;i + 4,j + ak. D'après la formule (3), l’on aura 


i ÿ k 
bxc—1b, 0 0|—b,ck; aX(bxe)=— 
Cx Cy 
1 3 k 
—=| 4x y Az = Qy0xCyi — ax0xCyd. 
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L'inconvénient de ce résultat est d'imposer un choix particulier 
d’'axes de coordonnées. Il se prête cependant à une transformation 
(vérifiez !) : 


a X (b X €) = (axCx Ga ayCy) Dxi — axdx (Cri ni Cyi) = 
— b(a:c) — c(a-b). (4) 


Cette formule ne contient déjà à droite aucune projection sur un axe 
de coordonnées et ne dépend donc plus d’un système de coordonnées 
déterminé. Pour la retenir les étudiants l’ont traduite de façon sui- 
vante : abc est égal à bac moins cab. 


Exercices 


1. Chercher l’aire d’un triangle de sommets À (1, 0, —2), B (—1, 1, 2) 
et C (1, 3, 3). 
2. Quel est le sens du trièdre formé par les vecteurs a = 2i — j, b — 3i + 
2k, c— —i — j + 
3. Calculer (i X i) X jet i X (i X j) et montrer que le produit vectoriel 
n'est pas associatif. 


$ 2. Quelques applications mécaniques 


Le produit vectoriel s’avère être très commode lorsqu'il s’agit de 
décrire la rotation et les notions qui y sont liées. Considérons la rota- 
tion d'u: solide autour d’un axe (fig. 137) avec la vitesse angulai- 
re w. On représente généralement une pareille rotation par le vecteur 
vitesse angulaire © confondu avec l’axe de rotation et dirigé conformé- 
ment à la règle d'orientation adoptée ; par exemple, sur la figure 137 
le sens de w est choisi conformément à la règle de la vis à droite, la- 
quelle sera d’ailleurs adoptée pour tous les exemples suivants. La 
place exacte du vecteur @ sur son support n’a pas d'importance; 
un tel vecteur, que l’on peut déplacer arbitrairement le long d’un 
axe sans en cependant détacher, est dit vecteur glissant ou glisseur *). 

Supposons que l’origine des coordonnées © se situe en un point 
quelconque de l’axe de rotation, et appliquons-nous à chercher la 
vitesse linéaire v d’un point quelconque M dont le rayon vecteur 
est r (fig. 137). Il est évident que le vecteur v est perpendiculaire 
aux deux vecteurs r et w et qu'il l’est donc aussi au parallélogramme 
(S) construit sur ces derniers vecteurs. Le module de v est égal au 
produit de © par la distance minimale du point M à l’axe de rotation, 
c'est-à-dire à l’aire du parallélogramme. Or, à ces conditions formu- 
lées pour le vecteur v satisfait le produit vectoriel © X r de sorte que 


V=oxr (5) 
*) Rappelons que, jusqu’à présent, le point d'application du vecteur 


n'était pas fixé, si bien que le vecteur pouvait être déplacé parallèlement à lui- 
même en tout point voulu. 
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(vériliez que le produit vectoriel doit nécessairement être pris dans 
l’ordre indiqué et que le second membre de (5) est indépendant de 
la place concrète de O sur l’axe de rotation). 

La commodité du vecteur vitesse angulaire ressort en particu- 
lier des considérations suivantes. Imaginons un corps animé simul- 
tanément par deux mouvements de rotation avec les vecteurs vitesse 
angulaire @, et @, (non colinéaires, en général), les axes de rotation 
venant se couper en ©. Alors, en vertu de la formule (5), la vitesse 
linéaire d’un point M quelconque est égale à 

V=n+v = X r+o X r = (1 + @) X r=o X Fr, 
en posant @ — @, + æ.,. Cela signifie que le corps tourne avec la 
vitesse angulaire ©, ce qui permet de conclure que dans l'addition 


rxb-(r+Âb)*b 





Fig. 137 Fig. 138 


des rotations les vecteurs vitesse angulaire s'ajoutent elles aussi 
d'après la règle du parallélogramme. On conçoit donc qu'on peut 
considérer la vitesse angulaire comme un vecteur. 

A l’aide du produit vectoriel, on introduit une autre notion 
importante, le moment d'un vecteur arbitraire b d’origine M par rap- 
port à un point quelconque O: par définition, ce moment est égal à 


——> 
r X b, où r — OM. En mécanique, on étudie surtout le moment 
d'une force F, c’est-à-dire la grandeur r X F, et le moment de la 
quantité de mouvement mv, c’est-à-dire la grandeur mr X v. 

Lors du calcul du moment d’un vecteur, on peut admettre que 
ce vecteur est glissant. En effet, quand le vecteur b se déplace sur 
son support, cela signifie que r augmente de la quantité Ab, À étant 
un scalaire. Or, 

(+ Ab) Xb=rxb+(WbxXb=rxXb+0—r Xx b, 
c’est-à-dire que ce déplacement ne fait pas varier le moment du 
vecteur (fig. 138). Par contre, si le vecteur s’écarte de son support, 
son moment change. 
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Considérons un système de particules matérielles liées les unes 
aux autres d’une façon déterminée dont chacune ait une masse cons- 
tante m; et un rayon vecteur (généralement variable) r; = r; (t). 
Supposons que chacun de ces points subisse une force différente et 


désignons par F?" la résultante de toutes les forces « intérieures » 
{c'est-à-dire des forces d'interaction des points du système) appli- 


quées au i-ième point, et par Fi” la résultante de toutes les forces 
« extérieures ». Une particularité caractéristique des forces intérieu- 
res est qu’en vertu de la troisième loi de Newton (« l’action est égale 
à la réaction »), à toute force intérieure correspond une force inté- 
rieure opposée et, chose importante, dont la ligne d'’action est le 
prolongement de celle de la première. Pour cette raison la somme de 
toutes les forces intérieures, ainsi que celle de leurs moments par 
rapport à n'importe quel point, est égale à zéro. 

On obtient les principales équations du mouvement d’un système 
de particules à partir de l’expression de la seconde loi de Newton 
{« la force est le produit de la masse par l’accélération ») : 

Pr; 


in 
Mi a =FLF. (6) 
Sommant ces égalités sur toutes les particules, on a 


d?r; ex in ex 
Dimie= DIF +DF'= DE, (7) 
î î î î 

puisque la somme de toutes les forces intérieures est, on l’a dit, égale 


à zéro. [Il est commode d'introduire un point C tel que son rayon 
vecteur soit 


re =; D mir;, Où M — ” m:; 
; 


est la masse totale du système ; ce point est le « centre de masse » du 
système considéré. Dans cette notation, on peut récrire l’équation (7) 
comme 7 


__ > Sn: Fi", c'est-à-dire que M—<£ . _ = >. 
? 

Ainsi, le centre de masse se déplace comme s’il représentait la 
masse totale du système et était sollicité par une force égale à la 
somme de toutes les forces extérieures. En particulier, quand les 
forces extérieures sont inexistantes, le centre de masse se déplace de 
façon rectiligne et uniforme, re = at + b. 

Passons maintenant aux moments. Multipliant à gauche les deux 
membres de (6) vectoriellement par r;,on a 


dr: 
mir: X TR = Ti XF + x F7. (8) 
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Faisons intervenir l'égalité 


d CL i\ dr; dr; dr; d?r; 
(rx) = TE x ri x ri X 


qui résulte de la formule générale de la dérivée du produit vectoriel ; 
cette formule (A x B)—-% x B+A x se déduit de la 


même manière que la formule analogue (IX.8) pour le produit scalai- 
re. On peut donc mettre l'égalité (8) sous la forme 


d e 
7 (ri X mivi)=ri X Fi + x Fi. 
Sommant ces égalités pour tous les à, on obtient 


d i ) 
— D'ixmvi)= DnxEF+DnxF'=DrnxF, (9) 
î î î î 
étant donné que la somme des moments de toutes les forces intérieu- 
res est égale à zéro. La somme 


G= Dr: X mivi (10) 


des moments de la quantité de mouvement de toutes les particules 
d'un système porte le nom de moment cinétique de ce système par 
rapport au même point © auquel se rapportent les moments isolés. 
La somme 


L=DrxF 


des moments de toutes les forces extérieures appliquées au système 
est dite moment total (résultant) des forces extérieures. Aïnsi, la for- 
mule (9) peut s’écrire comme suit: 

dG 

PEL; (11) 
cela veut dire que la vitesse de variation du moment cinétique d’un 
système est égale au moment total des forces extérieures agissant 
sur le système. Dans le cas particulier où les forces extérieures sont 
absentes ou que leur moment total est nul, le moment cinétique du 
système demeure constant. 


Exercice 


Quand le moment d’un vecteur b par rapport à un point O est-il nul? 


$ 3. Mouvement dans un champ de forces centrales 


Supposons qu’une particule matérielle en mouvement soit sollici- 
tée par une force variant d’après une loi quelconque mais passant 
toujours par l’origiñe des coordonnées ©; on parle alors d’un champ 
de forces centrales. Si, à l’instant initial, on mène un plan (P) par 
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l’origine des coordonnées de sorte qu’il contienne le vecteur vitesse, 
le point restera dans ce plan, car il n’existe aucune force susceptible 
de l’en éloigner. (Sur la figure 139 le plan (P) coïncide avec le plan 
du dessin.) Puisque la force extérieure est dirigée le long du rayon 
vecteur, son moment est nul; aussi le moment cinétique du point, 


c'est-à-dire le moment de la quantité de mouvement, r X m reste-t- 


il constant. Or, le module du vecteur r X dr est égal à deux fois 
l'aire du triangle (dS) représenté sur la figure 139 (pourquoi?). Pour 
cette raison, la dérivée dS/dt reste constante au cours du mouvement. 
du point, c’est-à-dire que la variation de S avec le temps reflète une 
dépendance linéaire. Nous retrouvons donc la 

deuxième loi de Kepler : dans le cas d’une force v 

centrale les aires des secteurs balayés par le 

rayon vecteur par unité de temps sont égales. 

Les autres lois de Kepler, dont il sera ques- 

tion plus tard, mettent largement à profit le 

type concret de la relation entre la force et la (ds) 
longueur du rayon vecteur *). 

Soit F— —Fi(r) r°. Conformément au 
$ X.2, un champ de cette espèce dérive du po- 
tentiel U (r), où la fonction U (r) est la primi- fi 
tive de F (r), i.e. _ = 
dans le plan (P) les coordonnées polaires r, œ; 
la loi du mouvement de la particule se définit alors par les rela- 
tions r = r(t), ® = œ (t). 

Pour trouver ces relations, utilisons la loi de conservation du 
moment cinétique ($ 2) et celle de l’énergie totale ($ X.3). A cette 
fin, désignons par s° le vecteur obtenu en faisant tourner r° de 90° 
dans le sens positif. Alors 


F (r).  Introduisons Fig. 139 


dr0 _ dp 


D de 


(Cette formule, assez évidente d’ailleurs, est un cas particulier de 
la formule (1X.14) et coïncide en fait avec la formule (V.10)). D'où 


dr d dr dp dr dp 
RP LP | 4® co  __,,,2 10 0 À «0 
dt dt (rr°) dt r +T at ° > rxm dt mr Fr X S's 
m fdr\2 m dr \2 dp \2 
(a) =5 (4) + (ra) |: e 


Comme le vecteur r° X s° — P9 est perpendiculaire au plan 
(2) et a le module constant égal à 1, on peut écrire la loi de conser- 


*) Kepler a défini ses lois d’une façon empirique, en étudiant le mouvement 
des planètes du système solaire. C’est Newton qui a montré le premier que ces 
lois résultent d’une certaine force d’attraction, exercée par un corps central — 
le Soleil — sur les planètes. 
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vation du moment cinétique sous la forme 


mr = G (= const). (13) 


La loi de conservation de l'énergie totale, en vertu de (12), 
prend la forme 


‘{ dr \2 do \2 
(+) +(r<) ]+U (M =E(=const), (14) 
tes constantes G et Æ étant déterminées par les conditions initiales. 
Exprimons SE à partir de (13) et portons dans (14). On obtient 
une équation différentielle du 1% ordre 
dr \2 G2 
(+) +[Uh+5]=E (15) 


en r (it); après avoir trouvé r (#), on tire œ (£) de l'équation (13). 
L'équation (15) est parfaitement analogue à 


(Te) +u()=£ (16) 


définissant le mouvement de la particule m sur l’axe des x sous l’ac- 
tion d’une force de potentiel w (x). Rappelons-nous les propriétés 





Fig. 140 


élémentaires des solutions d’une équation de la forme (16) (on peut 
également s'adresser à MS, $ VI.8). Supposons que la courbe repré- 
sentative du potentiel w (x) ait l’allure de la fig. 140 de sorte que 
u (co) — uw. Alors, quand umin < E << U, par exemple lorsque 
E = ÆE, (voir la fig. 140), la particule effectuera des oscillations 
périodiques entre les points a et b. On dit alors que le mouvement 
est fini. La période d’oscillations, que l’on tire sans peine de (16), 
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est égale à 
b 
SR dx 
T= l'Zm | ne 17 
V7 on 
Par contre, quand E > u, par exemple lorsque E — E, (fig. 140), 
la particule atteindra à gauche le point c et commencera un mouve- 
ment rétrograde, alors qu’en se déplaçant à droite, elle s’éloignera 
à l'infini : le mouvement est infini. 
On ramène l'équation (15) à (16) en remplaçant r par x (fait sans 
importance) et en désignant 


uf)=U(m+ (O<r< oo). (18) 


Ainsi, le potentiel initial U (r) se trouve augmenté du potentiel 





centrifuge qui dépend des conditions initiales ou, plus exacte- 


2mr2 
ment, du moment cinétique G du 
système considéré. 

Donc, si Lin CRE US 
(—U%), la fonction r(é) sera périodi- 
que. Pendant chaque période de varia- 
tion de r, l’angle polaire acquiert 
un même accroissement A. 
Etant donné que Av est, en général, 
incommensurable avec 27, la tra- 
jectoire aura le plus souvent la 
forme d’une rosace (fig. 141) qui 
remplira, si on la prolonge, toute 
la couronne circulaire entre les cir- 
conférences r— rmin Et 7 = lmax- 

Cependant, pour les forces cen- 
trales des deux types les plus inté- Fig. 141 
ressants que nous allons considérer, 
on observe des trajectoires fermées 
sans points doubles, voire de simples ellipses ! Dans le premier exem- 
ple nous admettrons que la force est inversement proportionnelle 
au Carré de la distance séparant la particule de l’origine des coordon- 
nées. Cette loi régit le mouvement des corps célestes (loi de Newton) 
ou des particules électriquement chargées (loi de Coulomb) si le 
corps central exerçant la force attractive est au repos (on reviendra 
à cette circonstance plus tard). 





Dans l'exemple proposé on a F (r) — +, U (r) = — 


+|x 


: donc, 
en vertu de la formule (18), 


2k—0317 
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On voit sur la figure 142 le graphique de ce potentiel effectif pour 
k > 0 (ce que l’on admettra dans la suite) et pour diverses valeurs 
de G. Il est clair que si G 5 0, c’est-à-dire si le mouvement ne dégénère 
pas en mouvement rectiligne, le potentiel centrifuge croît pour 
r— O0 plus vite que le potentiel d'attraction, donc, u (+0) — co. 
Cela signifie que la particule mobile ne peut tomber sur le corps 
central, tout au moins si ce dernier est supposé suffisamment petit, 
ce qui revient à négliger la possibilité de collision dans le cas où la 

particule passerait trop près de 


U(r) l’origine des coordonnées. 


du k G2 
Comme a ad le po- 


tentiel effectif admet un mini- 
mum quand 





El orand 





k  G2 _— 3 
nn d'où r=r— 
. G2 m2 
RTS. AVeC Umin — — 5 * 
Il existe donc une solution r = 
G2 


déplacement de la particule sur 
une circonférence centrée à l’ori- 
gine. La vitesse angulaire adéqua- 
te se déduit de l'équation (13): 


—. laquelle correspond le 


7 l 
Na — à Eu a. ; (19) 
Fig. 142 dt mr? mr 


elle est constante, ce qui signifie que la particule tourne uniformé- 
ment autour du corps central. Dans le cas où l’on considère un champ 
de gravitation, on a 4 — xmM, où x est la constante de gravitation 
et M la masse du corps central. D'où l’on tire, en vertu de (19), la 


durée de révolution 


AT mrè 21 T3 
= mms mm = ——— ER 
T do/dt 2 xmM x M 


Nous en venons à la troisième loi de Kepler: les carrés des durées de 
révolution des planètes sont proportionnels aux cubes de leurs distan- 
ces au Soleil. Nous venons de démontrer cette loi pour les orbites 
circulaires: or, après avoir précisé convenablement l'énoncé, elle 
devient exacte pour une orbite quelconque (voir exercice 1). 

Pour déterminer la forme des trajectoires non circulaires pour 
GÆ0, portons U (r) — —k/r dans l'équation (15) et complétons 
jusqu’à obtenir un carré parfait; il vient (vérifiez!) 

> : 2 
CEE eo 
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ne = mk2 \ 71/2 : ; 
en désignant brièvement g=[+ (E+S 7 ) | . Ce faisant, on tient 


2 
compte de l'inégalité £ > nus (comment l’obtenir?). En vertu 
de (20), on peut désigner 


k G d ; k 
À = quosp, P=gsinp, où p=v(. (21) 


Par dérivation de la première égalité (21), on obtient (GImr?) À = 
=—qsinp®, d'où, en tenant compte de la seconde égalité (21) 
et de (13), on tire _ +, c'est-à-dire que Y—a—œp, où 
&-=const est défini par les condi- 
tions initiales. De la première égalité 
(21) on tire 
st 

[4 — SE cos (a — ) | — 


Em - 
— p[i—ecos(p—a)] 1, (22) 
avec 
G2 Gq 
PES: CR TS . 

On voit immédiatement de l’é 
quation (22) que pour e 1 la 
trajectoire sera fermée (fig. 143), 
alors que pour e > 1 elle s’éloignera 
à l'infini. On vérifie aisément que la condition & << 1 est équivalen- 
te à l'inégalité Æ£ << 0; les trajectoires des mouvements limités (voir 
fig. 142) sont donc des courbes fermées. Plus exactement, l’équa- 
tion (22) pour e << 1 définit une ellipse dont l’un des foyers est à 
l’origine des coordonnées et le grand axe forme l’angle & avec l’axe 
polaire. (La démonstration de cette assertion, que nous laissons 
au lecteur, sera faite en passant en coordonnées cartésiennes d’a- 
près les formules x’ — 6 cos (@— «&), y" — po sin (® — &).) Aïnsi, les 
trajectoires des mouvements limités sont des ellipses décrites autour 
du corps central comme foyer; ceci est la première loi de Kepler. On 
vérifie par analogie que pour € >> 1 le mouvement s'effectue suivant 
une hyperbole et dans le cas limite & — 1 suivant une parabole. 

Réciproquement, on peut déduire des lois de Kepler la loi de la 
gravitation F (r) — k/r?; aussi les mouvements régis par cette loi 
sont-ils dits mouvements keplériens. 

Jusqu’à présent, nous avons considéré le corps central comme 
étant « attaché » à l’origine des coordonnées. On peut, en effet, négli- 
ser le mouvement de ce corps si sa masse M est sensiblement supé- 
rieure à la masse mobile m, c'est-à-dire si M S m. En réalité, le 


24% 





Fig. 143 
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cas des M et m comparables se ramène au cas ci-dessus (nous ne le 
démontrerons pas ici) à cette différence près que les courbes du 
second degré que suivent les deux masses ont leur foyer confondu 
avec le centre de masse du système tout entier. Il est remarquable 
que les valeurs de l’énergie cinétique, ainsi que les moments de la 
quantité de mouvement par rapport au centre de masse, seront alors 
réparties en raison inverse des masses des corps considérés. En effet, 
plaçons-nous, pour être plus simple, dans le cas où les corps décri- 
vent des circonférences de centre au centre de masse O avec la vitesse 
angulaire © constante, et désignons par d la distance (constante) 
de ces corps (fig. 144). Alors l’énergie cinétique et le moment de la 
quantité de mouvement de la masse M seront respectivement égaux 
M ( omd ) md Momd 


Pate Wim tandis que pour la masse m l’on aura 


2 





Fig. 144 Fig. 145 


m { oMd \2 Md moMd 
2 (7x) - M+mM im” 

En ce qui concerne le cas de répulsion d’après la loi de Coulomb, 
c'est-à-dire pour £ << 0, nous en laissons l'étude au lecteur, en indi- 
quant seulement que pour G = 0 les trajectoires représentent des 
hyperboles. 

Prenons un autre exemple de la force centrale. Considérons la 
force F — —kr (4 => 0) proportionnelle à la distance de la particule 

k 


à l’origine des coordonnées. Dans ce cas le potentiel est U (r) — rte 


d’où la proportionnalité indiquée. 


En coordonnées cartésiennes, le potentiel considéré s'écrit 
k 
Ur (++). 


On a vu au $ IV.6 que c’est l’expression de la partie principale 
(quadratique) de la décomposition du potentiel U suivant les puis- 
sances de x, y, z au voisinage de son point de minimum dans le cas 
isotrope, c’est-à-dire lorsque les surfaces équipotentielles représen- 
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tent, à des infiniment petits d’ordre supérieur près, non pas des ellip- 
soïdes mais des sphères. Le potentiel considéré définit donc de faibles 
oscillations de la particule autour d’une position d'équilibre stable 
quelconque (le potentiel ne présentant pas de singularités) dans le 
cas isotrope. Ce cas a lieu par exemple pour le schéma 145 si tous 
les ressorts ont même rigidité. Il découle du $ X.6 qu’un potentiel 
de cette espèce surgit aussi à l’intérieur d’une boule homogène qui 
exerce une force d'attraction ; on peut admettre que la particule se 
déplace dans un canal pratiqué conformément à la trajectoire théo- 
rique, dont le diamètre est si faible que son influence sur le champ 
de gravitation est négligeable. 

Prenant le plan du mouvement de la particule pour le plan x, y, 
on peut mettre l'équation différentielle du mouvement de l’exemple 
proposé sous la forme 


2 : 
me À (ei + vi) = — kr = — kr = —k(xi + yj) 
ou, en bis 
moe ae the 0, m me += 


Ainsi, en passant en coordonnées cartésiennes, les variables se sont 
séparées, ce qui signifie que les oscillations selon les deux axes se 
produisent indépendamment les unes des autres. En vertu du 
$ VII.3, la loi du mouvement s'écrit alors 


x —= Fr, COS (@t + p), y = r, cos (ot + p), (23} 


où © = V k/m, et les constantes r,, q1, re, @, sont déterminées par 
les conditions initiales. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer 
que selon (23) la trajectoire de la particule est une ellipse dont le 
centre se trouve à l’origine des coordonnées. 

On voit donc que pour la forc: F (r) — kr toutes les trajectoires 


sont fermées et que la période d’oscillations 21/0 — 2x V m/k de 
la particule ne dépend pas des conditions initiales. Il en découle, 
par exemple, que si l’on creusait un puits passant par le centre de 
la Terre et qu’on y faisait le vide, la période d'’oscillations d’une pierre 
jetée dans ce puits ne dépendrait pas de l’amplitude et serait égale 
au temps de révolution des spoutniks au niveau du sol (abstraction 
faite de la résistance de l’air). 

Bien sûr, la propriété d’être fermées des trajectoires du deuxième 
exemple est due à ce que les variables en coordonnées cartésiennes 
se sont séparées et que les oscillations avaient même période selon 
les deux axes. Or, chose étonnante et remarquable, dans le premier 
exemple, où les variables ne se séparent pas, on obtient également des 
trajectoires fermées ! On dirait un miracle mathématique. En effet, 
la forme de la loi F — k/r? a été tirée ($ X.7) directement de la 
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condition div F (r) = 0 (r Æ 0), qui est parfaitement naturelle du 
point de vue physique. Par contre, le caractère fermé des trajectoires 
n'est nullement évident aux termes d’une telle loi de la gravitation 
et ne se démontre qu'à l’aide de quelques artifices mathématiques. 
Ce « miracle » a sensiblement facilité la mesure et, par là même, 
simplifié l’analyse des écarts relativement faibles des trajectoires 
réelles par rapport à la forme elliptique (par exemple, dans le cas de 
mouvement du périhélie de Mercure; on sait que l'explication de 
ce mouvement sur la base de la Relativité généralisée a été l’une 
des premières justifications convaincantes de cette théorie). 


Exercices 


1. Déterminer la période d'’oscillations de la particule suivant l’ellipse 
(22) et établir la relation entre cette période et le demi grand axe de l’ellipse. 

2. À l’aide de la formule (17), trouver la période de variation du rayon de 
la particule dans le cadre de la loi de la gravitation F — —kr et expliquer pour- 
quoi la réponse n’est pas conforme au résultat obtenu au paragraphe: 


$ 4. Rotation d’un corps solide 


Considérons la rotation d’un corps solide (Q) autour d’un axe fixe, 
par exemple autour de l’axe des z. En utilisant (5) il est facile d’éta- 
blir la relation entre le moment cinétique G de ce corps par rapport 
à un point quelconque © de l’axe de rotation et la vitesse angulaire 
© = ok: 

G= | r X v dm — | r X (0E x r) p dE = & | pr X (k X r)-dQ, 
(&) (©) (@) 
o désignant la densité (en général non constante) du corps. Se rappe- 
lant que r — xi + yj + zk, on trouve par la formule (4) 


r X (xx) = (rer)k—(rek)r = (224222) k— 2 (ai yj + 2k) — 

= — di yzj+ (+ y) k, 

d’où 
G=—0| oxz dQ, Gy=—0 | oyz d@, 
(2) (Q) 
G;, = [ p (x? + y?) dQ). 
(Ô) 

En particulier, cette dernière intégrale 


L= | p (a+ y? 49 (24) 
(Q) 
porte le nom de moment d'inertie du corps (Q) par rapport à l’axe des z 
de sorte que G, = œJ,. 
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Supposons que le corps (Q) subisse certaines forces données F°”, 


ainsi que des réactions aux appuis F$ non connues d’avance. Si ces 
dernières forces sont appliquées à l’axe de rotation, leur moment 


D 


rdp x FSP — zak x FSP est perpendiculaire à cet axe. Pour pou- 
voir se passer de ces forces inconnues, projetons l'égalité (11) sur 
l’axe des 2: 

dGz __d(ol,) 


dt dt Le; (25) 


il est à noter qu’en écrivant le second membre, c’est-à-dire la projec- 
tion du moment total des forces extérieures sur l’axe de rotation, 
seules sont prises en considération les forces données Ff*. Ainsi, 
nous venons de passer de l’égalité vectorielle (11) à l'égalité scalai- 
re (29). 

Considérons un cas particulier où les forces extérieures Fi* sont 
inexistantes ou sont dirigées parallèlement à l’axe de rotation. Alors 
L, — 0; il vient donc de (25) que w7, — const. Si le corps reste 
inchangé, on a Z, — const et, partant, © — const, ce qui signifie 
que la vitesse angulaire ne varie pas. (Ce faisant, on fait abstraction 
du frottement aux appuis, qui est à l’origine d’un terme supplémen- 
taire du second membre de (25) et de la diminution graduelle de la 
vitesse de rotation.) Par contre, si Z, varie, w change en raison inver- 
se de Z,. Cette propriété est mise à profit dans la danse, lorsque la 
danseuse fait des tours sur la pointe du pied. En commençant les 
bras ouverts, elle les ferme rapidement (en les baissant le plus sou- 
vent et en reprenant la « position préparatoire »). Par là même,en 
vertu de la formule (24), elle diminue notablement 7, de son corps, 
car les bras écartés apportent à 7, une contribution considérable, et 
augmente en conséquence w. (Cela a fait justement écrire à Vaganova 
dans ses Principes de danse classique que « ce mouvement de bras im- 
prime la force nécessaire à la pirouette ».) En même temps la danseu- 
se fait des pointes (ou des demi-pointes) afin de diminuer le frotte- 
ment. Après quelques tours, elle ouvre de nouveau les bras, pour 
diminuer ©, et remet les talons à terre pour s'arrêter complètement. 

Considérons maintenant un gyroscope (une toupie), c’est-à-dire 
un corps solide tournant autour d’un point fixe, que nous prendrons 
pour origine des coordonnées. On admet que le gyroscope a l’axe de 
symétrie passant par le point fixe, qu'il tourne rapidement autour 
de cet axe et que les forces de frottement sont négligeables. 

Remarquons que si un solide tourne autour de son axe de symétrie 
passant par l’origine des coordonnées, son moment cinétique est 
dirigé suivant l’axe de rotation et est proportionnel à la vitesse angu- 
laire. En effet, la première assertion est évidente ne serait-ce qu’en 
raison de la symétrie, tandis que la seconde découle immédiatement 
de la définition (10). D'autre part, on démontre en mécanique que 
les forces de pesanteur peuvent être remplacées par leur résultante 
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passant par le centre de gravité du corps, dont le support est évidem- 
ment l’axe de symétrie. Donc, si le gyroscope est fixé en son centre 
de gravité, ou bien s’il est lancé en position verticale (le moment de 
la pesanteur étant nul dans les deux cas), l’égalité (11) laisse voir que 
le moment cinétique, tout aussi bien que l’axe de rotation, demeure 
inchangé. Si le corps subit des secousses de courte durée, le second 
membre de (11) peut momentanément devenir non nul. On verra 
alors G acquérir un accroissement, mais plus la vitesse angulaire 
est élevée, c’est-à-dire plus | G | est grand, plus cet accroissement est 
insignifiant en valeur relative et plus le gyroscope est stable. Cette 
propriété du gyroscope explique son 
large emploi en technique. 

Voyons maintenant ce qui se passe 
si le centre de gravité se situe plus 
haut que le point de fixation (c’est 
précisément le cas de la toupie) et si 
l’axe de rotation n’est pas vertical. 
La force de pesanteur P, appliquée au 
centre de gravité C, crée alors un mo- 
ment de renversement re X P (fig. 
146). En vertu de l'équation (11), 
le moment cinétique G aura reçu pen- 
dant le temps dt un accroissement 
infiniment petit dG — (rc X P) dt. Puisque ce vecteur infinitési- 
mal est horizontal et perpendiculaire au vecteur G, il est possible 
d'obtenir le vecteur G + dG à partir de G en tournant ce dernier 
d’un angle infiniment petit autour de l’axe vertical. La valeur numé- 
rique de la vitesse angulaire restera dans ce cas inchangée, mais l’axe 
de rotation -du gyroscope tournera autour de l’axe vertical. Appliquant 
le même raisonnement à cette nouvelle position, l’on se rend compte 
que le mouvement de l'axe de symétrie du gyroscope s’enrichit, 
sous l’action de la pesanteur, d’une nouvelle composante (dite mou- 
vement de précession) qui est la rotation uniforme autour de l’axe 
vertical. La vitesse de la précession est d’autant plus faible que « 
est plus élevé, car, pour G grand, le même dG provoque une rotation 
d’angle plus petit. 

Les conclusions que l’on vient de faire ne sont pas absolument 
strictes, car, en raison de la précession, le moment cinétique ne se 
confond pas complètement avec l’axe du gyroscope. Aussi le mouve- 
ment du gyroscope est-il en réalité plus compliqué qu’il n’est décrit 
ci-dessus. Or, tant que la vitesse angulaire « reste élevée, cette diffé- 
rence n’est pas grande. Si le gyroscope n’est pas relancé, sa vitesse 
angulaire diminue à cause du frottement permanent inévitable et la 
vitesse de la précession croît ; au moment où ces deux vitesses devien- 
nent comparables, le caractère du mouvement change de façon re- 
marquable et, finalement, la toupie tombe. 





Fig. 146 


$ 5] TENSEURS SYMÉTRIQUES ET ANTISYMÉTRIQUES 377 


Exercice 


Calculer 7, pour les corps homogènes suivants: 
a) un cylindre de rayon R, de masse M, tournant autour de l'axe Oz, 
b) une tige rectiligne de longueur Z,, de masse M, l’axe Oz étant normal au point 


médian de la tige. 


$ o. Tenseurs symétriques et antisymétriques 


L'étude du moment cinétique d’un corps solide est un très bon 
champ d’application de la notion de tenseur ($ IX.5). Nous utiliserons 
les notations tensorielles qui ont été employées au $ IX.5. Supposons 
que l’origine des coordonnées O soit fixe; par contre, les axes de 
coordonnées pourront être choisis de différentes façons. On a vu au 
$ 4 que le moment cinétique d’un corps Q dépend considérablement 
des intégrales suivantes : 


— | ptit; dQ (iÆ j), 
Li;= | (26) 
| E(XZatr—tit;) dQ  (i—=)j). 


(Q) 


On vérifie sans peine qu'après le changement de base les quanti- 
tés (26) se transiorment d’après la règle tensorielle (IX.23) et forment 
donc un tenseur du 2° ordre 


[ — Jije;e;, (27) 


appelé tenseur d'inertie du corps (Q) par rapport au point O. Pour le 
démontrer, exprimons J;; par une formule unique : 


le [ P (ijtn Tr — Lit ;) dQ, 
(Q) 


dans laquelle le symbole de Kronecker 6;; se définit par les égalités 


a 0 (GZÆj), 
7 LA G=)j) 
quelle que soit la base. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les grandeurs 
Ô;; forment un tenseur du 2° ordre (dit tenseur unité). Si l’on change 
maintenant la base d’après les formules (IX.19), on verra les x;, pro- 
jections du vecteur r, se transformer d’après les formules x! — 
= @;;2;; ensuite, par application de l'égalité xrr, — xx, (comment 
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peut-on l’obtenir?), on a 


Li | p(Biriri — sir) do — 
(£2) 
| P (tira 0 TR TR — Lir@jiXrTy) AS = 
(S2) 
— Dir; | P (Ortatr Lan Tr) da = Œir@jrl rs 
(Q) 
ce qu'il fallait démontrer. 

Admettons maintenant que le corps (Q) tourne avec la vitesse 
angulaire © autour d’un axe passant par l’origine des coordonnées O, 
et essayons d'exprimer le moment cinétique cor- 
respondant G par rapport à O. En reprenant le 


raisonnement du $ 4, on obtient à l’aide de la 
formule (4) 


G— À pr X (@ x r) dQ — | p[(r-r) © —(r-o) r] x 
(S2) (S2) 





x di — | p[Tatadie; — xjo;rie;] dQ. (28) 
(Q) 


Fig. 147 


Pour mettre en facteur «; et e; sous le signe d’in- 
tégration, écrivons ©;—0;;oœ;(analysez cette formule !) ; il vient alors 


G — | (®) (OijTREr — Lit j) © je; dQ — li;jo;e;, 
(Q) 
ou encore 
G; = 1;;0;. (29) 


(On peut écrire également G = L-@, en effectuant le produit scalaire 
du tenseur du 2° ordre par le vecteur à l’aide des formules (ab) -e— 
— a (b-c) — (b-c) a; on a alors 


L'o — (J;je;e;) °ORER — l;;jwre;(e;-e;) . 
— l;;jone;0jr — lijoje; = G.) 


La formule (29) coïncide en fait avec les formules du $ 4; or, con- 
trairement au $ 4, elle n’est liée à aucun repère cartésien concret. 
Elle montre notamment que les directions des vecteurs © et G sont 
en général différentes, à l’exception du cas de symétrie sphérique 
avec l;; = 10;;. Par exemple, le moment cinétique du corps montré 
sur la fig. 147 (en admettant que les masses de la douille et de la tige 
sont négligeables devant m) est égal, d’après la formule (4), à 


G = pr X (@ X r) = pr*@ — (wo pror) r, 
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c'est-à-dire que le vecteur G tourne avec la vitesse angulaire ©. 
Cette variation du moment est compensée d’après la formule (11) 
par le moment transmis par la douille à l’axe de rotation. 
Etablissons maintenant la formule définissant l'énergie cinétique 
T du corps tournant (Q). Pour le faire, remarquons d’abord que pour 
deux vecteurs quelconques a, b on a, d’après la formule connue de 


PA 
l’aire du parallélogramme, | a X b|] — ab sin (a, b). D'autre part, 
JN 
a -b — ab cos (a, b). D'où 
PA PA 
ja Xb{?+(a-b)?— ab? [sin? (a, b) + cos? (a, b)] = a?b°. (30) 


Multipliant scalairement l’égalité (28) par ©, on obtient à l’aide de 
la formule (30) 


Go | p[(r-r) (&-@) —(r-0) (r-0)] dR = | plrxold@—2. 
(92) (Q) 
Il en découle, en vertu de (29), que 


{ 1 
T=- Go 1;;0:0;. (31) 


Le tenseur (27) jouit d’une propriété importante: 
T';; CRE ls, (32) 


qui découle immédiatement de sa définition (26). D'une façon géné- 
rale, si un tenseur du 2° ordre possède cette propriété, on dit qu'il 
est symétrique. On vérilie d’ailleurs sans peine que si la propriété (32) 
se manifeste pour une base donnée, elle reste vraie pour toute autre 
base. 

La propriété fondamentale du tenseur symétrique (IX.25) est 
qu'on peut le réduire à la forme diagonale, c'est-à-dire choisir une 
base e; telle que tous les p;; s’annulent pour i  j. Sans démontrer 
cette assertion générale (qui reste vraie pour les tenseurs symétriques 
dans l’espace à un nombre quelconque de dimensions), nous nous 
bornerons à faire deux remarques. Premièrement, étant donné que 
le tenseur diagonal est symétrique et que cette propriété subsiste 
par changement de base, seuls les vecteurs symétriques peuvent être 
mis sous forme diagonale. Deuxièmement, le choix de la base eucli- 
dienne dans un espace tridimensionnel s'effectue avec trois degrés 
de liberté (pourquoi ?) ; or, pour réduire un tenseur à la forme diago- 


nale, on doit satisfaire justement à trois égalités p Din Pis = = Pos — 
= 0, ce qui fait qu'on a donc exactement le nombre nécessaire de 
Les de liberté. 

En opérant en axes x; en lesquels le tenseur d'inertie se présente 
sous forme diagonale (ces axes sont appelés axes principaux de ce 
tenseur), les expressions (29) et (31) des projections respectivement 
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du moment cinétique et de l'énergie cinétique prennent la forme 
Gi= TuO1, ee. G3= 13303, 


= + (Tao + Doi + T0) = +  (- - Gi+ +7 Gi) - (33) 
Pour mieux comprendre la relation existant entre l'énergie 
cinétique T et la direction du moment G, traçons sur une sphère 
| G| — const, liée rigidement au corps (Q), les courbes réunissant 
les valeurs égales de T ou, autrement dit, les courbes d’équation (33) 
pour diverses valeurs de T (fig. 148). Supposons, pour fixer les idées, 


que Lu < . < T4. Alors, pour | G| donné, la valeur maximale de 
| GL2, s'obtient pour @, = G; = O0 (fig. 148): quand 





T, égale à 


Ps 


Gi = G3 = . T est minimal, et quand G, — Gs = = 0, T passe par 





Fig. 148 Fig. 149 


un minimax. En cas de rotation libre G et 7 sont constants, mais @ 
varie tant en direction qu’en module (sauf lorsque l’axe de rotation 
se confond avec l’un des axes x; et lorsqu'on à @ || G || e;). Le corps 
(Q) tourne de telle façon que le vecteur G passe constamment par 
une des courbes tracées (la figure 148 illustre le déplacement de G 
par rapport à (Q)). 

Un autre exemple très important d’un tenseur symétrique est le 
tenseur des contraintes élastiques. Soit un solide soumis à des contrain- 
tes. [Isolons par la pensée, dans le milieu considéré, un cube de côté À 
et d’arêtes parallèles aux axes de coordonnées. On peut alors substi- 
tuer à l’effort élastique exercé par le milieu sur chaque face du cube 
une force (fig. 149) proportionnelle à h? pour kÀ petit: 


F; —= C;je;h? +... 
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0;; dépendent du choix de la direction des axes. On montre que quand 
on change de base, ils se transforment d’après la règle tensorielle 
(IX.23) et forment donc un tenseur du 2° rang, auquel on donne 
l'appellation de tenseur des contraintes élastiques et qui caractérise 
l’état de contraintes du milieu du point donné. Les termes diago- 
naux de ce tenseur définissent les contraintes de compression et de 
dilatation, et les termes non diagonaux celles de glissement *). 

Il est facile de voir que le tenseur des contraintes élastiques est 
symétrique. En effet, le moment total des efforts extérieurs par rap- 
port au centre du cube est égal, à des infiniment petits d'ordre supé- 
rieur près, à 


>. 2. he: X Fi = D ho: x e;. 
i À, J 
Si l’on avait un 0;; =£ 6;;, ce moment ne serait pas nul, ce qui est 
impossible, car le moment d'inertie du cube est de l’ordre de h’, 
si bien qu’on aurait alors une accélération angulaire infinie. 
On connaît aussi les {enseurs antisymétriques (p;;), pour lesquels 


Pij = —Pji; (34) 


les termes diagonaux d’un pareil tenseur sont nécessairement nuls. 
On constate sans peine que si la propriété (34) se vérifie pour une base 
donnée, elle reste vraie pour toute autre base. 

Placé dans l’espace tridimensionnel, un vecteur antisymétrique 
est directement lié au produit vectoriel. Soit en effet une transforma- 
tion linéaire de l’espace dans lui-même avec la matrice antisymétri- 
que des coefficients p;; (voir $ IX.5; on y dit que tout tenseur du 
2* ordre peut être considéré, à sa dimension près, comme matrice 
d’une transformation linéaire de l’espace dans lui-même). Alors, 
tout vecteur r = x;e; se transforme par la formule Tr = p;;r;je; — 
= Diolo@1 + P1sT3@1 — P120100 À Posl30e — P13%103 — PoslaCs. OT, 
le même résultat est donné (vérifiez!) par le produit vectoriel du 
vecteur p = — (Dy203 + Dos@s + Da@e) par r; on a donc Tr = 
= p X r. La dernière égalité laisse voir que le vecteur p se définit 
par la transformation 7’, soit par le tenseur p;;, de façon invariante, 
c’est-à-dire indépendamment de la base cartésienne choisie. 

Considérons enfin le tenseur d’une transformation linéaire quasi 
identique. Il s'écrit Ô;; + n:;, où 6;; est le tenseur unité et n:; des 
coefficients de faible grandeur ; on rencontre un pareil tenseur, en 
particulier, quand on considère les petites déformations d’un corps 
élastique. 


*) Ces contraintes de glissement sont telles que leur somme relative à 
toutes les faces donne un moment nul (bien que ce ne soit pas le cas de la somme 
relative à tout couple de faces opposées). Notons à ce propos qu’il existe un 
système d’axes (orientation du cube) sans contraintes de glissement (il ne com- 
prend que la compression rt la dilatation). 
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Représentons Le tenseur n;; sous forme de la somme d'un tenseur 
symétrique B;; et d'un tenseur antisymétrique y;;, avec 


1 1 
Bises (Mis + ni), Vies (Mis — ii). (35) 


Alors le tenseur $;; rapporté à des axes x; se met sous forme dia- 
gonale et définit dès lors une combinaison de petites dilatations 


uniformes le long de ces axes: x de 1+fi, fois le long de l’axe 
(il va sans dire que pour fs << 0 on aura la compression), etc. Le 
volume deviendra (1 + B41) (1 + Boo) (1 + B33) fois ou, à des infini- 


ment petits d'ordre supérieur près, (1 + Bi1 + Bo + Bas) = (1 + Bii) 
fois plus grand. Or, Bi; = f;; (voir $ IX.5); donc, en vertu de (35), 
on à ii = ii. 

En ce qui concerne le tenseur y;;, il définit une rotation de faible 
amplitude. En eîffet, pour une rotation d’un petit angle % autour 
du vecteur p°, chaque vecteur r se transforme à des infiniment petits 
d'ordre supérieur près en le vecteur r + %p° X r; or, on a montré 
comment on choisit, connaissant un tenseur antisymétrique ;;, 
le vecteur correspondant p = 1#p°. 

Ainsi, une transformation linéaire quasi identique se ramène à 
des dilatations uniformes le long des axes orthogonaux suivies d’une 
rotation. Du moment que le volume ne varie pas par une rotation, 
la somme n;; (appelée trace du tenseur n;;) est le taux d’accroisse- 
ment du volume, autrement dit, pour la transformation considérée, 
le volume devient (1 + n;;) fois plus grand. 

Soulignons que la superposition des déformations n’entraîne 
l’addition des tenseurs correspondants que tant que ces déformations 
restent petites; cela n’est autre que le résultat de la formule 
(1 + a) (1 + f) = 1 + (a + B) quand «& et B sont petits. Les défor- 
mations importantes (telles que des rotations d’un angle fini) se 
superposent en obéissant à une autre loi, qui est en général non com- 
mutative ; on s’abstiendra de la considérer ici. 


Exercices 


1. Démontrer qu'il est possible de diagonaliser un tenseur symétrique 
placé dans l’espace à deux dimensions. 
2. Décomposer le petit glissement (fig. 111,d) en dilatations et rotation. 


$ 6. Vccieurs vrais et pseudo-vecteurs 


Entre le vecteur vitesse linéaire et le vecteur vitesse angulaire il 
y a une différence de principe que nous allons expliquer. On n’a jamais 
aucun doute quant à la direction du vecteur vitesse linéaire. Par 
contre, le vecteur vitesse angulaire, conformément au $ 2, est porté 
sur l’axe de rotation, mais dans quelle direction? Au $ 2 nous 
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l’avons orienté d’après la règle de la vis à droite. Or, on pouvait 
tout aussi bien s’appuyer sur la règle de la vis à gauche, si bien que 
le vecteur © (fig. 137) serait dirigé vers le bas. Aïnsi, le choix du 
sens du vecteur vitesse angulaire sur l’axe de rotation est convention- 
nel et dépend de la règle choisie ; pour cette raison, il suffit de pren- 
dre la règle opposée pour que le vecteur soit inversé. Les vecteurs 
qui ont cette propriété sont désignés sous le terme de pseudo-vecteurs, 
l'appellation de vecteurs vrais étant réservée à ceux des vecteurs qui 
ne changent pas en fonction de la règle. Le vecteur vitesse linéaire 
est donc un vecteur vrai (de même que les vecteurs force, accélération, 
courant électrique, etc.), et le vecteur vitesse angulaire un pseudo- 
vecteur. Dans une autre terminologie, on appelle les vecteurs vrais 
vecteurs polaires et les pseudo-vecteurs vecteurs axiaux *). 

La définition du produit vectoriel permet de voir que le produit 
vectoriel de deux vecteurs vrais est un pseudo-vecteur, car dès que 
l’on adopte la règle de la vis opposée, la face extérieure du parallé- 
logramme construit sur les vecteurs multipliés devient intérieure 
(voir fig. 134 et 135). Aïnsi, le moment de la force et le moment 
cinétique ($ 2) sont des pseudo-vecteurs. On vérifie de même que 
le produit vectoriel d’un vecteur vrai par un pseudo-vecteur est 
un vecteur vrai (voir par exemple la formule (5)), et celui de deux 
pseudo-vecteurs un autre pseudo-vecteur. 

Le problème d'équivalence des systèmes de coordonnées de sens 
direct et indirect est loin d'être facile. Cette équivalence signifie 
qu’à tout phénomène correspond théoriquement son image dont 
toutes les formes géométriques sont les images de celles de l’autre 
dans un miroir, comme c’est le cas pour une paire de gants. (C’est 
la « loi de conservation de la parité ».) On a constaté récemment 
que cette loi n’est pas universelle et l’éminent physicien soviétique 
Lev Landau (prix Lénine, prix Nobel) a proposé son « principe de la 
parité combinée », aux termes duquel tous les phénomènes physiques 
admettent une image si l’on remplace toutes les particules par les 
antiparticules **). 

Notons en conclusion que le produit vectoriel de deux vecteurs 
pour lequel les projections du vecteur produit sont exprimées par 
celles des facteurs (le produit restant toutefois invariant par rapport 
au choix des axes de coordonnées) et qui s'effectue d’après les règles 
classiques de multiplication, est une opération caractéristique de 
l’espace à trois dimensions. On dira, de façon grossière, qu’on peut 
convenir de faire correspondre à deux vecteurs unitaires quelconques 
de l’espace tridimensionnel, par exemple à i et j (suivant les axes 


*) Quand on étudie les processus dans le temps, on classe encore les vecteurs 
selon leur comportement devant un # changeant de signe (comparez par exemple 
les vecteurs vitesse et déplacement). 

**) Fin 1964, des données expérimentales vinrent réfuter le caractère uni- 
versel du principe de la parité combinée. 
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des zx et des y), un troisième vecteur unitaire k (suivant l’axe des z). En 
procédant aux permutations circulaires, on aboutit de cette facon 
aux formules (1) du produit vectoriel des vecteurs de base. (En effet, 
si i X j —k, on à nécessairement ji X k — i, car la position du 
vecteur k relativement aux vecteurs i, ji est absolument la même que 
celle du vecteur i par rapport aux vecteurs j, k). On obtient à l’aide 
des formules (1) les formules du produit vectoriel de vecteurs quel- 
conques. Si l’on se place dans l’espace vectoriel à r dimensions 
($ IX.6), on doit prendre n — 1 vecteurs unitaires pour déterminer 
le nième vecteur qui manque. C’est pourquoi l’analogue du produit 
vectoriel dans l’espace à n dimensions est un vecteur construit d’une 
certaine façon à partir de x — 1 vecteurs *). Ainsi, le produit vecto- 
riel de deux vecteurs est propre à l’espace tridimensionnel. Evidem- 
ment, nous n’avons pas énuméré toutes les conditions nécessaires 
pour définir le produit vectoriel, nous tenons cependant à faire res- 
sortir la différence entre le produit vectoriel et le produit scalaire, 
ce dernier étant défini de la même façon dans l’espace à un nombre 
quelconque de dimensions. 


Exercices 
1. Les formules (1) et (3) restent-elles exactes dans le système de coordon- 


nées de sens indirect? 


2. Donner une définition acceptable du produit vectoriel dans l’espace 
à quatre dimensions. 


$ 7. Rotationnel du champ vectoriel 


Nous avons défini la notion d’intégrale curviligne en calculant 
le travail d’un champ vectoriel ($ X.3). Considérons cette notion 
sous son aspect général. 

Soit (L) une courbe orientée dans l’espace où on s’est donné le 
champ d’un vecteur A. On désigne sous le nom d'intégrale curviligne 
du vecteur A suivant (2) l'intégrale 


f= | AdL, (36) 

(L) 
où À. est la projection du vecteur À sur une tangente à (L) orientée 
dans le sens de parcours (fig. 150). Puisque le vecteur dr suit % et que 
| dr] = dZL ($ IX.4), on peut récrire la formule donnant l'intégrale 


*) L’analogue du produit mixte (p. 362) est établi pour nr vecteurs; ce 
produit est égal au « parallélépipède » dans l’espace n-dimensionnel construit 
sur ces vecteurs. Pour le cas particulier d’un plan, lorsque n = 2, on obtient 
l’aire qui est un scalaire ou, plus exactement, un pseudo-scalaire (la grandeur 
en question ne varie pas par les rotations du système de coordonnées mais se 
multiplie par —1 quand on échange les axes des x et des y). L'exemple d’un 
pseudo-scalaire dans l’espace tridimensionnel est le produit mixte de trois 
vecteurs vrais égal au volume : son signe dépend, pour les trois vecteurs donnés, 
du sens du système choisi. 
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curviligne de la façon suivante: 


= | JAlcosæ|dr|= | A .dr = | (A, dx + À, dy + A, da). 
(L) (L) (L) 


L'intégrale curviligne est une grandeur scalaire ; elle possède tou- 
tes les propriétés connues des intégrales. Elle ne change que de 
signe si le sens de la courbe (L) s’inverse. Si l’angle & (fig. 150) est 
aigu en tout point de (L), alors ZI > 0, et si cet angle est obtus, on 
a 1 0. L'égalité 1 — 0 a lieu lorsque l'angle & est invariablement 


Face extérieure 





Fig, 150 Fig. 151 


droit ou (cas plus fréquent) lorsque les intégrales isolées prises le 
long des tronçons de (ZL) avec & obtus et aigu se détruisent mutuelle- 
ment. 

Si (L) est fermée, l’intégrale curviligne 


(E Ÿ Adr= À (4x di + Aydy+ A; d2) (37) 
(L) (L) 


s'appelle circulation du vecteur A le long de (ZL). La circulation a la 
propriété importante d’additivité. Supposons qu’une surface orientée 
non fermée (S) soit divisée en plusieurs zones, par exemple (S,), 
($,) et (S:) (Tig. 151). Désignons les contours de (S) et de ces zones, 
conformément à l'orientation de (S), par (L), (L.), (L,) et (L:) et 
les circulations correspondantes respectivement par l, [,, F, et l4. 
Il vient alors 
=, +, + F. 


En effet, si l’on représente toutes les circulations du second membre 
sous forme de somme des intégrales curvilignes suivant les arcs isolés 
de la figure 151, il se trouve que les intégrales prises le long des arcs 
intérieurs à (S) s’annulent réciproquement (puisque chacun de ces 
arcs est parcouru deux fois dans les sens opposés), tandis que les 
intégrales Le long des arcs qui constituent le contour de (:S) s’addition- 
nent et donnent la quantité figurant à gauche. 


25—0317 
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Une fois l’additivité démontrée, on peut dire que la circulation 
(37) est « engendrée » sur la surface ($S) avec une certaine « densité », 
qui est la circulation engendrée par un élément de surface infini- 
ment petit et rapportée à l’unité d’aire de cet élément. L’utilité de 
cette notion de densité se confirme par le raisonnement suivant. On 
vérifie aisément que la circulation d’un vecteur constant est toujours 
égale à zéro : 


Ÿ (Cid2 + Ca dy + Csdz) = (Cix + Cay + Coz) | . 
(L) (L) 


le dernier symbole signifiant qu’on doit donner un accroissement au 
résultat de l’intégration quand le point parcourt le circuit (Z). Or, 
après un tel parcours, l'expression contenue dans la dernière paren- 
thèse reprend sa valeur initia- 
le, aussi l'accroissement est-il 
nul. On peut cependant raisonner 
comme à la fin du $ X.7. Confor- 
mément à la formule de Taylor, 
le vecteur À à l’intérieur d’un 
contour infiniment petit peut 
être représenté par la somme d’un 
vecteur constant et de quelques 
—+ termes du premier ordre de peti- 
tesse. Il se produit alors une com- 
pensation quasi complète : l'inté- 
grale du vecteur constant est 
nulle et l'intégrale des termes 
du premier ordre de petitesse est une quantité du second ordre de 
petitesse. On voit que la circulation suivant un contour infiniment 
petit n’est pas proportionnelle à la longueur du contour mais à 
l’aire qu'il renferme. 

Pour trouver la densité d’engendrement de la circulation, calcu- 
lons d’abord la circulation du vecteur A suivant un contour infini- 
ment petit. Supposons d’abord que ce contour se situe dans le plan 
z — const. Se rappelant en outre que la forme du contour n’a aucune 
importance pour le calcul de la densité, prenons un rectangle de 
côtés parallèles aux axes de coordonnées (voir fig. 452 ; les dimensions 
du rectangle sont un peu exagérées). D'après la formule (37), la 
circulation correspondante est 


dT = | 4, dx+ | À, dy+ | Ad + | 4,ày (38) 


(D) (2) (3) () 
(les chifires désignent les côtés successifs du rectangle de la fig. 152), 
Car il n’y a qu’une variable qui change par côté. les autres différen- 
tielles étant nulles. Prenant en considération le sens de parcours, 





Fig. 152 
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on tire de (38) 
AT = (Ax)4 dr + (Ay)2 dy — (Ax)s dx — (Ay)i dy = 
= [(Ay)2— (Ay)sl dy — [(Ax)s— (4x) dr, (39) 


où l'indice numérique désigne le côté sur lequel est prise la projection 
correspondante. Or, on a, à des infiniment petits d'ordre supérieur 
près, 


947 0À% ; 
(Ay):— (Ayhi = gs dx, (Ax)3— (Ax)1 = Toy dy ; 
aussi la formule (39) donne-t-elle 


0y 


Ainsi, pour un contour fermé infiniment petit 


xy  dAy 04% 40) 
dSxy 0x 0y ( 





‘A, 





(les indices du premier membre signifient que le contour est parallèle 
au plan x, y). Il est entendu que le contour est parcouru dans le 
sens positif; dans le cas contraire 
on est obligé d’inverser le signe 
ou bien de poser dS',, << 0, ce qui 
revient au même. 

Les coordonnées  cartésiennes 
dans l’espace étant absolument 
équivalentes, il est possible de trans- 
former toute formule contenant 
ces coordonnées en une autre for- 
mule exacte en changeant x, y, z 
respectivement en y, z, æ ou enz, 
x, y. (Une permutation de ce type, 
dont nous avons déjà parlé au $ 6, 
est appelée circulaire; par cette Fig. 153 
permutation le système de coordon- 
nées de sens direct reste de sens direct.) [Il vient donc de (40) que 

dTyz 04,  0AÀy dlyx  04x 04, 


ee — 


dS y Ôy dz ? dS;x 02 Ôx 




















(41) 


Considérons maintenant une aire infiniment petite (dS) orientée 
et arbitrairement disposée par rapport aux axes de coordonnées. 
Supposons pour la commodité des calculs que ce soit un triangle 
(fig. 153). Construisons sur ce triangle un tétraèdre de faces parallè- 
les aux plans de coordonnées, et repérons les sommets de ce tétraèdre 
avec les chiffres. On vérifie alors sans peine que 


ar — dli95 Ge dla LE 2 ER ï 4 dT'r31, 
25% 
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car, dans le second membre, les intégrales prises le long des tronçons 
41, 42 et 43 s’annulent réciproquement. Or, il est possible de calculer 
le second membre par les formules (40) et (41): 


ar (de) asus (de) su + (HE — Le 5 


Oz 
(42) 
où les indices numériques précisent les aires. 

On comprend mieux le résultat obtenu si l’on introduit un nou- 
veau vecteur appelé rotationnel (ou tourbillon, ou vecteur tourbillon) 
du champ À cet désigné par le symbole rot A. Ce vecteur a pour équa- 
tion 


man (ed) (ie de) ee ds 




















Si l’on remarque en outre qu’en vertu de la formule (X.18) 
AS ogai + AS a91j + AS 1o8k = dS234 + dSass + dSya = AS = n dS, 
alors, en divisant par dS, on arrive à simplifier la formule (42): 


_ — (rot A).n—rot,A ; (44) 
dans cette dernière expression l'indice 2 indique qu’on prend la projec- 
tion du rotationnel sur la normale n. La formule (44) définit la cir- 
culation le long d’un contour infiniment petit rapportée à l'unité 
d’aire délimitée par ce contour *). 

Ainsi, la projection du rotationnel du champ sur une direction n 
quelconque est égale au rapport de la circulation du champ suivant 
un contour infiniment petit perpendiculaire à n à l’aire déterminée 
par ce contour. Il en résulte en particulier que le rotationnel, dont 
la définition (43) est pourtant attachée à un certain système de coor- 
données, est en réalité lié au champ de façon invariante (il forme un 
nouveau champ vectoriel du moment qu’il prend en général une 
valeur déterminée en chaque point de l’espace) : il ne dépend pas du 
choix du système de coordonnées, parce qu'il en est ainsi du premier 
membre de (44) et qu’il suffit de connaître la projection du vecteur 
sur chacune des directions pour définir ce dernier de façon univoque. 
Par ailleurs, le rotationnel d’un vecteur vrai représente un pseudo- 
vecteur (voir $ 6): pour la même orientation de l'aire (dS), donc 
pour le même vecteur n, en recourant à l’autre règle de la vis, le sens 


*) ]l en découle que la direction du vecteur rot À dans l’espace coïncide 


avec la direction de la normale à une aire pour laquelle 1S est maximal. Cette 
définition est analogue à celle de la direction du gradient d’un scalaire @, qui 


d : : 
est la direction de la courbe ({) pour laquelle + atteint un maximum. 
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de parcours du contour s’inverse, si bien que la circulation change de 
signe. Notons à ce propos que le fait d'obtenir un nouveau champ 
vectoriel par la détermination du rotationnel (tourbillon) du champ 
vectoriel donné est caractéristique de l’espace tridimensionnel. Par 
contre, l’obtention du champ vectoriel en tant que gradient d’un 
champ scalaire s'effectue de la même façon quelle que soit la dimen- 
sion de l’espace. On a ici la même relation qu'entre le produit vecto- 
riel et le produit scalaire (voir la fin du $ 6). 

Prenons maintenant dans l’espace une surface orientée (S) limitée 
par (L), qui soit non pas infiniment petite mais de grandeur finie. 
On a vu plus haut que les circulations correspondant à des portions 
isolées de cette surface s’additionnent, si bien que la circulation totale 
est 


r= |ar. 
(8) 
On a donc, en vertu des formules (37) et (44), 


à À : dr — | (rot, A)dS — | rot A-dS, (45) 
(L) (S) (S) 
ce qui signilie que la circulation du champ le long d’un contour fermé 
est égale au flux (voir $ X.7) du rotationnel de ce champ à travers la 
surface limité par ledit contour. C’est la formule de Stokes, qui a une 
importance capitale. 
Il existe une autre formule intégrale fort utile, relative au rota- 
tionnel, qui transforme l'intégrale 


étendue à une surface fermée (S) (orientée de façon naturelle, c'est-à- 
dire le côté extérieur vers l’infini) en une intégrale étendue au volume 
(Q) limité par (S). Pour établir cette formule, remarquons que 


PES ES EE À (A x dS).i= ù (i x A)-dS : 
($) (S) 


en effet, par sa signification géométrique, le produit mixte ne change 
pas par la permutation « circulaire » des facteurs. Or, 


1  j k 
iXA=|1 0 0—=—4,j+4,k, 
Ax Ay Az 
c'est-à-dire que 


Ii= Ÿ (—4i+4,k)-48. 


(S) 
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Transiormant cette intégrale d'après la formule d'Ostrogradski 
($ X.7), on trouve 
Fi | div (— 4,j + 4,k) dQ = | ( 
(Q) (Q) 
Par analogie, il vient 


he { (+2) 


: 04, 0Ày 
0y + Ôz 








) de. 








02 Ôx 
(Q) 
0AÀ 
. y 0À% 
ie | = ôx +) 


(Q) 
d’où 


& AxXdS=I=Zi+I,j+1k— 
(S) 
= Fe 
| 0Ày 0AÀs 


+(—--2+ 7 x | dQ — — | rot À dQ, 
(S) 














Exercices 


1. À l’aide de la dernière formule, donner une définition invariante du 
rotationnel (i.e. indépendante du choix du système de coordonnées) qui soit 
analogue aux définitions (X.33) de la divergence et (X.57) du gradient. 

2. À l’aide de la formule de Stokes, démontrer le théorème de Cauchy 
relatif à l'intégrale d’une fonction analytique ($ V.8). 

Indication. Passer aux intégrales réelles et faire jouer les conditions 
de Cauchy-Riemann (V.17). 


[$ 8. Opérateur «nabla» ou hamiltonien 


Ecrivons les principales opérations différentielles qu'on peut 
effectuer sur un champ scalaire w et un champ vectoriel À — À,i + 
+ Ai + 4k: À ; 

ou , u . u 
gradu= it +R, 





.. à 04% 1 V4y , 64, 
div À — Ôx Sa ôy 03 " 


| _[ 64  04y\, 0A% ae); (+ 04% 
rot A = | Ôy  Ôz ji+( 2 Ôx 1+ ôx Ôy }K. 














Hamilton a remarqué que ces opérations s’écrivent d’une façon 
plus simple au moyen du symbole 


. 0 . 0 Ô 
Veil ti ras 
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appelé nabla. Considéré isolément, ce signe représente une opération 
(un « opérateur ») de nature double qui se comporte à la fois comme 
un vecteur et comme un opérateur de dérivation. (La notion d’opé- 
rateur est définie sous sa forme générale au $ VI.2.) 

La « multiplication » (c’est-à-dire opération) de l’hamiltonien 
par un scalaire (plus exactement, par un champ scalaire) u et par un 
vecteur À s'effectue d’après les règles naturelles suivantes : 

. 0 . 0 () 

Vu— (i Ge Ti TK 2z 





. Ou . OU ou 
ju=ie+ ji +k = grad u, 


. © . à () | . 
ER (+ tk) -(i4:+j4,+k4) . 
0À% y OA 














LE Z___ À; 
7 ôx Ôy + 0z — div À, 
i J Kk 
.na_| 4 à à | ./04, , 04 : 
V X A — a F1 eo ls ( dy + 3z }+ ete. = rot A. 
A; Ay À 


Le nabla comme opérateur différentiel n'agit que sur le facteur 
qui le suit immédiatement : 


(Vu)v=(gradu)v=vgradu, V (uv) —grad (uv). 


Donc, dans l'expression où il n’est suivi d’aucun facteur, le nabla 
est un opérateur; c’est ainsi que 


L : . Ô . 0 Ô 
AV = (ide + jAy + KA). (ie + j + k }= 


& 
) Ô 0 
A a TA y + 


représente un opérateur différentiel scalaire qui peut agir dans un 
champ scalaire ou vectoriel. Il est employé, en particulier, dans la 
formule définissant la vitesse de variation du champ le long de la 
trajectoire ($ IV.1) 


du ou ou ou ou ou 
————……— x ns a mme ° Se RE 
do be is dont on Ve (46) 


Si l’on se donne la peine de répéter la déduction de cette formule, on 
s'assure aussitôt qu'il existe une formule analogue définissant la 
vitesse de variation d’un champ vectoriel le long de la trajectoire 


dA OA 
ES Dur 


dont les termes conservent la même signification que dans (46). 
Cela donne la possibilité de mettre l'équation du monvement d’un 
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fluide (X.54) sous une autre forme : 
ôv 
p(v-V)v+p == —grad p+f, 


ce qui permet un passage aisé en coordonnées. 
En opérant avec l’hamiltonien, il convient d'observer les règles 
d’algèbre vectorielle et les règles de dérivation. Par exemple, 


rot (A + B)—=V X (A + B) = V X A + V x B — 
— rot À + rot B, 
div (AA) =V (AA) = À (VA) = À div À (À — const), (47) 


car la multiplication par un vecteur et la dérivation possèdent toutes 
les deux les propriétés de linéarité que l’on vient d'illustrer. D'autre 
part, on ne saurait dire de À de la formule (47) qu'il dépend d’un 
point de l’espace (c’est-à-dire qu’il représente un champ scalaire), 
car cela équivaudrait à faire sortir la variable du signe de dérivation. 
Pour tenir compte de ce cas, remarquons que dans la formule usuelle 
de la dérivée d’un produit 


(uv)" = u'v + uv’ (48) 


le premier terme s'obtient en supposant v constant et le second en 
supposant que ce soit w qui reste constant pendant la dérivation; 
aussi la dérivation (48) peut-elle s’écrire 


(uv) = (uv) + (uv) = uv + uv = uv + u'v, 


l'indice c repérant la variable constante (il va sans dire que l’indice 
c est omis, une fois la variable ne se trouve pas sous le signe de déri- 
vation). De cette façon, 


div (uA) = V(uA) = V ‘(uA) + V(uA.) — 
= u (VA) + (Vu)-A = u div À + grad u ‘A 


(cette formule a été déduite par un autre procédé au $ X.8). 

L'opérateur différentiel agissant sur un champ fait naître un 
champ nouveau, qui subit le même opérateur. Considérons par 
exemple l'opération « composée » rot grad w que l’on peut écrire 
V X (Vu). Pour un vecteur a « classique » et pour un scalaire u 
« classique », a toujours 


a X (au) = 0 (49) 


(pourquoi?). Donc, après avoir substitué à a du premier membre sa 
décomposition selon les axes cartésiens et fait les calculs d’après les 
règles formelles d’algèbre vectorielle, l’on aboutira à zéro. Or, le 


calcul de la combinaison V *< (Vu) se fait d’après les mêmes règles 
" ee : 0 Ô 
formelles que (49), à la seule différence qu’on prend _ » Gp # 
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lieu de a,, ay, a. Le résultat sera donc toujours nul, c’est-à-dire 


que l’on a toujours 
rot grad uw — 0. (50) 


Par analogie, on a toujours 
div rot À = 0 (51) 


(vérifiez-le !). Cette propriété élémentaire donne lieu à une consé- 
quence importante, à savoir dans un champ À quelconque, en plus 
des lignes vectorielles ($ X.7), on peut considérer les lignes de rota- 
tionnel, c’est-à-dire les lignes vectorielles du champ rot A. La formu- 
le (51) montre que les lignes de rotationnel ne peuvent avoir ni sources 
ni puits, c’est-à-dire qu'elles ne commencent ni ne finissent nulle 
part. 
Enfin, la combinaison 


; 92 02 “ 
nee VV 
(le laplacien A) a été étudiée au $ X.9. 


Exercices 


1. Déduire les formules de rot (A) et de div (A X B). 
2. Ecrire l'expression symbolique de y sous la forme d’une intégrale, 
utilisant les formules (X.33), (X.57) et la solution de l'exercice 1 du $ 7. 


$ 9. Champs potentiels 


Au $ X.5, on a étudié la question d’existence du potentiel (de 
l'énergie potentielle) d’un champ de forces. Nous allons maintenant 
discuter ce problème du point de vue plus général. On dit qu’un champ 
vectoriel À est potentiel s'il représente le gradient d’un certain champ 
scalaire ; en désignant ce champ par —, on écrit 


À = —grad ® (52) 


(ci. formule (X.9)). Le champ œ porte le nom de potentiel du champ A. 

Puisque le gradient d’un champ scalaire constant est nul, on 
définit le potentiel éventuel d’un champ A quelconque à un terme 
constant arbitraire près. Par un choix judicieux de ce dernier on peut 
annuler le potentiel en tout point voulu; le plus souvent, on admet 
que le potentiel devient nul à l'infini. La différence de potentiel 
en deux points ne dépend plus du caractère un peu arbitraire du choix 
du potentiel, car, dans une telle différence, les termes constants se 
détruisent mutuellement. 

Tout champ n'est pas forcément potentiel. C’est ainsi qu’il dé- 
coule immédiatement de (52) 


rot À = —rot grad @ — (53) 


394 PRODUIT VECTORIEL ET ROTATION [Ch. XI 





(voir la formule (50)), ce qui signifie qu’un champ potentiel doit 
être irrotationnel. Tenant compte de l’expression (43) du rotation- 
nel, on met la condition (53) sous la forme 

64;  0Ay 04x _ 047 04y  9A, 


—— 








Oy Oz ? 0z 0x ? x y 











(54) 


Les conditions (54) peuvent être établies d’une façon différente. 
En coordonnées, l'égalité (52) devient 


; ‘ 0® . op . Ô 
Ai + Ayj + AXk = —(Si+SE + SL), 


d'où l’on tire 











Ô Ô 0 
à 
Mais alors 
04 0 OAy ___ 02 
ôy Oz0y ? 0z — Ôy 0z ? 


et, en raison de l'égalité des dérivées partielles croisées ($ IV.1), on 
aboutit à la première relation (54). Les deux autres relations s'ob- 
tiennent tout pareillement. 

Réciproquement, considérons un champ défini partout dans l’es- 
pace et admettons qu'il est irrotationnel *). Dans ce champ, la 
circulation est obligatoirement nulle 


Î À. dr — 0, 
, (L) 

pour tout contour fermé (L). En effet, « fixons » sur le contour (Z) 
la surface (S). Appliquant la formule de Stokes (18), on a pour 
rot À — 0 

À A .dr — | rot A.dS —0. 

(L) (S) 
Autrement dit, pour un champ irrotationnel, la circulation sur un 
contour infiniment petit quelconque, et partant le long de n'importe 
quel contour fini, est égale à zéro. 

Nous avons montré au $ X.3 qu’un champ à circulation nulle 


dérive obligatoirement d’un potentiel défini par la formule (voir 
la formule (X.8)) 


p(M) = | A.dr, (55) 
MM 


où M, est un point fixe quelconque, tandis que le chemin d'’intégra- 
tion n’a pas d'importance, car, dans un champ à circulation nulle, 


*) Si le champ n'est pas défini partout dans l’espace mais dans un certain 
domaine de celui-ci, on voit surgir des difficultés, qui seront étudiées au $ 13. 
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l'intégrale curviligne ne dépend que des points initial et final du 
chemin d'intégration. Il est vrai qu'au $ X.3 on a parlé du champ 
de forces et interprété le potentiel comme le travail; une pareille 
représentation sensible n’a cependant aucune importance du point 
de vue mathématique, si bien qu’on peut envisager n'importe quel 
champ vectoriel et son potentiel. 

Ainsi, quand on considère un champ vectoriel dans l’espace tout 
entier, les conditions, selon lesquelles ce champ doit être 1° un champ 
potentiel, 2° un champ irrotationnel et 3° un champ à circulation 
nulle, sont parfaitement équivalentes, si bien que dès que l’une quel- 
conque d'elles est vérifiée, il en est automatiquement des deux autres. 
De par le choix arbitraire du point M,, il résulte une fois de plus de 
la formule (55) que le potentiel se détermine à un terme constant 
près. 

Si le champ vectoriel A est irrotationnel et ne contient en outre 
aucune source de lignes vectorielles (voir $ X.7), c’est-à-dire si 


rot À — 0 et div À = O0, 


il découle de la première propriété que À — —grad @, et de la 
seconde que 


div grad @ = — div À = 0, c’est-à-dire que V’® = (. 


Ainsi, le potentiel du champ doit, dans ce cas, vérifier l'équation 
de Laplace (que l’on a déjà étudiée au $ X.9) ; en d’autres termes, il 
doit représenter une fonction harmonique. 

Si le champ irrotationnel considéré dans l’espace tout entier ne 
contient aucune source ni à distance finie, ni à l'infini, le vecteur 
de ce champ est identiquement nul, ce qui signifie que le champ est 
en principe inexistant. Ce fait est analogue à la propriété des fonc- 
tions harmoniques, selon laquelle la fonction qui reste harmonique 
en tout point de l’espace et qui s’annule à l’infini est identiquement 
nulle. On peut démontrer un fait plus général (nous nous en abstien- 
drons), à savoir la fonction qui reste harmonique en tout point de 
l’espace et qui est bornée à l'infini est identiquement constante, 
c'est-à-dire qu'à un tel potentiel correspond aussi un champ nul. 
Ainsi, pour rendre la théorie plus riche, il faut ou bien admettre 
dans le champ l'existence de sources à l’infini, le potentiel devenant 
alors illimité à l'infini, ou bien admettre l’existence de sources à dis- 
tance finie, en considérant que le potentiel n’est pas harmonique 
en tout point de l’espace. Par exemple, au champ À — const corres- 
pond le potentiel q — —A:r (vérifiez!) illimité à l'infini, et au 
champ newtonien ($ X.3) un potentiel qui est harmonique partout 
sauf en un certain point *). 


*) En ce point Aç est infini, proportionnel à la fonction delta de sorte 
qu’on ne doit donc jamais le négliger bien qu'il soit « petit » devant le volume 
infini. 
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Revenons au champ de forces F:; la lettre À symbolisera le tra- 
vail de même qu’au $ X.8. Cette force peut être potentielle ou non. 
Pour s'assurer lequel de ces deux cas a lieu, on procède de deux ïa- 
cons : on vérifie ou bien que rot F 0, c’est-à-dire qu’au moins l’une 
des conditions 


OF; _ 6Fy 0Fx _ 0F, 0Fy _ 0% 


0y 0z ? 0z 0x ? 0€ y 




















(voir conditions (54)) n'est pas satisfaite, ou bien que la circulation 
du champ n’est pas nulle, c'est-à-dire que le travail fourni par la 
force F n’est pas nul ne serait-ce que sur un seul contour fermé. 
Prenons un exemple. Supposons que la force F se situe dans le 
plan x, y, c'est-à-dire qu’elle forme un champ plan, et qu'elle soit 
en tout point perpendiculaire à la droite reliant ce point à l’origine 





Fig. 154 Fig. 155 


des coordonnées (i.e. au rayon vecteur), son sens étant contraire aux 
aiguilles d’une montre. On admet en outre que F est proportionnelle 
à la distance r du point considéré à l’origine, de sorte que | F| = ar, 
où a est un coefficient de proportionnalité constant. (La figure 154 
représente une force de cette espèce pour plusieurs points du plan.) 
Un corps sollicité par cette force se déplace suivant une circonférence 
de rayon À (fig. 155). On peut admettre que le très court chemin du 
point M au point N (correspondant à une rotation d’angle dœ) est 
presque rectiligne ; il est égal à Rdç en tant que longueur de l’arc 
intercepté par l’angle au centre dy. La force étant dirigée le long 
du chemin, le travail fourni sur le tronçon MN est égal à 


dA = R dp:-|F| = R dp.aR — aR? de. 


8 10] ROTATIONNEL D'UN CHAMP DE VITESSES] 397 
SR — — 


Par conséquent, le travail effectué sur toute la circonférence par- 
courue par le point est 
21 27 
A= | aR2 dg=aR?. | dp=nR2.2a. 
0 0 


Le travail est proportionnel à l’aire du cercle et n’est pas du tout 
nul. (On démontre que le travail de la force en question pour le par- 
cours d’une courbe fermée est proportionnel à l’aire limitée parla 
trajectoire du mobile quelle qu’en soit la forme.) Il est clair qu’une 
force de ce type ne peut correspondre à aucun potentiel. 

La même conclusion s'obtient par le calcul formel du rotationnel. 
Puisque le champ de forces envisagé est le même que le champ de 
vitesses linéaires qu’on obtient par une rotation autour des z avec 
la vitesse angulaire a, il est possible d’utiliser la formule (5), ce qui 


donnera 


1 j k 
F—(ak)xr—|0 0 al=—ayi+ax)] (56) 
zx y 0 


(ce résultat est immédiat si l’on considère la figure 154). Il s'ensuit 
k 


ii 
rotF=vxF =) 2 2 xt ak = 2ak 0 
. = Ôx Ôy  0z ° 

— ay ax 0 


Puisque le rotationnel n’est pas nul, le champ en question n'est 
pas potentiel. 


Exercice 
Montrer que le champ 
À = 2xzi + y?j LE 2°k 
est potentiel; construire son potentiel. 


$ 10. Rotationnel d’un champ de vitesses 


La notion de rotationnel devient particulièrement claire si l’on 
envisage un champ de vitesses linéaires v caractérisant le déplacement 
des particules dans un milieu continu. Considérons quelques exem- 
ples. 

Admettons que le milieu soit animé d’un mouvement de transla- 
tion, à la manière d’un solide. Alors v — const, et puisque le rota- 
tionnel s'exprime au moyen d'opérations de dérivation, on a rot v —0. 
Dans le cas considéré la circulation de la vitesse est inexistante. 
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Admettons que le milieu tourne autour d’un axe avec la vitesse 
angulaire &o toujours à la manière d’un solide. Le rotationnel étant 
lié au champ de façon invariante, son calcul nous laisse complète- 
ment libres quant à la disposition des axes de coordonnées ; faisons 
donc confondre l’axe des z avec l’axe de rotation. En effectuant les 
calculs analogues à ceux de la fin du $ 9, on obtient 


V = —oyi + oti, 
rot v = 2ok — 20. 


Le rotationnel est donc constant en tout point de l’espace et égal à 
deux fois le vecteur vitesse angulaire. Pour cette raison la circula- 
tion du vecteur vitesse linéaire le long d’un petit contour est maxi- 
male lorsque le contour est perpendiculaire à l’axe de rotation (le 
rotationnel se projette alors de toute sa longueur sur la normale à 
la petite aire correspondante); par contre, la circulation est nulle 
dans le cas où le plan du contour est parallèle à l’axe de rotation. 

On peut montrer que n’importe quel mouvement d’un corps solide 
s'obtient à chaque instant par la superposition d’un mouvement de 
translation et d’un mouvement de rotation. En vertu de ce qui a 
été dit dans les deux alinéas précédents, le rotationnel de la vitesse 
linéaire d’un corps solide est le même à chaque instant en tous les 
points du corps et est deux fois supérieur au vecteur vitesse angulaire 
instantané. 

Passons au cas où, pendant le mouvement du milieu, les distances 
entre ses points changent. Considérons la compression « pure » d’un 
gaz chassé par un piston le long de l’axe des x vers le plan x == 0; 
le champ de vitesses se présente alors comme ceci: 


V = —Àxi, 


où À est un coefficient de proportionnalité. Calculons le rotationnel : 


i ji k 
9 Gale 
rot V — Dr F1 5z 0. 
— 1x 0 0 


Cauchy a montré que n'importe quel mouvement d’un faible 
volume d’un milieu continu et déformable (fluide ou solide) appa- 
raît à chaque instant comme la somme des mouvements de transla- 
tion et de rotation, ainsi que de compressions et de dilatations pures. 
(Notons que de faibles volumes d’un fluide incompressible peuvent 
eux aussi subir simultanément des compressions et des dilatations 
pures dans des directions différentes.) Puisque le rotationnel non 
nul a lieu seulement pour le mouvement rotatoire, on voit que, pour 
un mouvement quelconque du milieu, le rotationnel du champ de 
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vitesse linéaire v des particules est égal en tout point à deux fois le 
vecteur vitesse angulaire de la particule correspondante. Bien sûr, 
dans le cas général la valeur du rotationnel varie d’un point à l’autre. 
Ainsi, la non-nullité du rotationnel du champ de vitesses linéaires 
d'un écoulement fluide atteste l'existence d’un tourbillon, d’une 
rotation, d'où l’appellation rotationnel. 

Considérons ensuite le mouvement de glissement, représenté au 
moyen de flèches sur la figure 156. Un tel mouvement se produit 
quand un fluide visqueux s'écoule le long d’une paroi rigide. Dans 





Fig. 156 Fig. 157 


ce Cas v = ayi, avec a un coefficient de proportionnalité, d’où 
rot v — —ak (vérifiez !). L’écoulement est donc tourbillonnaire, 
chaque particule tournant avec la vitesse angulaire a/2 dans le sens des 
aiguilles d’une montre. 

Considérons enfin la « ligne de rotationnel » la plus élémentaire, 
c’est-à-dire le champ plan parallèle défini dans le plan x, y par 
l’égalité 

0 
v= (pk) x == (pk) x +. 


Ce champ (fig. 157) rappelle quelque peu le champ de la figure 154, 
à cette différence cependant que le module du vecteur du champ 
est inversement proportionnel à la distance de l’origine des coordon- 
nées. C’est l’axe des z qui sert d’axe de la ligne de rotationnel dans 
ce Cas. 

Pareillement à (96), cherchons à exprimer la vitesse au moyen de 
coordonnées : 


Py . Px ° 
appiTapu Ge 





V= — 
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d'où l’on tire par le calcul direct qu’en dehors de l’axe des z on a 
rot v — 0 (vérifiez!l). Ainsi, les particules fluides décrivent la ligne 
de rotationnel en se déformant mais sans tourner autour de leur pro- 
pre axe. D'autre part, puisque la circulation du vecteur v le long de 
n'importe quelle circonférence centrée sur l’origine des coordonnées 
est égale à 


il existe à l’origine une « source de circulation » dont la densité 
dans le plan x, y est égale à 


ar 


(où Ô est la fonction delta *), voir $ VI.3). Le rotationnel du champ 
plan parallèle étant perpendiculaire au plan du champ, on a ici 


rot v = 2npô (xi + yi) k — 2rp0 (x) Ô (y) k (58) 


(pour la dernière représentation, voir $& VT.3) 


Exercice 


Chercher, pour une particule de ligne de rotationnel, les directions qui 
restent invariantes par un déplacement infiniment petit. 
Indication.Se baser sur le fait que le vecteur dr ne doit pas tourner. 


$ 11. Champ magnétique et courant 
électrique 


Les notions de produit vectoriel et de rotationnel s’emploient 
largement dans l'étude des champs magnétiques. Afin de simplifier 
l’exposé, nous nous bornerons au cas des champs dans le vide. 

Un champ magnétique se caractérise pleinement en tout point 
de l’espace par un vecteur H dit « intensité du champ magnétique ». 
Ce vecteur est sensiblement analogue au vecteur intensité du champ 
électrique E ($$ X.5 et X.9), mais il s'exerce non pas sur des char- 
ces fixes, comme c’est le cas pour E, mais sur des aimants permanents 
ou, ce qui revient au même (et ce qu’on verra tout de suite), sur des 
charges mobiles. Le champ magnétique lui-même est créé par des 
aimants permanents ou des charges mobiles. 

Prenons d’abord le cas le plus simple. Supposons que le champ 
soit engendré par le courant J dans un conducteur de longueur indé- 
finie (pratiquement, d’une longueur très grande) qui coïncide avec 


*) Il s’agit ici d’une fonction delta bidimensionnelle: & (x) = 6 (x) à (y), 


pusique l'intégration s'effectue dans le plan, T — | rot A-dS. 
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l'axe des z. On voit s'établir alors un champ plan parallèle qu’il 
suffit donc de considérer dans le plan x, y. On sait par expérience 
que le vecteur H est alors tel qu’il est montré fig. 158: il se trouve 
dans le plan x, y, est perpendiculaire au rayon vecteur r et son sens 
est déterminé d’après la règle de la vis à droite. L’intensité du champ 
ast directement proportionnelle au courant et inversement propor- 
tionnelle à la distance du point au con- 


Z 


J : ne 
ducteur, 4 =a—, où a est un coefficient 


de proportionnalité; on peut choisir les 
unités de H et de J de telle façon que ce 
coefficient soit égal à 2/c (c étant la 
vitesse de la lumière), si bien que A — 
2J 

cr . 

Le champ H que nous sommes en 
train d'étudier est absolument identique 
à celui qu’on voit sur la figure 157; 
par conséquent, il se définit par la 
formule (57) où on doit cependant met- 





Fig. 158 


tre 27 à la place de p. D'où, en appliquant la formule (58), on tire 
rot H— 2x #7 6 (x) Ô (y)k. 


D'autre part, le produit JÔ (x) Ô (y) k représente la densité du cou- 
rant de la fig. 158. Nous désignerons la densité de courant par j 
(ne pas confondre avec le vecteur unité de l’axe des y!); on a donc 
dans l’exemple donné 


4 . 
rot H = j. (59) 


Cette formule définit j en fonction de H. On peut exprimer H en fonc- 
tion de j. Pour cela, introduisons le « potentiel vecteur » À du 
champ H, analogue au potentiel scalaire du champ électrique (voir 


$ À.0), 
A(r=< (HE) 40. (60) 


[r—ro| 


Dans notre exemple ce potentiel est égal à 


LA Jk dt Te GE 
0 ner lee 


— 00 — 00 


26—0317 
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Bien que cette dernière intégrale soit A il est possible de la 
dériver par rapport aux paramètres (cf. $ X.6);: on a notamment 


i y Kk 
%: G: 6 
rot À —| 6x ôy 2 |— 
0 oO + | 
C 


ART PCA PRE | 
Vol Varrpre-n  & J Varie 2) 


TL Qi ty (2 ac. (ui 


L'intégration s'opère sans difficulté par la substitution 6 —:— 
—V 224% tes. On obtient (vérifiez!) 


J 


2 : : 
rot À — a 4): 





On retrouve la formule (57) avec p=+., c'est-à-dire qu’on abou- 


tit de nouveau à H : 


H=rotA= rot | I go. (61) 
C [r—ro| 

Dans un système de conducteurs rectilignes de longueur indéfinie, 
leurs champs magnétiques H et les densités de courant s’addition- 
nent, c’est-à-dire que les formules (59) et (61) restent exactes. Nous 
admettrons qu’elles le sont toujours pour une répartition station- 
naire quelconque (pas obligatoirement rectiligne) des courants dans 
l’espace. (Cela est assez clair pour la formule (59), car elle établit la 
relation entre H et j en un même point; quant à la formule (61), 
elle peut être déduite de (59), ce que nous ne ferons pas ici.) Cette 
admission est légitime, puisque les conséquences qui en découlent 
concordent et sont confirmées par l'expérience. 

La formule (59) donne lieu à une conséquence importante. Pour 
l'obtenir, appliquons la formule de Stokes au calcul de la circula- 
tion du vecteur H le long d’un contour fermé quelconque (Z) déli- 
mitant une surface (6): 


& H-dr — | (rot H)n do — = | in do. (62) 
(L) (6) (6) 


L'intégrale qu’on voit dans le second membre a une signification 
physique élémentaire (cf. $ X.4): c'est la quantité d'électricité sor- 
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tant par (6) pendant l'unité de temps, c'est-à-dire le courant total J 
passant à travers (0). Ainsi, la circulation du vecteur H suivant un 
contour fermé quelconque est égale au courant total qui traverse la 
surface limitée par ce contour. 

Une autre conséquence importante prend corps quand on calcule 
la divergence des deux membres de la formule (59) : 


divj=-— div rot H —0 


(voir (51)). Dans le cas stationnaire, on peut établir cette « loi de 
conservation de l'électricité » indépendamment de la formule (59): 
elle dit que la quantité d'électricité entrant dans un volume quel- 
conque par unité de temps est égale à la quantité d'électricité qui 
en sort, c’est-à-dire que le flux total du vecteur j à travers une sur- 
face fermée quelconque est égal à zéro (on trouve des raisonnements 
analogues au $ X.8). 
Prenant la divergence des deux membres de l'égalité (61), on 
trouve 
div H = div rot A — 0. (63) 


Ainsi (voir $ X.7), à la différence du champ électrique, le champ 
magnétique est dépourvu de sources de lignes vectorielles, ce qui 
signifie que les lignes de forces magnétiques ne peuvent ni commencer 
ni se terminer. (Puisque, pour faire notre assertion, nous nous som- 
mes appuyés uniquement sur la formule (51), on dira que, dans le 
cas général aussi, le champ vectoriel ne peut être le rotationnel d’un 
« potentiel vecteur » que si la divergence de ce champ est nulle, 
c'est-à-dire si le champ ne possède pas de sources de lignes vectoriel- 
les ; on dit que ce champ est solénoidal.) 

Proposons-nous de calculer, à titre d’exemple, le champ magné- 
tique dû à une bobine cylindrique à nr spires par unité de longueur 
parcourue par le courant J. Nous négligerons l'épaisseur de l’en- 
roulement (nous verrons par la suite qu’elle n’a effectivement aucune 
importance) et nous admettrons, pour simplifier, qu'il n’est pas 
hélicoïdal mais annulaire. La formule (60) permet de voir que le 
potentiel vecteur A est parallèle ici au plan des spires et que, d’après 
le sens du problème, le champ créé est plan parallèle. Or, il découle 
alors immédiatement de la formule (61) et de la définition (43) du 
rotationnel que le champ H est en tout point parallèle à l’axe de la 
bobine et ne varie pas le long de cette dernière, c’est-à-dire qu'il 
est lui aussi plan parallèle. Appliquons maintenant la formule (62) 
au contour ABCD montré sur la figure 159. Puisque les intégrales 
suivant les segments BC et DA sont égales à zéro et que nulcourant 
ne traverse la surface limitée par ce contour, on a 


Hh— Hh=0 
26* 
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(k est la hauteur du rectangle), d'où H, — H,. Ainsi, le champ ma- 
gnétique à l’intérieur du solénoïde (bobine) est constant non seule- 
ment dans le sens de la hauteur mais aussi suivant la largeur. De 
même, le champ à l'extérieur de la bobine est aussi constant : or, du 
moment qu'il est nul à une distance infinie de la bobine, il est nul 
partout à son extérieur. Appliquant enfin la formule (62) au contour 


rectangulaire EKGF, on a Hh = Jnh, d’où l’intensité du champ 
magnétique à l’intérieur de la bobine 


OR 
c 


Nous voyons qu'elle ne dépend pas du rayon 
de la bobine mais seulement du nombre 
d’« ampères-tours » par unité de longueur. D'où 
l'indépendance déjà mentionnée du champ de 
l’épaisseur de l’enroulement. Nous laissons 
au lecteur le soin d'écrire l'expression du 








potentiel A — SL re (en A . er 
(r>œro), où r—=xi+yi, r = |r|, Ep — 
Fig. 159 k Xr0, r, étant le rayon de la bobine et r°—r/r. 


Le problème de construction d’un champ 

magnétique engendré par un système de cou- 

rants donné peut être abordé d’une façon différente. On admet pour 
cela que le champ magnétique en un point M est créé par chaque 
élément de courant dJ — jdQ conformément à la Loi de Biot et Savart 


4 ——— 


où M, est le point d'application de l’élément de courant. Pour trou- 
ver le vecteur total H au point M, on intègre sur tous les éléments de 
courant. L'expression ci-dessus de dH est parfaitement légitime, la 
preuve en est l’accord qui règne entre ses conséquences et les données 
expérimentales. Cette façon de voir est parfaitement équivalente à 
celle que l’on a adoptée plus haut : en effet, les formules (59) et (61) 
se déduisent de la loi de Biot et Savart, ct inversement. 


Exercice 


Etablir, dans le cadre de la loi de Biot et Savart, l'intensité d'un champ 
magnétique créé a) par un conducteur rectiligne de longueur infinie; b) sur 
l'axe d’un solénoïde par une spire de ce dernier. 
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$ 12. Champ électromagnétique et équations 
de Maxwell 


En réalité, dans le cas général, il existe dans un même domaine 
de l’espace et un champ électrique et un champ magnétique, qui for- 
ment ensemble un champ électromagnétique caractérisé en tout point 
de l’espace (au moins dans le vide, conformément à notre hypothèse) 
par deux vecteurs: un vecteur électrique E et un vecteur magnéti- 
que H. Les équations différentielles qui les relient portent le nom 
d'équations de Maxwell et sont d’une importance capitale en physique. 

À vrai dire, nous avons les équations correspondantes pour le 
champ électromagnétique stationnaire ; ce sont avant tout les équa- 
tions D» -» 

rot E — 0, div E = 4xp, 


dont la première découle du caractère 
potentiel du champ électrique station- 
naire ($$ X.5 et XI.9), et la seconde 
est l’équation (X.42). Puis, ce sont 


rot H=%;, div H—0 





(voir (59) et (63)). 
Dans le cas stationnaire, l’interac- Fig. 160 
tion des champs électrique et mag- 
nétique ne se manifeste pas. Il en sera autrement pour le cas non 
stationnaire où toute variation du champ électrique influe sur le 
champ magnétique, et vice versa, si bien que ces deux champs ne 
peuvent plus être considérés indépendamment l’un de l’autre. 
Pour étudier l'influence de première catégorie, il est très utile 
d'introduire le concept de « courants de déplacement ». Pour établir 
les formules correspondantes, considérons d’abord un condensateur 
(fig. 160) dont l’armature gauche est chargée avec la densité super- 
ficielle +, et l’armature droite, avec —v. Chacune de ces armatures 
engendre dans l’espace intercalé un champ électrique défini par les 
formules (X.29), si bien que le champ total est égal à 


E = Anvi. (64) 


Si v croît, les charges positives viennent de l'extérieur à l’armature 
d (Sv) 
dt 
de l’armature, tandis que sur l’armature droite s'accumulent avec la 
même vitesse les charges négatives. Si l’on imagine un instant que 
les points À et B sont reliés par un conducteur libre de charges, alors, 
en vertu de la loi de conservation de l'électricité, toute section en- 
tre À et B doit être traversée par un même courant J. En réalité, 





gauche et s’y accumulent avec la vitesse J — , où S est l’aire 
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il n’y a pas de transfert de charges d’une armature du condensateur 
à l’autre; on peut néanmoins faire respecter la loi de la constance 
des courants en introduisant ce qu’on appelle le courant de déplace- 
ment J qui « coule » de À à B. La densité de courant de déplacement, 
d’après la formule (64), est égale à 


Il se trouve que dans les formules liant le vecteur magnétique H 
au courant ji, on doit remplacer pareillement la variation du champ 
électrique par le courant de déplacement, dont la densité s’obtient 


à ; 1 | e : 
par la même jormule ja — +. Aussi le champ électrique non 
stationnaire a-t-il pour équation non pas (99) maïs 


AN + |, « an . 1 dE 
rot H= (4j) = +e Se. (65) 


De même dans la formule (61) définissant H, on doit mettre j + ja 
au lieu de j seul. Maintenant, en reprenant le raisonnement du $ 11, 
nous pouvons écrire 

div H — 0 (66) 


(voir (63)). 

Considérons un champ magnétique variable. Les expériences de 
Faraday ont montré que la variation du champ magnétique excite 
(induit) un champ électrique qui est rotationnel, à la différence du 
champ créé par des charges. Nous allons montrer que la loi d’induc- 
tion correspondante s’écrit 

0H 
En vertu du $ 9, le champ électrique en question ne dérive pas du 
potentiel, ce qui signifie qu’on ne peut parler de la différence de 
potentiel dans le champ, et le travail fourni par le champ dépend 
non seulement du début et de la fin du chemin mais de toute la trajec- 
toire. 

Pour établir la formule (67), introduisons par la pensée dans le 
champ un conducteur fermé (2) limitant la surface (0). Conformément 
aux résultats obtenus par Faraday, la variation du flux magnétique 


| H do fait naître dans le circuit (L) une f.é.m. proportionnelle à la 
{o) 

vitesse de cette variation. Or, la Î.6.m. en question est égale à la 
somme des Î.é.m. élémentaires dans les petites portions du contour, 
et ces petites f.é.m. sont de toute évidence égales à E-dr. Donc 


ù E.dr — —k+| H.do— —# Î do; 
(L) (6) (6) 


8 12] CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE ET ÉQUATIONS DE MAXWELL 407 


le signe moins résulte de la règle de Lenz selon laquelle la f.é.m. in- 
duite tend à empêcher la variation du flux ; k est le coefficient de 


. 7 r» ,. r « { »_e Q 
proportionnalité (on démontre qu'il est égal à —} ; la dérivation par 


rapport à é est mise sous le signe somme à titre de dérivation par 
rapport au paramètre ($ II1.6). Transformant le premier membre 
d’après la formule de Stokes, l’on obtient 


1 0H 
| rot E. do — —— | TZ do, 
(6) (6) 


d'où l’on tire justement (67) en raison du caractère arbitraire de (0). 

Le cas d’une force sans potentiel est réalisé dans un transforma- 
teur. Son anneau primaire branché sur le réseau crée un champ mag- 
nétique. Si le courant du primaire varie avec le temps, on voit appa- 
raître un champ magnétique variable qui produit un champ électrique 
du type montré sur la figure 154 (champ rotationnel). Donc, la force 
agissant sur un Corps chargé, par exemple sur un électron de l’anneau 
secondaire, ne correspond à aucun potentiel. 

Dans son mouvement sur une trajectoire circulaire un électron 
emmagasine de l'énergie. Cela ne contredit certes pas la loi de con- 
servation de l'énergie, car l'accélération de l’électron influe sur le 
primaire et exige du réseau un apport d'énergie complémentaire. Or, 
pour un électron isolé, la loi qui veut que la somme de ses énergies 
cinétique et potentielle soit constante n'est pas respectée, du mo- 
ment que la force appliquée à l’électron ne correspond à aucune 
énergie potentielle. Un tel principe d'accélération des électrons est 
employé avec succès dans l'appareil appelé bêtatron: le champ 
électrique y accélère les électrons, tandis que le champ magnétique 
sert à incurver leur trajectoire en assurant leur mouvement cir- 
culaire, 

Comme le champ électrique rotationnel n'apparaît qu'avec la 
variation du champ magnétique, il ne reste pas constant pendant un 
temps prolongé : une fois le maximum du champ magnétique atteint, 
la vitesse de sa variation tombe à zéro, et le champ électrique dispa- 
raît. 

Cette courte durée d'existence du champ électrique dans le bêta- 
tron fait que les particules lourdes (p.ex. les protons) n'arrivent pas 
à accumuler une énergie considérable. Par contre, les électrons, qui 
sont légers, emmagasinent une grande quantité d'énergie. Dans cer- 
tains bêtatrons l'énergie des électrons atteint des dizaines de millions 
d'électrons-volts, chiffre qui exigerait une différence de potentiel 
de plusieurs dizaines de millions de volts. Les électrons rapides émis 
lors des transformations radioactives ont été baptisés rayons bêta à 
l’aube de la théorie de la radioactivité, lorsqu'on ignorait la nature 
physique de ces rayons. Cela explique le nom de « bêtatron » qu’on 
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a donné à l’appareil dans lequel les électrons rapides s’obtiennent 
par l'accélération des électrons lents, sans aucune participation 
des processus radioactifs. 
L’équation 
div E = 4xp, (68) 


qui établit la relation entre le champ électrique et les charges (voir 
(X.42)), reste exacte aussi dans le cas non stationnaire. Les quatre 
équations mentionnées ((65)-(68)) constituent justement le système 
d'équations de Maxwell. On peut y ajouter l'équation de continuité 


P + divi=0 (69) 


déduite exactement de la même façon que l'équation analogue (X.41) 
en hydrodynamique, ainsi que telle ou telle relation qui lie j à E (loi 
d'Ohm généralisée qui s’écrit dans les cas élémentaires j — ÀE, où À 
est le coefficient de conduction) et qui tient compte, dans le cas 
général, de l’effet des forces extérieures. 


Exercice 
Déduire l'équation (69) à partir de (65) et de (68). 


$ 13. Potentiel dans un domaine multiplement connexe 


Soit un champ de force F. En considérant les deux conditions 
d'existence du potentiel, c’est-à-dire la condition rot F = 0 ($ 9) 
et la condition du nullité du travail sur un contour fermé ($ X.5), 
on voit que le cas où ces conditions ne sont pas vérifiées, c’est-à-dire 
quand les forces sont non potentielles, se réalise quand il s’agit non 
pas de la fonction d’une variable maïs de deux ou de trois variables. 
En effet, dans le cas d’une variable (mouvement suivant une droite) 
on ne peut regagner le point de départ qu’à condition de parcourir 
chaque tronçon de chemin deux fois, dans les sens aller et retour. 
Donc, si la force ne dépend pas du temps, ni de la vitesse du mouve- 
ment, mais uniquement de la position du corps, le travail de la force 
le long d’une droite est nul, à condition que l’on revienne au point 
de départ. 

Dans le cas d’un mouvement quelconque dans le plan ou l’espace, 
on peut retourner au point de départ par un chemin absolument 
différent. Le travail peut alors s’avérer non nul. C’est ce qui constitue 
la différence entre le mouvement suivant une droite, quand à toute 
force F (x) correspond une énergie potentielle U (x), et le mouvement 
dans le plan ou l’espace, lorsque l’énergie potentielle peut faire tota- 
lement défaut. 
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Considérons à présent le mouvement d’un corps dans le plan ou 
l’espace. Si l’on fait suivre au corps un chemin toujours le même, 
bien déterminé et non fermé, on se retrouve dans le cas du mouve- 
ment le long d’une droite. En effet, essayons de définir la position 
du corps sur la trajectoire par la longueur du chemin parcouru à 
partir d’un point de référence quelconque. Nous n’opérons alors, en 
réalité, qu’avec une seule variable, à savoir la longueur de la trajec- 
toire. Aussi, en considérant le secondaire non fermé d’un transforma- 
teur, peut-on parler de la différence de potentiel (ou, mieux, de la 
force électromotrice) à ses bornes. Cependant, si nous plaçons à l’inté- 
rieur du primaire un anneau fermé, aucune différence de potentiel 
ne se produit entre ses deux points À et B (fig. 161). Le travail fourni 
pour déplacer la charge de À à B sera différent selon que le mouve- 
ment s'effectue suivant la ligne ADB ou ACB. 

Supposons maintenant que le corps s’écarte de la ligne fixe. 
Alors, pour que le potentiel existe, il faut que le travail de la force 


D 





C 
Fig. 161 Fig. 162 


pour déplacer le corps suivant un contour fermé infiniment petit 
soit égal à zéro. En vertu du $ 7, cela équivaut à la condition rot F — 
— Ô (parce que ce travail est égal à la circulation du vecteur F le 
long du contour correspondant), ce qui signifie que le champ F doit 
être irrotationnel. 

Soit cependant rot F = 0 non pas dans l’espace tout entier, mais 
seulement dans un certain domaine (G). Dans ce cas le travail effectué 
sur un contour fermé fini (L) intérieur à (G) ne sera pas nécessaire- 
ment nul! Tout ce qu’on peut dire à ce propos, c’est que, pour une 
déformation infiniment . petite du contour fermé, le travail reste 
constant étant donné que la différence entre le travail effectué sur 
AB,CDA (üig. 162) et celui sur AB,CDA est égale au travail le long 
du contour AB,CB,A, qui est égal à zéro. Au moyen de pareilles dé- 
formations, on peut obtenir un contour intérieur à (G) et sensible- 
ment différent de (L), mais tel que le travail de la force F surces 
contours soit le même. 

On comprend maintenant que si l’on peut, par une déformation 
continue, « réduire » le contour (Z) en un point restant toujours à l’in- 
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térieur de (G), le travail de la force Le long de (L) sera égal à zéro. En 
effet, après une telle déformation le travail est de toute évidence nul 
(parce que le déplacèment est inexistant). Or, du moment que le 
travail reste invariant par rapport à la déformation, il a été nul tout 
aussi bien pour le contour initial. 

Le domaine (G) peut être simplement connexe : cela signifie qu’on 
peut, sans en sortir, réduire par une déformation continue tout con- 
tour fermé en un point sans toucher les frontières du domaine. C'est 
ainsi que l’intérieur d’un cylindre circulaire, l’intérieur ou l’exté- 
rieur d’une sphère sont des domaines simplement connexes; l’es- 
pace tout entier et le plan tout entier le sont aussi. Par contre, l’exté- 
rieur d’un cylindre circulaire infini, l’intérieur et l'extérieur d’un 
tore sont des domaines multiplement connexes. 

Si le domaine (G) est simplement connexe, il découle de ce qui 
précède que le travail de la force le long d’un contour fermé fini 

intérieur à (G) est nécessairement 

nul. Sans insister sur la nature 

physique concrète du champ, on 

peut formuler une conclusion mathé- 

matique générale (cf. $ 9) : le champ 

(1) irrotationnel dans un domaine sim- 

plement connexe est obligatoirement 

potentiel, donc à circulation nulle. 

Par contre, si le domaine n’est 

pas simplement connexe, la circula- 

tion du champ irrotationnel peut 

Fig. 163 être distincte de zéro (si le contour 

en question ne peut pas être réduit 

par déformation continue en un 

point à l’intérieur même du domaine), c’est-à-dire que le champ 

irrotationnel peut avoir une circulation. Tel est, en particulier, le 

<as du champ magnétique à l’intérieur d’une bobine toroïdale (c’est-à- 

dire formée par les spires dont les plans passent par l’axe de rota- 

tion) parcourue par le courant continu ; du champ de vitesse en écou- 

lement irrotationnel d’un fluide autour d’un canal fermé, etc. Notons 

que si le potentiel se construit d’après la formule (55), il ne sera pas 

univoque : en cas de parcours d’un contour fermé, le potentiel sera 

diminué de la valeur de la circulation du champ le long de ce contour. 

Parlant d’un champ potentiel, on sous-entend le potentiel univoque ; 

ainsi, le champ irrotationnel dans un domaine multiplement connexe 
n’est pas forcément potentiel. 

Il est extrêmement utile d'étudier le transformateur toroïdal à 
noyau de fer annulaire. Lorsque son enroulement est parcouru par 
un courant alternatif, il se crée dans la partie extérieure de l’espace 
un champ électrique irrotationnel, qui a pourtant la circulation 
non nulle suivant le contour (L) accroché au tore (fig. 163). 
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Exercice 


Montrer que le champ plan défini par la formule (57), extérieur à une cir- 
conférence (L) centrée sur l'origine de coordonnées, est irrotationnel. Que £e 
passera-t-il si l’on essaie de construire le potentiel de ce champ d’après la fcr- 
mule (55)? 

Réponses et solutions 








$S 1 
1. AB—=—Qi+tj+ék: AC—3j+5k:; ABXAC— 
i jk 
—| 21 4|——7i+10j —6k; 
03 5 
Saanc=lABX AC |= + VRAIES VIR5—6,8, 
2 —10 
2. Puisque (aXb):e=| 3 02|[—9>%0, on a le trièdre de sens direct. 
—1 —11 





3, (1Xi)Xj=0, iX(iXj)——)ÿ, c’est-à-dire que (iXi)XjiÆix(iXi). 

$ 2 | 

Si 1) b = 0, ou 2) best pique au point O, ou 3) best dirigé exactement 
vers O ou à partir de O, si bien que le support du vecteur b passe par O; on 
notera que le troisième cas englobe les deux premiers. 





$ 3 
dr : dr Se . : 
1. T= | a = | id substituant Fri de l’équation (15), on aboutit 
ar k  G2 \-1 
N AE _ mm M ut dre , 
à l’intégrale T —2 | V 5 (E+- x) dr; le calcul avec 
Tmin 
me Cp <0 do eT=m ——. Le demi grand de l’elli 
— TEE < <« nn = SES emi grand axe a de l’ellipse 
Re P P : . k 
est égal à 5 (+5) , OU, après quelques transformations, à GE - 





212 a°/2 
VxM 
Kepler pour le cas général. 

2. Par application de la formule (17), on obtient la période de variation 


Tmax — 
— k G2 \—1/2 V m 
——— AL —— te 1 À 
du rayon V2m | (e 5 +) dr=n q La différence 


Pour k=»xmM on a T— ; c’est l'expression de la troisième loi de 





Tmin 
s’explique par le fait que, pendant le mouvement du type considéré, la période 
de variation du rayon r(t) est deux fois inférieure à la durée de révolution 
de la particule. 


$ 4 


a) Passant en coordonnées polaires (œ, æ) (voir la fin du 8 IV.7), on obtient 


h 2%  R À ; 
Ude= | dz ae | para do = 2p = h= ee : 
0 0 


0 
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b) Désignons par À la densité linéaire de la tige, il vient alors 
L/2 
L 


3 2 
(Zz)t=2 | cd (5) FL 
0 


12 





2 


Ces deux expressions permettent, en particulier, d'analyser de façon plus précise 
les pirouettes de la danseuse. 


$ 5 
1. Dans le cas bidimensionnel, quand la base e; est obtenue en faisant 
tourner la base e; d’un angle p, on à &y1 = Goo = COS D, Gi = —Qoy — Sin p. 


Si le tenseur p;; est symétrique, on a 
Pia = R@21PR1= (P22— P14) Sin @ COS P+ pya (COS? p—sin? p) = 
4 LL 
= (P22— P11) Sin 29 + P12 COS 2 


Choisissant tg 2® — 2p,2/(P11 — Poe), il vient pis — 0, ce qui donne le résultat 
cherché. 

2. Ici n,, — k (petit) et les autres n;; = 0; aussi fie — Pos = Vie — 
— —Y,, = k/2, et les autres B;; — y;; — 0. Utilisant la solution du problème 1 


ci-dessus, on voit qu'il correspond au tenseur B;; une dilatation de 1+— 


fois le long de la droite x, = x, et une compression de 4 — à fois, le long de la 


droite x, — —zx,, et au tenseur y;;, en vertu de la solution du troisième exercice 


du $ IX.5, la rotation d’un angle &« — — 3 : La déformation tout entière peut 


être considérée soit comme plane (contenue dans le plan x,, r,), soit comme plane 
parallèle. 

$ 6 

1. Oui. 

2. La formule fondamentale est [e;, e,, el = e,. Effectuant des permu- 
tations circulaires, on en tire les trois autres. Quand on échange deux facteurs 
quelconques, le résultat se multiplie par —1. La formule du produit de trois 
vecteurs quelconques est analogue à (3), mais le déterminant est du quatrième 
ordre. (On montre que le produit vectoriel est perpendiculaire à tous les vecteurs 
multipliés, égal en module au volume du parallélépipède construit sur ces 
vecteurs et forme avec eux un tétraèdre « de même sens » que le tétraèdre e,, 
Co, € C4). 


$S 7 
A X dS b AxdS 
RO A OM) = 2 ii 0e 
4) ao oc A0 
2: & 1 (z) dz = & (u—+iv) (dx +i dy) = & (u dr —v dy) +i $ (v dx + u dy) 
(L) (2) (L) L 
Si l’on considère le champ A—ui—vj, l’intégrale (u dx —vdy) est égale 


(L) 
à la circulation de ce champ suivant (ZL) et, d’après la formule de Stokes. 


Ÿ (u dx —v dy) = | rot A-dS. 
(L) (S) 
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Mais A—A, (x, y)i+4, (x, y) j, c'est-à-dire qu'on a d’après la formule (43) 


0Ày 94, Ov du 
rot A= | RE je=(-2-5)x=0, 


en vertu de la seconde formule (V.17). Donc, la dernière intégrale est égale 








à zéro. On étudie de même l'intégrale & 6 ds Lu dy). 


(L) 
$ 8 
{. u rot A+ gradu X À ; B-rot À — A -rot B. 


2, V-(4Q)-1 ù do. 


(d0) 
$S 9 
i  j k 
Ô ô Ô 
rot À — An dy Da —0, 


2xz y2 zx? 


Appliquant la formule (55), choisissons M5—(0, 0, 0) et le chemin MM, 
constitué par les segments reliant les points (x, y, z) avec (0, y, z), (0, y, 2) 
avec (0, 0, z) et (0, 0, z) avec (0, 0, 0). On a alors 


0 0 0 
3 
pte, y, = | 24 | rat | ea 002. 
x y 2 


& 10 
Puisque, pendant la période dt, le vecteur dr deviendra drdv dt, la 
condition d’invariance de la direction de dr se présente comme dv{|dr. 


Puisque V= (pk) X +; on à dv—(pk) X (+ 2r-dr r), et de dv{idr on 


r2 r£ 
2r-dr 
FE 








déduit que —— r | dr, c’est-à-dire que (r2 dr—2(r-dr) r).dr—0. Aussi 





JN . 2 
r2(dr)2—2 (r.dr)2=0, cos (r, dr) = = + £ , c’est-à-dire que dr doit 
former avec r un angle de + 45°. 
$ 11 


a) Supposons que le courant J parcourt l’axe des z; il s’agit de calculer 
le vecteur H au point du plan xOy connu par son rayon vecteur r. Alors 


1 Jr dë 


TON ErT 77 RS 
00 x/2 
" Jr dt EL J coss ds _ 2J 
H— | Lo EX | Pre Word) = (Cr) 
— 00 —7/2 


{en posant ê — rtgs). On revient à la loi déjà étudiée. 

b) Supposons que le courant J parcourt une circonférence de rayon R con- 
tenue dans le plan x Oy et ayant son centre à l’origine des coordonnées; il s’agit 
de calculer l'intensité en (0, 0, z). Alors, en mettant la circonférence sous forme 
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paramétrique x — À cos @, y = R sin ®, on obtient 


4 
(à EAN En Sue Ne 
| ne CU 


2n 


J 
= | a ((—2 sin qi R cos pj) dp (2k — A2 cos qi —R sin pj))— 
, cG°+2R°) 


27 


2 
| (z cos qi+z sin pi+ ?k) dp— Et -k 
Ô 


D Dodo NUE 
TES Fe ce (224 R2 
On en déduit sans peine, entre autres, la formule du champ magnétique créé 
par un solénoïde infini. 


$ 12 
On doit prendre la divergence des deux membres de l'égalité (65). 


$ 13 

L'égalité rot v = 0 se vérifie d’après la formule (45). Puisque le premier 
membre de (57) est éga à grad (p arctg (y/x)), on a d’après la formule (55). 
p (x, y) = —p arctg (y/x) + const. Ce « potentiel» cst multivoque; quand 
on parcourt la circonférence (L), il reçoit un accroissement —27p, CC qui signi- 
fie que le champ irrotationnel initial n’est pas potentiel. 


CHAPITRE XII 


CALCUL DES VARIATIONS 


Dans les éléments d’analyse mathématique (cf. p. ex. MS, $ I.6), 
on étudie le problème de recherche des extréma de la fonction d’une 
variable ; au $ IV.6 nous nous sommes appliqués à chercher les ex- 
tréma de la fonction de plusieurs variables, ce qui représente un pro- 
blème à un nombre fini de degrés de liberté. Le calcul des variations 
se propose d'établir les méthodes générales de recherche des extréma 
dans le cas où le nombre de degrés de liberté-est infini. Dans ce cha- 
pitre nous nous adresserons à la théorie des fonctions de plusieurs 
variables (principalement $$ IV.1 et 6). 


$ 1. Exemple de passage d’un nombre fini 
à un nombre infini de degrés de liberté 


Considérons une chaîne tendue entre deux points immobiles et 
formée d'éléments matériels liés successivement l’un à l’autre au 
moyen de ressorts identiques. Supposons que ces éléments subissent 
de faibles efforts transversaux ten- 
dant à faire dévier la chaîne de 
l’état d'équilibre non contraint 
(fig. 164); pour plus de simplicité, 
admettons que les déplacements 
des éléments sont perpendiculaires 
à la ligne de l’état non contraint, 
donc à l’axe des x. Cherchons l’état 
d'équilibre contraint, qui se carac- 
térise par les écarts y,, yo, ... 

+ Yn-1 deS éléments de l’axe des x. 

A cet effet déterminons l’éner- 
gie potentielle U de la chaîne pour 
un écart quelconque (sans qu’il y ait obligatoirement équilibre) en 
comptant U à partir de l’état non contraint encore que tendu de la 
chaîne. Cette énergie se compose de deux parties: 


Ù = Usjast + Uext, (1) 
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dont la première représente le travail fourni pour surmonter la résis- 
tance des ressorts, et la seconde celui pour surmonter les efforts exté- 
rieurs. La première est proportionnelle à l'allongement AZ de la 
chaîne 


U'siast = PAI, (2) 


où P est la force de tension de la chaîne; nous admettrons que cette 
force ne change pas pendant les écarts. L’allongement du ressort 
reliant deux éléments MW; et M4, est égal (voir fig. 164) à 


a A y;)2 
Au= VE uk (7/14 0 1) = 
__p. 1 Qu _ Gini=vi) . 


= ? 


2 h2 oh 





nous avons appliqué ici la formule approchée Vita 147 a, 


, (Ayi)? 
qui reste exacte pour | «| petits, donc, dans notre cas, pour a 
faibles. En vertu de la formule (2) 

u1—yi2  P 
Uast = P D ist Ha = D (Yi — vi). 
î î 
On trouve encore plus facilement 
Uest= 2 Yi (— Fi) = — 2 Fay. 
Ainsi, en vertu de (1), on a 
P 
U=- » (ii) — D Fiyi. (3) 
i î 


L'énergie potentielle dans l’état d'équilibre doit avoir une valeur 
« stationnaire »; cela signifie que des variations infiniment petites 
des coordonnées entraînent des variations d'ordre infinitésimal supé- 
rieur de l’énergie potentielle; en d’autres termes, les dérivées de 
l'énergie potentielle par rapport aux coordonnées doivent être égales 
à zéro pour l’état d'équilibre. En effet, il est facile de vérifier que la 
dérivée __ est égale à la force totale appliquée au i-ième élément et 
de signe opposé : ainsi, la non-nullité de la dérivée signifierait que 
la force n’est pas compensée, ce qui ne peut avoir lieu s’il y a équili- 
bre. Si l’équilibre est stable, il faut que l’énergie potentielle admette 
un minimum, afin que tout écart à la position d'équilibre fasse naître 
une force compensatrice tendant à ramener le système dans l’état 
d'équilibre, c’est-à-dire pour qu'un tel déplacement soit l'effet 
d’un travail positif. 
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Puisque dans le second membre de (3) la coordonnée y; apparaît 
dans les trois termes 


P 
sn [Qi via) + Qu — vi) —Fiyi, 
il vient que 


oU P 
où (yi— yis) — 2 (yiu—yi)] — Fi = 


P 
DETTE (yixa — 2yi + Yi) — Fi, 
et l’on doit avoir, par raison de stationnarité, 


P ; 
— (vin —2yi + vis) + Fi=0 (i=—1,2,..., n—1). (4) 


On obtient un système de n — {1 équations algébriques du premier 
degré à n — À coordonnées inconnuëés Y4, Ya, + . ., Yn_-1. Notons que 
pour à — À l'équation (4) renferme y, que l’on doit identifier à zéro 
(c'est le point fixe), et que pour i = n — 1 elle renferme 7,, qui 
doit aussi être nul. En résolvant le système (4), on obtient l’état 
d'équilibre cherché. 

Prenons un exemple. Supposons toutes les forces F; — F égales et 
mettons les équations (4) sous la forme 


kF 
Ya — Y1 = ——p- + Yi 
hF 
Y3 — 2Y2 + Yi= Tps: 
RF 
Ya — 23 +Yy= Top? 


+ ee ee ee + ee + ee = + ee 


En additionnant la première et la deuxième égalité, puis la première, 
la deuxième et la troisième, et ainsi de suite, on obtient (vérifiez |) 


hF 
Y—Y= ——5 + y, 
hF 
Y3—Ya= —2 + 1 


RkF 
Ya—Ys= —9 + y 


Après avoir transféré y, du premier au second membre de la première 
égalité, effectué l'addition analogue et appliqué l'égalité 1 + 2 +... 
27—0317 
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_ #41) 
+8 = +09 


(facile à vérifier), on trouve 


hF 
Y= —— + y; 


Y3 — TE 1, 
Us — IT Lam, 
de façon générale, | 
yi= — EN I Lg. (5) 
Puisque y, doit être nul, on a 
de LE O0, d'où = ne 


Portant cette valeur dans (5), on trouve définitivement 
D (i—t)i RF ,, (n—{)hF _i(n—ihF 
DÉSERT D op op 
(i—1,2,...,n—1); (6) 


la formule reste exacte et pour i — 0 et pour i — n. 

Le système que l’on vient de considérer se définit par les écarts 
de ses nr — 1 éléments, c’est-à-dire qu’il a n — 1 degrés de liberté. 
Si l’on fait croître n, la longueur / de la chaîne restant la même, on fait 
augmenter indéfiniment en même temps le nombre de degrés de 
liberté, et on obtient à la limite une corde continue qui est un systè- 
me à une infinité de degrés de liberté (car, pour une corde, on peut 
donner arbitrairement les écarts d’un nombre quelconque de ses 
points). Aïnsi, en partant d’un système ponctuel discret d'éléments, 
on obtient à la limite un milieu continu dont la masse est répartie 
de façon uniforme. 

Voyons ce que deviennent à la limite l'expression de l’énergie 
potentielle et la condition d’ équilibre statique. Admettons que la 
force extérieure appliquée transversalement est répartie le long de 
la corde avec une densité f (x), de manière qu’un petit élément de 
longueur À de la corde subisse la force f (x) k. Mettons l'expression 
(3) de l'énergie potentielle sous la forme 


cu (tn) pu 


Quand n est grand, c’est-à-dire quand À est faible, on peut rem- 


ET par y; ; le potentiel devient alors 


2 EE y jy |, k= 2 EE y—fy |, Az 


placer 
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car À — Ax. Puisque c’est une somme intégrale, elle devient à la 
limite (pour À —- 0) 


l 
U— LE @Y—r(2) y] de. (7) 


C'est justement l'expression de l’énergie potentielle pour le cas 
de la corde continue. Ainsi, le problème de recherche de la forme 
d'équilibre contraint d’une corde tendue s’énonce, en termes mathé- 
matiques, de la façon suivante : on demande de trouver une fonction 
y (x) (décrivant la forme de la corde) telle qu’elle vérifie les condi- 


tions aux limites 
y (0) =0, y(i) —0 (8) 


et fasse prendre à l'intégrale (7) la plus petite valeur possible. Puis- 
que le choix d’une telle fonction se fait avec une infinité de degrés 
de liberté, on conçoit que le problème proposé ne relève pas de la 
théorie des fonctions de plusieurs variables mais bien du calcul des 
variations. 

Voyons maintenant ce que devient, à la limite, la condition (4) 
de l'équilibre statique, qui aura désormais la forme 


1+ — 2 L 1— 
P Hits à f, 0. (9) 


Rappelons-nous ($ I1.2) que la relation 


Yi+1 —2Yi + yi-1 
h2 , 


que l’on désigne sous le terme de différence divisée deuxième est pro- 
che, pour À petits, de la valeur de la dérivée seconde y”. Ainsi, on 
obtient de (9) à la limite, pour k —- 0, l’équation 


Py"+f(x)=0, c'est-à-dire y”— + f (4) (10) 


il nous faut trouver la solution y (x) de cette équation vérifiant les 
conditions (8), ce qui a été fait au $ VIII.8. 

Le problème variationnel de recherche du minimum de l° intégrale 
pour les conditions (8) s’est donc ramené à la résolution de |? équa- 
tion différentielle (10) pour les mêmes conditions. Soulignons qu’en 
établissant (10) on n’a pas, à vrai dire, utilisé le fait que l’on recherche 
précisément le minimum de l'intégrale (7) puisqu’en déduisant les 
conditions (4), on ne s’est servi que de la condition de stationnarité 
de l'expression (3). Dans cet ordre d'idées, l’équation (10) constitue 
la condition d'équilibre statique pour le problème considéré. D'autre 
part, on s'assure sans difficulté que, dans notre exemple, l'équilibre 
est stable : aussi la valeur de l’énergie potentielle (7) pour la solu- 
tion trouvée n'est-elle plus simplement stationnaire mais également 


27% 
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minimale. En effet, on comprend aisément, à partir des considéra- 
tions physiques, qu'il existe bien une position de la corde 
correspondant au minimum de l'énergie potentielle. Or, on a vu 
au $ VIILS8 que l'équation (10) n’admet, dans les conditions (8), 
qu'une seule solution ; c’est donc cette solution qui confère à l’inté- 
grale (7) une valeur minimale. 

Prenons un exemple. Soit f (x) = fs — const. L'’équation (10) 
s'intègre facilement : 


fo r? 


y=—hz+c, y= —- 5 + Cat + Co 


Avec les conditions (8), on à 


Î l 
C2=0, Ci, 
d'où l’on tire en définitive 
fo x? , fo À . _ fox (i—7x) 
BD 9 À po cvgpe à 


(Tirer cette expression de la solution (6) pour le cas discret, en posant 
F = f;h, n =, i=+.) 

On doit mentionner enfin un cas plus général, quand les éléments 
M; (et, à la limite, les points de la corde) sont en outre sollicités 
par une force élastique, qui tend à les ramener dans l’état d'équilibre 
non contraint et qui se caractérise par un coefficient d’élasticité 
(une garniture souple). Dans ce cas, pour surmonter l'effet de souples- 
se de la garniture, on effectue le travail 


Y; 


>] 
i 0 


t 


Ky? 
(Ky) dy — > T5 
l 
et l’expression (3) de l'énergie potentielle devient 
P : K 
U=-— D! (Yi —yi) + D. D yi— >» Fiyi. 
î î i 
De la condition de stationnarité, c’est-à-dire d'équilibre statique, on 
tire 
P 
+ Gin — 2yi + vis) —Kyi + Fi =0 
tb: 


Quand on passe à une corde continue, on introduit naturellement la 
notion de « densité linéaire du coefficient d'élasticité » k, de façon 
que la force d’élasticité rapportée à la longueur k de la corde soit 
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khy. Alors, au lieu de (7) et de (10), il vient 
l 


“io [++ ui (a) y ]de, (11) 


Py'—ky+f (x) =0. (12) 


On voit que, dans ce cas aussi, la résolution d’un problème varia- 
tionnel s’est réduite à celle d’un problème aux limites pour une 
équation différentielle. 


Exercice 


Chercher la solution du système (4) pour les conditions (8) dans le cas 
général. Etablir la solution pour la corde continue avec n — co. 


$ 2. Fonctionnelle 


Nous passons à un problème variationnel qui, proposé à la fin du 
XVII® siècle et résolu simultanément et indépendamment par Leib- 
niz, l'Hôpital et Newton, a témoi- 
gné de la puissance de l’analyse 
mathématique qui était à l’époque 
à ses débuts. 

Supposons qu’un point maté- 
riel M sollicité par la pesanteur 
roule sans frottement sur la courbe 
inclinée (Z) du point À au point B 
(fig. 165), la vitesse initiale étant 
nulle. Comment doit-on choisir 
cette courbe pour que la descente 
s'effectue en un temps aussi bref 
que possible ? Pour énoncer ce pro- 
blème de façon analytique, désignons l'équation inconnue définis- 
sant la courbe par y = y (x); la fonction y (x) doit alors, en pre- 
mier lieu, satisfaire aux conditions 


y (&) = Yas y (db) = y, (13) 


où ya et y, sont les ordonnées des points donnés À et B. On détermine 
facilement la vitesse de M en tout instant en partant de la loi de 
conservation de l’énergie : 





Fig. 165 


mu? 


5 = ME (Ya — y), d'où 0 = V 28 (Ya —y) . 





La composante horizontale de la vitesse est égale à 
dx dx ds dx dx 


. OR Pos = A 
dt ds & Vas V V/ar2 Fay? =V 28 Ga ° 
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En explicitant de là dt et en effectuant l’intégration, nous obtenons 
le temps total de la descente : 
b 
72 
ge UE NT, (14) 


V28 (a — y) 


Il s’agit donc de choisir, parmi toutes les fonctions vérifiant les 
conditions (13), celle qui est susceptible de conférer à l'intégrale (14) 
la plus petite valeur possible. 

Ce problème, ainsi que ceux qu’on a étudiés au $ 1 pour le cas 
de la corde continue, sont typiques pour le calcul des variations. 
Ils se caractérisent par deux particularités. Avant tout, ce sont des 
problèmes d’extrémum (de maximum ou de minimum), c’est-à-dire 
que leur solution consiste à rechercher la valeur extrémale d’un para- 
mètre numérique (U dans les problèmes du $ 1, 7 dans le problème 
de la plus grande pente). On a déjà rencontré des problèmes liés à 
l’extrémum et, pour les fonctions d’une variable, on cherchait comme 
solution un seul nombre (valeur de la variable indépendante) et, pour 
les fonctions de plusieurs variables, un ensemble de nombres. A la 
différence de ces cas, on cherche à déterminer dans ce chapitre une 
fonction y (x) telle que toutes ses valeurs expriment le paramètre 
numérique indiqué (d’après les formules (7) ou (11) du $ 1 et (14) 
dans le dernier problème). 

Il existe bon nombre d’autres problèmes d’extrémum, dans les- 
quels on cherche une fonction (géométriquement parlant, une ligne 
ou une surface) ou bien plusieurs fonctions. L'ensemble de ces pro- 
blèmes constitue l’objet du calcul des variations. 

Les problèmes variationnels peuvent s’interpréter d’une façon 
différente. Quand on choisit la valeur d’une variable indépendante, 
on n’a qu'un seul degré de liberté. Cherchant n valeurs de telles va- 
riables (comme dans le chapitre IV), on en a n. Enfin, si l’on fait 
varier arbitrairement la relation fonctionnelle, le nombre de degrés 
de liberté devient infini : en effet, il est possible de se fixer des valeurs 
d’une fonction pour des valeurs de la variable indépendante en nom- 
bre arbitraire. Donc, les problèmes du calcul des variations sont 
ceux d’extrémum pour le cas où le choix de l’objet cherché se fait 
à une infinité de degrés de liberté. 

En résumé, les problèmes du calcul des variations se construisent 
d’après le schéma suivant. Soit un paramètre scalaire Z (c’est U du 
$ 14 et 7 du dernier problème résolu) qui s'exprime d’après une for- 
mule déterminée ((7), (11) ou (14)) par une fonction inconnue y(x) 
(nous nous bornerons, pour le moment, aux fonctions d’une seule 
variable) qu'il s’agit de choisir. Cette fonction est plus ou moins 
arbitraire mais doit satisfaire à certaines conditions, par exemple 
aux conditions (8) ($ 1) et aux conditions (13) dans le problème de 
ce parägraphe, de même qu’à la condition de continuité. 


a 
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Une loi, qui fait correspondre à toute fonction d’une classe déter- 
minée une valeur déterminée d’un paramètre scalaire, porte le nom 
de fonctionnelle. Ainsi, le problème fondamental du calcul des varia- 
tions se réduit à rechercher l’extrémum d’une fonctionnelle donnée. 

Le concept de fonctionnelle sera plus clair si l’on se rappelle ce 
qu'est une fonction. Prenons, à titre d'exemple, la formule y = x°. 
En vertu de cette formule, à toute valeur de x correspond une valeur 


déterminée de y: p. ex. pour x — 2 on a y = 4, pour x = —< on à 


1 : cn 
=, etc. On est donc en présence d’une loi qui fait correspondre 


aux nombres x les nombres y. La formule y — 2° définit une autre 
loi de la dépendance, i.e. une autre fonction, la formule y = sin x 
une troisième, et ainsi de suite. 

Un exemple très élémentaire d’une fonctionnelle est l'intégrale 
définie. Considérons la formule 


1 
I= px  (y=y()). (45) 
0 


Si l’on substitue à y (x) diverses fonctions concrètes, 1 prendra diffé- 
rentes valeurs numériques. Par exemple, posant y — x°, on a 





1 
_x5 |f 1 
1= | (x) di= , = —0,2; 
| is 
pour y = 2°, on à [= —0,143; pour y — sin x, on obtient 1— 
= - 0,273, etc. EM la formule (15) définit la loi qui 


fait correspondre à toute fonction y (x) une certaine valeur de ]: 
on dit que la formule (15) définit une fonctionnelle. La formule 


1 
= | xy" dx (y=y(x); y =dyldx) (16) 
0 
en définit une autre, la formule 
8 
I= |ÿdz  (y=y(@) 
21 
une troisième (prêter l'attention aux bornes d'intégration), etc 
Ainsi, si l’on établit une correspondance entre nombres, on 
parle d’une fonction, et si l’on fait correspondre aux fonctions les 


nombres, on donne par le même une fonctionnelle. Rappelons d’ail- 
leurs ($ VI.2) que s’il y a correspondance entre fonctions, on parle 
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d'un opérateur. 

La fonctionnelle (16) est linéaire ; cela signifie que si les fonctions 
y (x) s’additionnent, il en est de même des valeurs de la fonction- 
nelle 7 


4 1 1 
| eGai+ud'de = (ayide+ | ay de 
0 0 0 


La fonctionnelle (15) est non linéaire (quadratique). 

Pour étudier une fonctionnelle, il importe. parfois de déterminer 
la variation de sa valeur à la suite d’une faible variation de la fonc- 
tion dont elle dépend. Considérons à cet effet la fonctionnelle (15). 
Supposons qu’on ait d’abord substitué dans le second membre une 
fonction y (x) et ensuite une nouvelle fonction y (x) + ôy (x), où 
Ôy (x) — appelé variation de y — est une fonction arbitraire à valeurs 
petites. (Cela peut être y — x? et ensuite y — x? + axÿ, où « est 
constant et petit.) La valeur de la fonctionnelle variera peu elle 
aussi et deviendra 


1 1 1 1 
fiy+éurdr= | ÿdz+2 |ysyaz+ | (Gyyax. 
0 0 0 0 


Ainsi, l'accroissement de cette valeur est 
1 1 
AI = 2 | y ôy dr + | (8)? dx. (17) 
0 ‘0 


Si l’on fixe momentanément la fonction y (x) et si l’on modifie 
sa variation, on voit que le premier terme du second membre de 
(17) est linéaire en Ôy et le deuxième quadratique (dans le cas géné- 
ral, on y voit également figurer des termes de degrés plus élevés). 
Puisque les valeurs de Ôy sont petites, c’est le terme linéaire qui 
est prépondérant et le terme quadratique est d'ordre infinitésimal 
supérieur. Ce terme linéaire dans l’accroissement de la fonctionnelle 
porte le nom de variation de la fonctionnelle et se désigne par 61, si 
bien qu’on a dans l’exemple (15) 


1 
51 = 2 | y Ôy dx. (18) 
Q 


On peut dire donc, à des termes d'ordre infinitésimal supérieur 


près, que 
AT & ôT. (19) 


Dans les cas où les termes du second ordre infinitésimal et d’ordres 
supérieurs sont négligeables, on dit simplement que la variation de 
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la fonctionnelle est son accroissement infiniment petit qui résulte 
d’une variation infiniment petite de la fonction dont dépend la fonc- 
tionnelle. (Ce qui n'empêche pas que pour des ôy suffisamment élevés 
on ait certainement AZ =£ ôT!) Se rappelant les éléments de calcul 
différentiel, on établit sans peine une analogie complète entre la 
notion de différentielle d’une fonction et celle de variation d’une 
fonctionnelle. 


Exercices 


1 
1. Trouver la variation des fonctionnelles 1 = (a: y2 (0) +- 
0 


1 
+ | (zy + y'?) dx. 
0 


1 
2. Etant donné la fonctionnelle 7 =| y? dr, poser y—2r, Ôy—ar? et 
Û 


comparer ÔI avec AÔ pour œ—1; —0,1; 0,01. 


$ 3. Condition nécessaire pour l’extrémum 


Admettons que la fonction y (x) donne un extrémum de la fonc- 
tionnelle 7, i.e. que pour cette fonction la valeur de la fonctionnelle 
est supérieure (s’il y a maximum) ou inférieure (s’il y a minimum) 
aux valeurs que prend cette fonctionnelle pour toute fonction suffi- 
samment proche de y (x). (Cette dernière réserve tient à ce qu'une 
fonctionnelle peut en général admettre plus d’un extrémum, à l’instar 
d’une fonction qui peut présenter plusieurs points d’extrémum.) 
Alors AJ sera négatif dans le cas de maximum et positif dans le cas 
de minimum pour toutes les fonctions mentionnées, c’est-à-dire 
que dans les deux cas cette grandeur ne change pas de signe. Or, il 
s'ensuit que 


SI = O. (20) 


En effet, il découle de la formule (19) que si ÔZ = 0, alors AT et ÔT 
sont de même signe; par raison de la relation linéaire entre ÔZ et 
Ôy, le changement de signe de ôy entraîne le même changement de 
ÔT (voir par exemple la formule (18)), ce qui contredit le résultat 
ci-dessus. 

Ainsi, la condition (20) constitue la condition nécessaire d’extré- 
mum ; elle est d’ailleurs parfaitement analogue à la condition néces- 
saire pour l’extrémum d’une fonction donnée par le calcul différen- 
tiel. Si la fonction y (x) donne bien un extrémum en comparaison 
avec toutes les fonctions voisines, la quantité Ôy dans le premier 
membre de (20) peut être quelconque (on n’exige même pas sa petites- 
se, car, en vertu de la linéarité de ÔZ, si ÔT — 0 pour Ôy petits, ik 
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en sera de même pour ôy quelconques). Par contre, si l’extrémum n’est 
donné qu’en comparaison avec les fonctions d’une certaine classe 
(voir par exemple les conditions (8) et (13)), ôy doit être tel que 
y + Ôy appartienne à cette classe. 

(20) constitue la condition de stationnarité de la fonctionnelle 
TI en cas de changement du type de la fonction y (x) dont celle-ci 
dépend. Pour nombre de problèmes on s’intéressera à toutes les 
valeurs stationnaires, et non pas seulement extrémales, d’une fonc- 
tionnelle. Aïnsi, on a vu sur l’exemple des problèmes du $ 1 que si 
l’on prend pour fonctionnelle l’énergie potentielle d’un milieu con- 
tinu, à chaque valeur stationnaire correspond une position d’équili- 
bre statique et aux valeurs minimales les états d'équilibre stables. 

Montrons comment joue la condition (20) et recourons à cet effet 
à un problème élémentaire consistant à rechercher l’extrémum de la 
fonctionnelle du type 


b 
= | Fa, y)z, (21) 
a 
dans laquelle on prend pour y n’importe quelle fonction de x. Pour 
obtenir 67, portons dans cette expression y + ôy au lieu de y et déve- 
loppons le résultat par la formule de Taylor: 


b b b 
I+AI= | F(x, y+êy) dr= | F(x, y) dz+ | Fi(x, y) ôy dr + 


b 


+ [rs Qu dr+. 


a 





La variation de la fonctionnelle, c’est-à-dire la partie linéaire de 
l’accroissement, est égale à 
b 


s1= | F(x, y) ôydz. 


D'où, en raison du choix arbitraire de ôy (x), il vient 

Fy (x, y) = 0. (22) 
Posons, en effet, Ôy — af, (x, y (x)) avec & petit; la dernière inté- 
grale devient alors 


b 
œ | (F,) dx. 


Or, elle doit être égale à zéro, d’où notre assertion. (Si une fonction 
continue ne prend pas de valeur négative et que l'intégrale de cette 
fonction soit nulle, la fonction est identiquement nulle.) 
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On débouche sur la condition (22) en empruntant une voie diffé- 
rente. Si tant est que l'intégrale (21) doive passer par une valeur 
extrémale, disons par un minimum, il faut que la fonction à intégrer 
soit le plus petite possible. En d’autres termes, si nous faisons la 
somme de termes indépendants et si nous voulons que la somme soit 
minimale, il faut que chaque terme soit le plus petit possible. On 
choisit donc pour chaque x une valeur de y telle que la fonction F 
soit minimale, ce qui donne immédiatement (22). Nous constatons 
que ce cas n'offre rien de foncièrement nouveau en comparaison avec 
les problèmes étudiés dans un cours élémentaire de calcul différen- 
tiel. 

En particulier, on rencontre la fonctionnelle du type (21) en 
admettant, dans les considérations du $ 1, que les points de la corde 
ne sont pas élastiquement reliés entre eux mais subissent uniquement 
un effort extérieur et la force d’élasticité de la garniture. Il est clair 
que la position de chaque point sera alors indépendante de celles des 
autres, si bien qu’on retrouve en fait le cas statique. Dans cet exem- 
ple, la fonctionnelle a la forme 


l 
k 
U= [ru] 
0 
(donc (11) pour P —0); la condition d'équilibre (22) donne 
ky — f (x) —0, c'est-à-dire y=+— f (x); 


le même résultat s'obtient de (12) quand P — 0. Il y a intérêt à noter 
que la solution obtenue est généralement discontinue, tant à cause 
des discontinuités éventuelles de la fonction f (x) (comme par exem- 
ple dans le cas où la force extérieure n’est appliquée qu’à un tronçon 
de la corde) qu’en raison des conditions aux limites (8). C’est tout 
naturel pour une corde dont les points ne sont pas liés les uns aux 
autres; et pourrait-on en général parler d’une « corde » dans un 
pareil cas? 
Exercice 


ACIER les fonctions y(x) rendant minimales les fonctionnelles 
2 


a) | ({—zx) (y— 2x)? dx; bb) | (1—x) (y— 2x)? dx. 
0 0 


$ 4. Equation d’Euler 


Revenons au problème sur l'équilibre d’une corde élastique sou- 
mise à une force extérieure ($ 1). On a vu que ce problème se réduit 
à la recherche de l’extrémum (ou simplement d’une valeur station- 
naire) de la fonctionnelle dans la classe des fonctions vérifiant les 
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conditions aux limites (8). Essayons de trouver la solution à l’aide 
de la condition (20); à cet effet, calculons d’abord ÔU. Supposons 
qu’on donne à y un accroissement Ôy ; y” reçoit alors un accroissement 
égal à Ô (y’). Or, il est facile de vérifier que Ô (y) — (ôy)’': en effet, 
Si y = Ÿ (x) — y (x), alors à (y”) = Y”'(x) — y'(x) = [Y(x)—-y(a)l = 
— (Ôôy)". D'où 


l 
re [+ tu" +87} — 7 (œ) (y + 8y) | dr — 


( 


—[ [5 wY-rov]e- 


0 


l 
= [ [Py" Sy" ++ (Ou) — (2) 8y ] da: 
Faisant tomber le terme du oi ordre de petitesse, on écrit 
l 
ÔÙ — | [Py" Ôy" — f (x) Ôy] dx. 
Sous la condition PER (20), on a 
P | y Ôy” | f (x) Ôy dx —0, (23) 
0 0 


cette égalité ayant lieu pour toute variation Ôy vérifiant les condi- 


tions 
Ô y(0) = 0, Oy(l) = 0, (24) 


qui sont nécessaires pour que y + Ôy satisfasse aux mêmes condi- 
tions (8) que y. 

(23) offre du nouveau: elle contient 6y’ à côté de Ôy, mais ces 
deux quantités ne peuvent être considérées comme indépendantes. 
Pour cette raison, intégrons par parties le premier membre en faisant 
intervenir les égalités (24) : 

l l l 
0 = Py' Ôy Sd \ y"Oy dx — | f(x) Ôy dx = — | [Py" + f (x)] Ôy dx. 
0 0 


0 


Faisant maintenant jouer le caractère arbitraire du choix de ôy et, 
reprenant les raisonnements du $ 3,onentire 
Py" + f(x) = 0, 
soit l’équation (10). 
Ainsi, l’apparition de y’ dans l’expression de la fonctionnelle 
lie les valeurs voisines de y (cf. l’exemple avec les ressorts étudié 
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au $ 1). Dans ce cas, on ne doit pas choisir chaque y indépendamment 
des valeurs voisines comme c’était le cas pour la fonctionnelle (21), 
et l’on n'obtient pas une équation finie (comme au $ 3) mais une 
équation différentielle. 
Etablissons maintenant l'équation différentielle analogue pour 
une fonctionnelle d’un type plus général : 
” 
I= Fe y vd  (y=u() y'=dydr), (25) 


a 


F étant une fonction donnée et a, b, les bornes d’intégration imposées. 
Soit à rechercher l’extrémum de cette fonctionnelle dans les condi- 
tions aux limites imposées 


y (@) = Yas y (d) = y. (26) 


Raisonnant comme dans l’exemple précédent et appliquant la 
formule générale (IV.2), dans laquelle x, dx, y, dy sont remplacés 
respectivement par y, Ôy, y”, Ôy’, on obtient la variation de la fonc- 
tionnelle (25) 

b 


ôT = | [F,(x, y, y')ôy + Fr (x, y, y”) Ôy'] dx. 


a 


(On procède de même avec les fonctionnelles d’une forme différente.) 
Si maintenant une fonction y (x) vérifiant les conditions (26) rend 
extrémale la fonctionnelle (25) en comparaison avec toutes les fonc- 
tions voisines vérifiant les mêmes conditions, on doit avoir, confor- 
mément au critère (20), 


b 
jt (x, y, y')ôy+ Fi (x, y, y')ôy']dx —0. (27) 


a 


Cette égalité doit s'avérer exacte pour toute variation Ôy vérifiant 


les relations 
Ôy (a) — 0, Ôy (b) = 0 (28) 


qui s'imposent si l’on veut que y + ôy vérifie les mêmes conditions 
(26) que y. 

L’équation (27) sera-t-elle vérifiée en posant F}, — 0, F;, — 0? 
Dans ce cas on se trouve en présence de deux équations pour une 
seule fonction y(x) inconnue (n'oubliez pas que F (x, y, y’) est 
donnée). Généralement, deux équations relatives à une même fonc- 
tion inconnue n'ont pas de solution commune. Néanmoins, notre 
problème admet bien une solution pour la simple raison que ôy 
et Ôy’ ne sont pas indépendants. On peut trouver une valeur de 
y (x) ou, mieux, une équation pour y (x) telle que, quels que soient 
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Ôy et Ôy” qui lui correspondent, un terme ((F, Ôy dx ) soit totalement 


compensé par l’autre ( | Fy Ôy' dx) , bien qu'ils ne soient pas séparé- 


ment nuls. On procède comme suit. 
Intégrant par parties le second terme de la somme (27) et appli- 
quant les relations (28), on obtient 


b b 


b 
o= F'ôy dx F; 8y |) ôy de = | [Fi | ôy dx. 


a 


D'où il découle, en raison du choix arbitraire de ôy, que le dernier 
crochet est identiquement nul. En effet, prenant ôy égal à ce crochet 
et ne le faisant décroître rapidement jusqu’à devenir nul qu’au 
voisinage des points a et b (ce qui est nécessaire pour que les rela- 


b 
Q Q ef. 7 9 e e La La 2 
tions (28) soient vérifiées), on a l’approximation | [Fi—S rs) dx 


a 
de la dernière intégrale. Or, celle-ci doit être égale à 0, d’où notre 
assertion. 
On est donc conduit à l'équation d'Euler 


’ / d ,’ / 
Fe y, ÿ)— Eu (æ, y, y) =0. (29) 


r_e d Q r_r C4 
Lorsqu'on y dérive > y est considérée comme fonction de x; on 


met l'équation d’Euler sous une forme plus détaillée, d’après la 
règle de dérivation d’une fonction composée : 


Fc, y, y) — Fey (a, y, y) — Foy (à, y, 9) — Foy (@, y, y) y" =0. 
(30) 


Les dérivées partielles de F (x, y, y’) sont prises ici sans tenir 
compte de la dépendance de y et y’ par rapport à x. C’est une équa- 
tion différentielle du second ordre et sa solution générale contient 
donc deux constantes arbitraires définies par les conditions aux 
limites (26). L'équation d’Euler généralise les équations d'équilibre 
statique (10) et (12) discutées au $ 1. 

Citons une autre façon de déduire l’équation d’Euler (29) sans 
qu'on utilise le procédé formel d'intégration par parties. À cet effet, 
partageons l'intervalle a < x < b par les points 4, = a < 1, < 
TL3 L...<zx, — b en des intervalles partiels égaux de faible 
longueur À et écrivons approximativement les intégrales de chaque 
terme du premier membre de (27) sous forme de sommes intégrales, 
en sommant la première fois par rapport aux points de division 
«entiers » et la deuxième par rapport aux points « semi-entiers » 
($ II.1 et 2). Ensuite, substituant à la dérivée la différence divisée, 
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l’on obtient, à la place de (27), la condition 


; ; Ô — Ô 
D (Fa Our + Di (Fonte TE = 0, (31) 


k R 


Il peut sembler de prime abord que le coefficient affectant y, dans 
la deuxième somme dépasse considérablement le coefficient corres- 
a dans la première somme, vu que, pour À petit, on a 
h|(Fr)nt19 Vh S | (Frl. I ne faut cependant pas oublier que 
Uk dé la deuxième somme figure dans deux termes voisins (avec 
(Fyntre et (Pyrla-1+12) ; aussi le coefficient commun de Ôy, dans 
le premier membre de (31) est-il 


ete (Fier) À Eh [ En]. 62 


On a donc éliminé h, ce qui fait que les deux termes du second mem- 
bre de (32) sont du même ordre. 

En raison de l’arbitraire de Ôy,, il résulte de la condition (31) 
que ce coefficient doit être nul ; on retrouve donc (29). 

Considérons, à titre d'exemple, le problème de la plus grande 
pente examiné au $ 2. Dans ce cas (voir (14)) on posera 


Ve (33) 
V 28 (Ya —Y) 


Puisque x ne figure pas directement dans le second membre, le deu- 
xième terme du premier membre de (30) est absent ; aussi, après la 
multiplication des deux membres de l’équation (30) par y’, peut-on 
la mettre sous la forme (F — F;;y")" = 0. D'où l’on obtient par 
intégration : 


F—Fy = Ci, (34) 
ce qui donne pour l’exemple concret (33): 


_ _ y'=C; 
Vs Gay) VI+y? V28 a) 
c'est-à-dire que 


{ 
—_———————— 
V1+ 72 V/2e (a —y) 


Pour pouvoir intégrer.cette équation, introduisons un paramètre 
artificiel £é d’après la formule 


Ya—y=r(l—cost) où r = 1/1gCi. 
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Alors, moyennant quelques transformations, on a 


Â EE PV 
CV =y/ 108": 
= 1 V 28 (Ya —Y) V4 


2 
/ 1 + cos t sin? 
At , PR a 
1+y T— cost ? Ÿ 1— cost (1—cos t)2 ? 





dy sin £ 1— cos t 


z= Hr(i—siné) +Co. 


Cette expression et l’expression précédente de y définissent paramé- 
triquement la cycloïde (voir p. ex. MS, $ IV.8), courbe décrite par 
un point de la circonférence de rayon r qui roule sans glisser sur une 
droite horizontale passant par À et 
tourne sa concavité vers le haut. 
Ainsi, la descente est la plus ra- 
pide lorsqu'elle s'effectue suivant 
une cycloïde dont le point de re- 
broussement coïncide avec 4; le 
rayon 7 doit être tel que la pre- 
mière arche de la cycloïde passe par 
le point attirant. La figure 166 re- 
présente plusieurs arches, dont la 
Fig. 166 quatrième passe justement par ce 
point et, chose remarquable, se 
situe en partie plus bas que B, ce qui n’était pourtant pas évident a 
priori. Ce fait est trivial si l’on regarde la réponse: pour parcourir 
un grand chemin suivant l’horizontale, il y a intérêt à descendre, à 
gagner de la vitesse, puis à remonter jusqu’au point de destination. 
Le point B doit se situer plus bas que le point À, sinon, la 
solution est de toute évidence impossible. 

Revenons à la fonctionnelle générale (25) avec les conditions aux 
limites (26). Supposons qu'après avoir établi ces conditions, l’on 
obtienne une solution y (x) du problème d’extrémum. Supposons en- 
suite que lesdites conditions puissent varier. La valeur extrémale 
de la fonctionnelle 7 sera alors fonction de ces conditions: 


T =] (a, b, Ya) Yo) (35) 


Notons qu’on ne porte dans 7 que des fonctions quilarendent extré- 
male pour les conditions aux limites imposées ; s’il en était autrement, 
Î dépendrait non seulement des conditions aux limites mais aussi 
d’une fonction y (x) arbitraire. 

On demande parfois d’étudiér de plus près la relation fonctionnel- 
le (35) entre la valeur de 7 et les conditions aux limites y (a) = y, 
y (b) — y, en cas de variation de ces dernières. Puisque la fonc- 
tion (35) dépend déjà d’un nombre fini de variables indépendantes, 
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on résout ce problème dans le cadre de l’analyse classique par calcul 
des dérivées. Calculons à titre d'exemple la dérivée 2 . Si l’on fixe 


a, b, ye et si l’on fait varier y,, la solution y (x) du problème d’ex- 
trémum changera, en recevant un accroissement y (x); l’on aura, 
à des infiniment petits d'ordre supérieur près, 
b b 
LA / ? , L d ’ 
AI = | (Fyôy + Fyôy') dx = Fi y [+ | Dr (Fi) | Ou de. 
Or, puisque y (x) était solution d’un problème d’extrémum, elle 
vérifie l’équation d'Euler, ce qui fait que la dernière intégrale 
s’annule. En outre, Ôy (b) = 0 (car y, ne varie pas), et l’on obtient 


1, OT / 
AT= —(F})a0y (a), ÎYa — — (Fa. 
Les autres dérivées de la fonction (35) se calculent de façon analogue. 


Exercices 
1 


1. Chercher la solution des problèmes suivantes : a) ]—min | (y? + y'2) dr, 


0 
1 


y(0)=0, y(1}=1; b) 1=min | yy?r, y(0)=p>0, y(1)=qg> 0. 
0 


2. Dans le dernier problème, calculer 2 directement ; par la formule dé- 


Op 
duite dans le texte. 


3. Utilisant les méthodes de calcul des variations, écrire l'équation d’une 
droite en sa qualité du plus court chemin de deux points. 


$°9. Problème d'existence des solutions 


La condition d’extrémum (20) est nécessaire. Quant aux condi- 
tions suffisantes, elles sont assez compliquées, mais la plupart des 
problèmes pratiques n’en ont pas besoin. Ainsi, dans le problème 
du $ 4 nous n’avons pas vérifié que l’arche de cycloïde construite 
permettait bien la descente la plus rapide. On conçoit cependant par 
des considérations physiques que le problème de minimum admet 
bièn une solution pour y > y, qu’il s’agit justement de trouver. 
L'application de la condition nécessaire (équation d’Euler) n’ayant 
fourni qu'une seule solution, on la prend pour la solution cherchée. 
Si nous n'avions pas pénétré au préalable le sens du problème, nous 
aurions pu tout aussi bien nous proposer de rechercher la ligne de la 
moins grande pente et aboutir à la même équation d’Euler et à la 
même solution. Cette réponse serait cependant erronée, puisque, 
comme on vient de le voir, la solution construite (qui est unique) 


28—-0317 


434 CALCUL DES VARIATIONS [Ch. XIE 


donne justement le temps de descente minimal. En ce qui concerne le 
problème analogue relatif au maximum, il n’a pas de solution et il 
est facile de construire des lignes assurant la durée de descente aussi 
grande que l’on veut. Ainsi, il se peut que le problème d’extrémum 
n’admette aucune solution: cela ressort dans certains cas d’une 
façon plus ou moins évidente de l’énoncé du problème (voir le 
problème de maximum ci-dessus) et dans d’autres des résultats de 
calcul. Montrons-le à l’aide d’un exemple. 

On demande de déterminer la surface d’aire minimale formée par 
une pellicule tendue sur deux anneaux de diamètres égaux perpendi- 
culaires à la ligne des centres. Cela peut être une pellicule de savon 
(voir fig. 167 ; le trait gras symbo- 
lise la section de la pellicule sui- 
vant l’axe). En raison de la symétrie 
la surface cherchée sera évidemment 
une surface de révolution, dont l’ai- 
re (voir, p.ex. MS, $ III.7) est 


yVT+y? dx; 
(36) 


il s’agit donc de trouver la fonction 
y (x) qui rend minimale l'intégrale 
(36) dans les conditions aux limites 


y(—a) =7r, y(a) =r. (37) 
Ici non plus, x ne figure pas direc- 


tement sous le signe d'intégration, 
si bien qu’on peut employer l’intégrale intermédiaire (34). Il vient 


s—2n | ydl=2n 


| 
D 








T0 27yy ? tt 3 À y Ci 
27 { 2" —— y —=C;,, c'est-à-dire qu =. 
yV1+y V1+y"?2 d ire 2 
# e. 1 Le 
Désignant le second membre par — et opérant des transforma- 


tions, l’on obtient 


= et (SN, Le EVE T, 





1+y'2 k2 ? dx dx 
Un a = 
Vert + dx, | Vi — +(xz+C). (38) 


La dernière intégrale pour 4=1 est In(y+VWy?—1) (voir MS, 
n° 31). Cherchons la dérivée de la fonction In (ky + V (ky)?—1) ; 
elle est égale à k/V k2y2—1 (vérifier qu'il en est ainsil). Alors, 


à partir de (38), on obtient _ In (ky+V ky2—1)= + (x+C), 
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d’où, moyennant quelques transformations bien simples que nous 
eh GO) 4 —h (4-0) 


proposons de faire au lecteur, il vient y— . 
(le signe + n'a pas d'importance). 
Pour que la courbe soit symétrique par rappozt à x—0, il faut 


que C —0; on a donc en définitive 


Cette équation définit la chaînette, courbe que prend un fil (une 
chaîne dans la position initiale du problème) lourd attaché à ses deux 





Fig. 168 Fig. 169 


extrémités (voir exercice 2 du $ 8). Ainsi, la surface cherchée de Îa 
pellicule de savon est engendrée par la rotation de la chaînette. 

Pour que les conditions aux limites (37) soient vérifiées, il faut 
que 


ka —ka ak — ak 
e” +e sn “6 he 
TD r, SOIt Den rk, (39) 


formule qui nous aidera à trouver la valeur inconnue du paramètre #. 
Essayons de résoudre le problème sous forme graphique et traçons 
pour a et r donnés les courbes de variation des deux membres de (39) 
(fig. 168), puis déterminons leur point d’intersection. On voit avec 
étonnement que contre toute attente la solution n’est pas unique: 
ou bien il y en a deux (pour a relativement petits, c'est-à-dire en cas 
de rapprochement des anneaux), ou bien il n'y en a pas (quand les 
anneaux s'écartent l’un de l’autre). Quelle sera donc en réalité la 
forme de la pellicule ? 

Soit d’abord a relativement faible: on a alors deux solutions 
représentées en trait gras sur la figure 169 (les anneaux étant en 


28* 
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pointillé). Si l'on imagine d’autres formes (traits fins de la figure) 
les aires des surfaces de révolution correspondantes auront les valeurs 
représentées graphiquement sur la figure 170. Nous voyons que, des 
deux solutions, la supérieure correspond à l'aire minimale et l’infé- 
rieure à l’aire maximale. Aussi la solution supérieure assure-t-elle 
à la pellicule la forme d’équilibre stable et la solution inférieure la 
forme instable. 

Maintenant faisons croître a (pour r donné), c’est-à-dire écartons 
les anneaux. Les points d’extrémum « et $ se rapprochent, et, pour a 
suffisamment grands, le graphique des aires sera tel qu'on le voit 
sur la fig. 171. Dans ce cas la pellicule se contracte vers la ligne des 


S 





Fig. 170 Fig. 171 


centres, se divise et prend l’aspect de deux rondelles distinctes ten- 
dues chacune sur son propre anneau. (La pellicule prendra d’ailleurs 
la même forme avec a faible si elle commence à se déformer à cause 
de la jonction trop mince.) Donc, il n’y aura pas dans ce cas de surface 
unique. La justesse des courbes des figures 170 et 171 se confirme 
par le fait que pour y = Don a S = 2nr°, et pour y = r S = Anra, 
si bien que, pour a petits, la dernière valeur est inférieure à S|,_,, 
et pour a grands, elle lui est supérieure. Quand a est grand, on peut 
admettre que la surface représentée par deux rondelles séparées est 
la solution généralisée du problème donné. Cette solution revêt le 
caractère d'un minimum «aigu», « à l'extrémité », et ne vérifie 
pas l'équation d’Euler (ci. $ 9). 

Les calculs effectués nous conduisent donc à certains résultats, 
peu évidents a priori. 

On détermine aisément la valeur critique de = telle que l’équili- 
bre soit possible pour des valeurs inférieures et impossible pour des 
valeurs plus élevées. Cela correspond aux points de contact des deux 


courbes de la fig. 168, c’est-à-dire lorsque les dérivées des deux fonc- 
tions par rapport à k sont égales à 
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Associant cette égalité à (39) et notant = — À (c'est précisément la 
valeur critique), on obtient 


eh 4 1 on 1. 
nn PNR. en. 


x VIF | VIE, VIEN _,-VIRE 1 
TA a è 2 À 

Ainsi, on tire À de la dernière équation. Un calcul numérique appro- 

ché donne À — 0,7. 

Chose curieuse, si la solution supérieure de la figure 169 donne 
le minimum absolu de l’aire de la surface de révolution, la solution 
supérieure ne fournit le maximum que pour la famille des surfaces 
représentées. Si l’on sort du cadre de cette famille, il se trouvera que 
la solution inférieure est bien stationnaire (elle vérifie l'équation 
d’Euler), mais non maximale : elle aura le caractère d’un minimax 
(cf. $ IV.6). Prenons sur la solution inférieure deux points quel- 
conques suffisamment voisins et considérons-les comme conditions 
aux limites : l’arc limité par ces points est stable, c’est-à-dire qu’il 
donne la solution du problème de minimum. Donc, toute variation 
de la solution inférieure dans un intervalle suffisamment court 
fera augmenter l'aire. Le problème pour le maximum de la surface 
de révolution n’a pas de solution. (On s’en rend compte d’ailleurs 
du fait qu'il est possible de « cloquer » toute surface donnée.) 

Le fait qu’une faible portion de la solution stationnaire soit 
non seulement stationnaire mais aussi extrémale s’avère d’une grande 
utilité dans bon nombre de problèmes. 


Exercice 
a 
On demande de déterminer le minimum de la fonctionnelle I — | (y'? — 
Û 
— y?) dx (a >> 0) pour les conditions aux limites y (0) — y (a) — 0. Ces con- 


ditions sont notamment vérifiées par les fonctions y — Cx (a — x) et y — 


HE | | 
= C'sin 7 Quelle conclusion peut-on en tirer sur l’existence de la solution? 


$ 6. Variantes du problème fondamental 


Il existe beaucoup de problèmes variationnels d’autres types, 
qui sont étudiés dans les cours de calcul des variations. Certains de 
ces problèmes se traitent de la même façon que le problème d’extrémum 
de la fonctionnelle (25) pour les conditions (26) considéré au $ 4. Par 
exemple, on voit sous le signe d'intégration des dérivées d’un ordre 
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supérieur à 1 de la fonction inconnue ; dans ce cas l’ordre de l’équa- 
tion d’Euler est supérieur à 2 (plus exactement, cet ordre sera deux 
fois supérieur à l’ordre le plus élevé des dérivées faisant partie de la 
fonctionnelle). Parfois, le signe d'intégration réunit plusieurs fonc- 
tions inconnues; pour les rechercher, on établit un système d’équa- 
tions différentielles d’'Euler en nombre égal à celui de fonctions 
inconnues, puisque les variations de la fonctionnelle résultant de 
la variation de chacune desdites fonctions doivent être annulées. 
Tel sera, en particulier, le cas où l’on cherche à définir une courbe 
dans l’espace, car une pareille courbe se définit par deux fonctions, 
par exemple y (x) et z (x). 

Considérons maintenant le problème variationnel pour une fonc- 
tion de plusieurs variables indépendantes, par exemple de deux. 
Soit à rechercher la fonction z (x, y) rendant extrémale l'intégrale 


|} Fix, y, 2, 2x, 2y) dx dy, (40) 
(o) 


où (oc) est un domaine donné limité par (L) avec la condition à la 
frontière 


z |) = ® (donné). (41) 


En raisonnant comme au $ 4, on aboutit à l’équation d’Euler, qui 
s'écrit sous la forme 
0 y 


, M 
nee = 0 (42) 


à x () ) UT ù 
il est à noter qu'en calculant —— et Sy °2 considère z en fonction des 


variables x et y. Ainsi, on cherche la solution en établissant une équa- 
tion différentielle du second ordre (42) aux dérivées partielles pour 
les conditions à la frontière (41). La résolution de pareilles équations 
sort du cadre du présent ouvrage ; nous examinerons cependant un 
exemple physique important (pour un autre exemple de ce genre 
voir $ 12). 

Mettons en équation la forme d'équilibre d’une membrane tendue 
sur un contour rigide. Supposons que cette membrane soit homogène 
(identique en chaque point), isotrope (identique dans toutes les 
directions) et tendue avec la force 7 par unité de longueur. L'énergie 
potentielle de la membrane tendue résulte de l'augmentation de sa 
surface en comparaison avec la position horizontale. On démontre 
en calcul intégral que l’aire Q de la surface d’équation z — z (x, y) 
est égale à 


[I VT+ GP +) dr dy, 
(ô) 
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si bien que l'accroissement AQ de l'aire 


FÉVR GE de dy — 02 | | VTC GR 11 de dy. 


(0) (0) 


Considérant que l'écart est faible (pour qu'il en soit ainsi, il faut 
que le contour donné de la membrane ne s'écarte que très peu du 
plan z — 0) et que, par conséquent, il en est de même des z, et z,, 
développons la fonction à intégrer en série et laissons tomber les 
termes d'ordre infinitésimal supérieur : 


4 ’ La 
AQ= || {14 1e +)1+ 
(0) 
+ [termes d’ordre infinitésimal supérieur] — 1} dx dy — 


= + | | + (2) dx dy. 
(6) 


En supposant que la tension reste la même pendant la distension de 
la membrane, il se trouve que le processus donné s'accompagne de 
la production du travail 


AA À À (A+ (2)°1 dx dy. (43) 
(0) 

Telle sera justement la quantité d'énergie potentielle emmagasinée. 
Or, il est connu du cours de physique que, de toutes les formes 
possibles d'équilibre, la membrane choisit celle pour laquelle l’éner- 
gie potentielle est minimale. On se trouve donc en présence du pro- 
blème de minimum de l'intégrale (43). En vertu de l’équation géné- 

rale d’Euler (42), on a 


oh (Eat) (F2) =0 


ou, après réduction, 
Zxx + Zyy = 0. (44) 


Ainsi, la forme d’équilibre de la membrane se définit par la fonction 
z = Z(zx, y) vériliant l'équation de Laplace (voir $ V.7). Pour trou- 
ver cette forme dans un cas concret, il faut rechercher la solution de 
l'équation (44) pour la condition à la frontière (41). 


Exercices 
b 
1. Déduire l'équation d’Euler pour la fonctionnelle 7 — | F(x,y,y',y") dx 


a 
pour les conditions aux limites y (a) — ya, y" (a) = ya, y (b) = yo, y’ (b) =y8. 
2. Développer l'équation (42) à la manière de (30). 
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$ 7. Extrémum lié et systèmes à un nombre 
fini de degrés de liberté 


Revenons aux problèmes d’extrémum pour les systèmes à degrés 
de liberté en nombre fini. Dans les problèmes examinés au $ IV.6 
les variables indépendantes n'étaient liées par aucune relation: on 
dit alors que l’extrémum est libre. L’extrémum est dit Lié si les varia- 
bles indépendantes sont liées entre elles par certaines relations. 
Commençons par les fonctions de deux variables. 

Supposons qu’on cherche le maximum ou le minimum de la fonc- 
tion z = f (x, y), les variables x et y n'étant pas indépendantes mais 
obéissant à la relation 


Cela signifie que les valeurs de la fonction f sont considérées et com- 
parées uniquement pour les points (dans le plan des arguments) 
appartenant à la courbe d’équation 
(45). Par exemple, la figure 172 repré- 
sente les lignes de niveau d’une fonc- 
tion f(x, y) dont le maximum libre 
coïncide avec Æ ; on y a porté en traits 
gros la courbe (L) d’équation (45). Al- 
lant le long de (L), nous rejoignons en 
A la ligne de niveau de cote maxima- 
le pour passer aussitôt dans le domai- 
ne des cotes plus basses, c’est-à-dire 
aux altitudes moins grandes. Donc, 
le maximum de f en À est lié; il n’est 
Fig. 172 pas libre, car, en quittant (Z) du 
côté de Æ, on pourrait trouver, 
au voisinage de À, des valeurs de 
f encore plus élevées. On vérifie pareillement qu’en B la fonction 
admet un minimum lié, et en C un autre maximum lié, si bien qu'on 
a trois extréma liés. On peut comparer le maximum libre au sommet 
d’une montagne et le maximum lié au point le plus élevé d’un sen- 
tier de montagne donné (la projection de ce sentier sur le plan x, y 
ayant pour équation (45)). 

Si l’« équation de liaison » (45) permet d'exprimer y en fonction 

de x, il est possible de porter ce résultat dans l’expression de z 
z = f [x, y (x)l (46) 
et d'obtenir de cette façon z en fonction d’une seule variable indé- 
pendante. En l’absence de condition (elle fait maintenant partie 
de la substitution y — y (x)), le problème de recherche d’un extré- 
mum de z se ramène à trouver l’extrémum libre. On aboutit à un 
résultat analogue en résolvant l’équation (45) par rapport à x ou 
en mettant l’équation (45) de la courbe sous forme paramétrique. 
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Or, une telle résolution n’est pas toujours possible ni rationnelle. 
On raisonne alors comme suit. L’équation de liaison (45) définit 
en principe une relation y = y (x) que l’on ne connaît pas explicite- 
ment. Donc z représente une fonction composée (46) de la variable 
indépendante x, et, par la formule de la dérivée d’une fonction com- 
posée, on tire de la non nécessaire d’extrémum que 


= ja + fn = 0 (47) 


Dans cette expression Fe signifie la dérivée de la fonction impli- 
cite y (x) définie par la condition (45). D’après les règles établies au 


$ IV.3, on a F,+F, a — 0, soit _ — —F;/F,. Portant cette 
expression dans (47), on voit qu’au point d’extrémum lié 
Fe PE f: fs F° 
fi — Fi hi = 0, donc —=— 7, ou =. 
U Fr AA F5 


Do do. au $ IV.3, la deuxième égalité signifie que la courbe 
(45) rencontre au point d’extrémum lié la ligne de niveau de la fonc- 
tion f, cf. fig. 172). Notons À la valeur de la dernière relation au 
point considéré. On a alors au point d'extrémum lié 


Fe (48) 
c'est-à-dire que 
fx —Fs=0, fy— XF", =0. (49) 
Acceptons la notation 
Fc, y; M =f(, y)—AF (x, y), (20) 


dans laquelle À est un paramètre inconnu appelé multiplicateur de 
Lagrange. Les équations (49) prennent alors la forme 


+ 0) g: = 0. (51) 


On obtient donc les mêmes équations que pour l’extrémum libre 
(voir (IV.28)), avec cette différence qu'elles ne se rapportent pas à 
la fonction f mais à sa transformée f* définie par la formule (50). 
Les équations (51) jointes à l’équation de liaison (45) forment un 
système de trois équations à trois inconnues x, y, À, qui permettent de 
trouver les points où il y a extrémum lié. 

La signification du multiplicateur de Lagrange À est bien simple. 
Pour la comprendre, désignons les coordonnées du point d’ extrémum 
lié et la valeur extrémale elle- -même respectivement par x, y et z. 
Nous avons considéré jusqu’à présent que h est fixé ; or, si l' on fait 
varier k, ces trois grandeurs changeront en conséquence. Essayons de 
calculer la vitesse de variation de la valeur extrémale de z avec la 
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variation de k. Puisque z (h) — f(x (h), y (h}}, on a 


de - id; 4 OU 
7 = fx Flu: (52) 
D'autre part, conformément à (45), 
, dx ap 
Per +Fie=1. (53) 
De (52), (48) et (53) il vient que 
dz , dx r dy : 4 , dy Fr 


Ainsi, le multiplicateur À est égal à la vitesse de variation de la 
valeur extrémale lorsque le paramètre h de la condition varie. La 
méthode de Lagrange offre l’avantage de permettre la recherche de 


la dérivée dz/dh sans expliciter la fonction z (k), qui peut être très 
compliquée. 

Les problèmes d’extréma liés sont courants en économie : on cher- 
che le maximum de la quantité z d’un produit pour les frais k donnés, 
connaissant la relation entre z et k d’une part et la politique caracté- 
risée par les variables x, y de l’autre. Si la politique est optimale, 
à tout » correspond un z bien déterminé. La dérivée dh/dz est le prix 
de revient du produit (supplémentaire) dans une économie idéale 


où, après avoir produit z avec les frais consentis h, on désire inten- 
sifier la production. 

La recherche d’extrémum lié se fait de façon analogue pour un 
nombre quelconque de variables et d'équations de liaison. Par exem- 
ple, en cherchant l’extrémum de la fonction f (x, y, z, u, v) dans 
les conditions 


F.(G@;u,zu;v)=0, F;(x;y,z,u,v)= 0, 
(04) 
Fax, y,z,u, v) = 0, 


on procède comme pour la recherche de l’extrémum libre de la fonc- 
tion FF —=f— nf, — Fa — }3F3 OÙ À, Ào, À Sont des multipli- 
cateurs de Lagrange inconnus. La condition nécessaire d’extrémum 
pour f* donne f£$ — 0, f} = 0, f? —= 0, fax —0,fs —=0, ; on a 
donc, avec (54), 5 + 3 équations à 9 + 3 inconnues x, y, Z, u, v, 
À Nos Na: 


Exercice 


Trouver l’extrémum lié de la fonction u (x, y, 2) = x? — y? + z2 — 2x, 
étant donné les conditions: a) x + 2y — 2 = 3; b) x + y —z—=0,zx<+ 2y — 
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$ 8. Extrémum lié en calcul des variations 


En calcul des variations, les problèmes d’extréma liés sont posés 
et résolus comme au $ 7, où il s'agissait des systèmes à un nombre 
fini de degrés de liberté. Cherchons, par exemple, l’extrémum de la 
fonctionnelle (25), étant donné les conditions aux limites (26) et 
une condition intégrale complémentaire 

b 
| Gt, y, y')dx=K, (55) 


a 


où G est une fonction donnée et K un nombre donné. Décomposant 
l'intervalle d'intégration en un grand nombre d’intervalles partiels 
et substituant aux intégrales (25) et (55) les sommes dépendant des 
valeurs y; prises par la fonction inconnue aux points de division (ce 
qui équivaut à effectuer le passage inverse de celui du $ 1), on se 
trouve en présence d’un problème d’extrémum lié d’une fonction des 
variables y; en nombre fini. En vertu des résultats obtenus au $ 7, 
ce problème est équivalent à celui d’extrémum libre de l'expression 


b b b 
| Ft, y, y')dx—} | Ge, y, y}dr= | (F—20) dx 


(on est revenu aux intégrales), À étant un multiplicateur de Lagrange 
constant inconnu. Ainsi, il s’agit de substituer à (29) une équation 
d'Euler analogue pour la fonction F* — F — 1G; une fois cette 
équation résolue, on trouve les deux constantes d'intégration 
et la constante À à partir des trois conditions (26) et (55). 
À ainsi obtenu est très important, car, en vertu du $ 7, il est 
égal à 
dLextr 

À — DE (56) 
Cette égalité permet d'établir la nature exacte de la dépendance à 
laquelle est soumise la valeur extrémale (généralement stationnaire) 
Textr de la fonctionnelle dans le cas où le paramètre Æ figurant dans 
la condition (595) peut varier (la valeur Z.,+. est alors, bien sûr, fonc- 
tion de X). 

Citons à titre d'exemple un problème très connu, qui porte le 
nom de problème de Didon. Une légende dit que la reine de la Phéni- 
cie Didon, persécutée par le chef d’un Etat voisin, s'enfuit en Afrique 
du Nord où elle trouva asile auprès d’une tribu ; Didon demanda aux 
indigènes autant de terre que pouvait en contenir la peau d’un bœuf. 
Une fois sa demande exaucée, elle découpa la peau en lanières très 
minces, réunit ces dernières en un fil très long et, sous les regards 
aburis de l’assistance, encercla une surface considérable. C’est là 
que Didon fonda la ville célèbre de Carthage. 
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Dès l'Antiquité, les savants s’intéressaient à la façon dont Didon 
devait disposer son fil pour que la surface entourée fût la plus grande 
possible ; en d’autres termes, le problème consistait à choisir parmi 
toutes les courbes de longueur donnée celle qui enferme la plus 
grande aire. Il se trouve que la courbe en question, solution de ce 
problème isopérimétrique, est le cercle (si la courbe est fermée) ou 

l’arc de cercle (si elle n’est pas fer- 
S mée, comme c'était le cas pour Didon 
qui mit les extrémités de son fil sur le 
bord de la mer, ainsi qu’il est montré 
Ÿ O8 + à fig. 173). La démonstration rigoureuse 
a de cette proposition est cependant fort 
D Ÿ embarrassante. 
. À < Essayons de formuler le problème 
de Didon d’une manière analytique. 


C4 
TD D Pour le faire, admettons pour simpli- 
LME LZ Z fier que le bord de la mer soit rectili- 
FEUE 7 gne, et menons les axes de coordon- 
Fig. 173 nées ainsi qu'il est montré fig. 173. 
Examinons la variante où les extré- 
mités du fil sont fixes. La courbe que prend le fil a pour équation 


y = y(x), où y (x) est une fonction dont on ne sait rien sinon 
qu’elle doit vérifier les conditions 


4 


Syis Ÿ Ÿ Ÿ 
Ÿ | /erre de SO XX 


Ÿ 


# 


Ÿ 


y (a) —0, y(b) = 0. (57) 
On connaît en outre la longueur du fil: 
b 
jVT+yidr=L (58) 


a 


(la formule donnant la longueur du fil est déduite en calcul intégral ; 
voir, p. ex. MS, $ III.5). On demande en outre que l’aire en question 
b 

CIE | y dx (59) 


soit maximale. Le problème se pose donc comme ceci : on demande de 
choisir, parmi toutes les fonctions vérifiant les conditions (57) et 
(58), celle qui rend l'intégrale (59) la plus grande possible. 

La première solution du problème de Didon a été obtenue par 
des méthodes géométriques en faisant appel à des raisonnements très 
spirituels mais pas assez évidents. Ce problème se résout d’une façon 
absolument standard dans le cadre du calcul des variations. En vertu 
de ce qui a été dit dans les premiers alinéas de ce paragraphe, il se 
ramène à résoudre l'équation d’Euler pour la fonction 


F*=y—AiVi+y?. (60) 
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 Employant l'intégrale intermédiaire _. on trouve 





— 2 —© y = Ci. 
VIH HIS 
Moyennant quelques transformations. il vient 
À ; R? | 
En oi = (+ y?) (Ci y); y? TAG) © 1; 
dy __, VR=G-CN, (y — Ca) dy ne 
nn 4 | M (y— C1) 


LV (y— Ci = x + Ci; D L(y— C2, (61) 

On vient d'obtenir l'équation du cercle, c’est-à-dire que la solution 

du problème de Didon est bien un arc de cercle. Connaissant sa lon- 

gueur L et la position de ses extrémités, on arrive sans peine à situer 
le centre et à tracer l’arc lui-même. 

Il existe plusieurs versions du problème de Didon. Aïnsi, étant 

donné la longueur L de l’arc sans que la position de ses extrémités a, b 





Fig. 174 


soit connue, on demande de choisir parmi tous les arcs de longueur 
donnée celui qui limite la plus grande aire. On vérifie que l’arc de 
cercle cherché doit être en ses points extrêmes perpendiculaire au 
bord ; en particulier, si le bord est rectiligne, on choisira le demi- 
cercle. S'il n'y a pas de mer, la courbe étant donc fermée, on a, on 
l’a déjà dit, le cercle. Voyons si la relation (56) est vérifiée dans ce 
cas. On a Lextr = nR?, K = L — 2nR (R étant le rayon du cercle), 
d'où 

dl (GR _p 

“dK  d(2rR) 

Cela est conforme à la formule (61), qui laisse voir que le rayon du 
cercle est égal à || (on verra plus bas que À — R si bien que les 
signes de la formule (56) sont eux aussi exacts). 

Le problème de Didon admet une interprétation physique sim- 
ple. Imaginons un cadre horizontal rigide sur lequel est tendue 
une pellicule de savon, et posons sur cette pellicule un fil mince 
dont les extrémités sont fixées au cadre en a et b (fig. 174, a). Si 
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l’on perce la pellicule avec une aiguille à l’intérieur du fil, la pelli- 
cule se tendra sous l’action des forces de tension superficielle de 
façon (fig. 174, b) que son aire sera aussi réduite que possible; par 
conséquent, l’aire de portion de la surface dépourvue de pellicule sera 
maximale. On est conduit au problème de Didon. 

Cette représentation physique permet d’assimiler l'équation 
d’Euler, comme on l’a fait au $ 1, à l’équation définissant l’équi- 
libre statique. Pour la longueur donnée Z du fil, l’énergie potentielle 
U du système est proportionnelle à la surface de la pellicule, 


U = 26 (8, — S), 
où © est le « coefficient de tension superficielle » (le facteur 2 tient 


compte du fait que la pellicule est à double face) et S, est l’aire 
limitée par le cadre, de sorte que S, — S est l’aire de la pellicule. 





Fig. 179 


Pour qu’il y ait équilibre statique, il faut, on l’a vu, que l'énergie 
potentielle U soit stationnaire, ce qui équivaut à la stationnarité 
de $S (quand S est maximale, U est minimale, et l'équilibre est sta- 
ble). Nous aboutissons donc à l'équation d’Euler pour la fonction F*. 

Cette solution peut être trouvée à partir de considérations physi- 
ques. Considérons (fig. 175) un élément de fil (dL) soumis à la tension 
superficielle 20 dL et aux forces de tension P et P + dP du fil appli- 
quées à ses extrémités. Projetant ces forces sur la tangente à l'élé- 
ment considéré et négligeant les termes d'ordre infinitésimal supé- 
rieur à 1, l’on trouve 


—P + P + dP =0 


(compte tenu du fait que la différence entre le cosinus d’un angle 
de faible grandeur et l'unité est un infiniment petit du second ordre). 
D'où dP = 0, c'est-à-dire que P — const le long du fil. Projetant 
les forces sur la normale, on a 


2P sin da — 2P da = 20 dL, (62) 
d’où 
2da 20 
SL 5 = COnsi 
Le rapport se exprime la courbure k du fil ($ IX.4). Aïnsi, la 


courbure d’un fil en équilibre est constante, c’est-à-dire que le fil 
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{ P . 
nc (D'ailleurs, 


on peut obtenir la constance de P à l’aide de la formule (62) qu'on 
récrit P = 20R en vertu de la solution (61) du problème d’extrémum 
lié ; on notera que R = À, c’est-à-dire que 
P = 26À.) 

Dans le cas du problème de la pellicu- 
le de savon on peut procéder d’une façon 
différente. Donnons-nous la tension P du 
fil de longueur Z inconnue : ce cas corres- 
pond au schéma 176. L'énergie poten- 


prend la forme d’un arc de cercle de rayon R — 


tielle du système est 7 d) 
U — const — 208$ + PI — const — 26 X 
P P 
X (s — L) , 
Fig. 176 


car donner à Z un accroissement AL équi- 

vaut à faire remonter le poids de AZ,, ce qui signifie que U aug- 
mente de PAZ. Nous avons donc là le problème d’extrémum libre 
de la fonctionnelle 


b 
S—L= f{ y VIF) dx 


On écrira l'équation d’'Euler pour la fonction (60) avec À — D: 


on a vu que cette équation a pour solution une courbe définie par 
(61), soit un arc de cercle de rayon 


R=|N|=<+. (63) 


Dans cet ordre d'idées, le problème d’extrémum lié peut donc être 
interprété comme un problème d’extrémum libre, et ce passage 
est plus qu'un passage formel: il possède également un sens physique 
concret. 

Nous tenons à souligner que la deuxième version du problème 
admet deux solutions: on tire bien de (63) la valeur du rayon d’un 
fil courbe, mais, pour un rayon dônné, le fil peut prendre deux 
positions (fig. 177)! Si l’on considère la famille de cercles passant 
par les points a et b, on se rend compte que la courbe donnant U en 
fonction de h est telle qu'il est montré fig. 178. Ainsi, des deux posi- 
tions possibles du poids, la plus basse est stable et la plus haute 
instable. De même qu’à la fin du $ 5, le minimum est ici absolu, 
tandis que le maximum n’est extrémal qu’en ce qui concerne les 
arcs de cercle; en réalité, pour la plus haute des deux positions, 
l'énergie admet un minimax. 
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On peut énoncer le problème de Didon sous une forme plus géné- 
rale, en admettant qu'on doive choisir un lot de terrain d’un prix 
maximal, le coût de l'unité d’aire n'étant pas constant mais variant, 
par exemple, suivant la distance de la mer. La résolution de ce pro- 
blème généralisé n’est plus élémentaire. Elle recourt cependant à 
l'équation d’Euler, en remarquant qu'on doit maximiser ici non 

b 


UV 
pas (59) mais l'intégrale Î F (y) dx, où F (y) — | p (n) dn, et p(n) 


a 0 
est le coût de l’unité d’aire distante de la mer. (Si @(n) = 1, on 
retrouve (59).) 
Considérons encore un problème d'’extrémum lié, à savoir un 
problème relatif à la répartition des charges dans un conducteur. 


Fig. 177 Fig. 178 


Soit un conducteur isolé (QG) de forme quelconque qui porte une 
quantité d'électricité répartie. avec une densité p à déterminer. 
Pour résoudre ce problème, rappelons-nous la formule (X.23) du 
potentiel dû à une charge répartie et mettons-la sous la forme 
r 
pr) = [ : ù ds. 
ë 


tr —ro | 
Q) 





D'où l'énergie potentielle totale de la charge: 
1 1 { (ro) p (r) dQ dQ 
U=+ | eur | popaat( | en 
(Q) (Q) (Q) (0) 


Conformément au principe général de l’équilibre statique, cette 
intégrale doit avoir la valeur minimale (ou, tout au moins, sta- 
tionnaire) pour la condition 


[ o(r)42=g(=cmnst) 
(Q) 
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puisque si la répartition des charges peut être quelconque, elles ne 
peuvent par contre ni apparaître ni disparaître. On a donc un pro- 
blème d’extrémum lié qu’on résout en annulant la variation Ô(U—àAg), 
où À est un multiplicateur de Lagrange. 

Or, de la formule de la différentielle du produit, il vient que 


|! ÔP (ro):p (r) d@ dQ, 1 | | P (ro) dp (r) da dQ5 
SU | | Îr—ro| ps |r—ro| | 
(Q) (Q) (@) (Q) 
Désignant dans la première intégrale r par r,etr, par r, on voit que la 
première intégrale est égale à la seconde, d’où 


{ ) dQ dQ 
0—8 (U—A9)= | | enPp een 7, ôp (r) d@ = 
(Q) (92) (Q) 


— À Lo (x) — A] 8p (nr) d. 
(Q) 
Puisque 6p (r) est quelconque, on à @(r) — À — 0, donc œ(r) = 
— À = const. 

Nous voyons qu’une charge libre se répartit dans un conducteur 
de telle façon que le potentiel p, soit le même en tout point du conduc- 
teur; de plus, dans le problème pro- 
posé, le multiplicateur de Lagrange est j° 
égal à p, (déduire ce dernier résultat 
de la formule (56)). La constance du 
potentiel découle tout aussi bien des 
considérations physiques: si le poten- # 
tiel était différent en divers points du Cozducieur 
conducteur, les charges libres à l’inté- 
rieur de celui-ci passeraient des do- 
maines à potentiel plus grand dans 
des domaines à potentiel plus petit, 
ce qui rendrait impossible l’équilibre 
statique. 

Sachant que le potentiel est lié 
aux charges par l'équation de Poisson 
bien connuc (X.43), on conclut que, Fig. 179 
puisqu'il est constant, on a bo —0à 
l'intérieur du conducteur, ce qui signifie que la charge se situe tout 
entière sur la surface du conducteur. D'ailleurs, cette conclusion 
résulte, elle aussi, des considérations d'ordre physique. 

En passant à travers la surface du conducteur, le potentiel pré- 
sente une « inflexion » (fig. 179), c’est-à-dire que la dérivée première 
présente une discontinuité. Si l’on dispose les axes de coordonnées 
de façon que l’origine soit un point quelconque du conducteur et 
l’axe des z se confonde avec la normale extérieure à sa surface, la déri- 
29—0317 
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# Ô La # D! L 2 
vée _ subira un saut égal à —tg «. Pour cette raison + et avec 
elle Ap présenteront une singularité en forme de delta du type 


— tg «ù (z). D'autre part, si la charge est répartie sur la surface avec 
la densité ©, l’on aura, dans le voisinage du point considéré, p — 
—= OÔ (2). On tire donc de l’équation (X.43) : —tg œô (z) — —4noû(z), 
c’est-à-dire tg &« — 470. 

Notons en conclusion que la solution d’un problème d’extrémum 
lié est en même temps solution du problème « dual ». Ainsi, dans le 
problème de Didon, nous obtiendrons le même résultat si nous nous 
proposons de chercher la longueur minimale du fil en fermant l’aire 
donnée. En effet, si un contour non circulaire (Z,) limitait la même 
aire que le cercle (Z) (L, << L), on aurait pu, en faisant croître par 
homothétie (Z.), obtenir un contour (Z,) (L, — L) limitant une aire 
plus grande que (L), ce qui contredit la solution du problème de 
Didon. Tout pareillement, en se plaçant dans le cas du potentiel, on 
pourrait chercher la charge maximale que puisse porter le conducteur 
pour une certaine valeur de l'énergie potentielle. Dans le cas géné- 
ral, on constate que la recherche de la valeur stationnaire d’une 
grandeur À avec B constant et celle de la valeur stationnaire de B 
avec À constant donnent les résultats identiques. En effet, il s’agit 
d'établir la stationnarité de À + AB ou de B + uA = u (A + À,B) 
(À, = 1/u), ou encore, en raison de la constance de u, de À + 1,B; 
donc, les deux problèmes sont équivalents: 


Exercices 


1. Déterminer le corps de révolution de volume maximal et de surface 


donnée. 
2. Chercher la forme d’équilibre d’un fil pesant homogène suspendu par 


ses extrémités. , 
Indication. La position du fil est telle que son centre de gravité 


soit le plus bas possible. 
3. Dans les deux problèmes ci-dessus, préciser le sens du multiplicateur 


de Lagrange. 
$ 9. Problèmes d’extréma avec contraintes 


Nous allons considérer une classe de problèmes d’'extréma qui 
se généralisent depuis les dernières années. Il s’agit des problèmes 
dans lesquels les quantités ou les fonctions inconnues sont soumises 
à des conditions supplémentaires (contraintes) de type inégalité. 

Commençons par le plus simple des cas. Soit à rechercher l’ex- 
trémum d’une fonction y = f (x) telle que la variable indépendante x 
ne varie que dans les limites définies par les inégalités a < x < b 
(fig. 180). La fonction admet alors tant des extréma intérieurs (ce sont 
en l'occurrence un maximum pour x —=c et un minimum pour 
x — d) que des extréma frontières (un minimum pour x = a et un 
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maximum pour æ — b). Recherchant des extréma intérieurs, on 
peut faire jouer la condition de stationnarité y” — 0; par contre, 
quand il s’agit d’extréma frontières, ladite condition est inopérante, 
c'est-à-dire que ces derniers sont du type extréma « aigus » (voir, 
p.ex., MS, $ III.2). 

Soit maintenant à rechercher l’extrémum d’une fonction de deux 
variables z — f (x, y) avec la contrainte F' (x, y) > 0; on suppose 
que cette inégalité définisse dans le plan des arguments x, y un do- 
maine fini (S) (fig. 181) de frontière (Z) pour laquelle F = 0. La 
fonction f peut admettre aussi bien des extréma intérieurs (dans (S)) 





Fig. 181 


que des extréma frontières (sur (L)). Pour trouver les premiers on 
fera jouer les conditions de stationnarité étudiées au $ IV.6. Cepen- 
dant, par analogie au cas unidimensionnel, ces conditions ne se 
vérilient pas pour les extréma frontières. Pour rechercher ces der- 
niers, on remarquera donc que si la fonction f passe par un extrémum 
(par exemple, par un minimum) en un point M (fig. 181), la valeur 
Ï (MW) est inférieure à toute autre valeur prise par f sur (L) au voisina- 
ge de M. Aussi la fonction f admet-elle simultanément un minimum 
au point M si F — 0 (les points de cette espèce sont définis par la 
méthode exposée au $ 7). Ainsi, les extréma frontières sont trouvés 
d’après la règle de recherche d’extréma liés. 

Les problèmes d’extréma avec contraintes se rencontrent aussi 
en Calcul des variations. Reprenons, à titre d'exemple, le problème 
de ligne de la plus grande pente ($ 4) et supposons de plus que le 
point considéré ne descende plus bas que le point attirant, ce qui 
équivaut à la contraire y > y. Construisons des cycloïdes dont les 
points de rebroussement coïncident avec le point origine À (fig. 182), 
la courbe cherchée devant alors appartenir à la zone hachurée. On 


comprend que si le second point se trouve à gauche de B, disons en 
B;, la solution cherchée est l’arc de cycloïde AB,, car elle est la cour- 
be optimale et vérifie l'inégalité imposée. Mais qu’en sera-t-il si ce 
point est à droite de B, par exemple en B,? 

29* 


452 CALCUL DES VARIATIONS [Ch. XII 





Remarquons tout d’abord que la partie de la courbe contenue 
à l’intérieur de la zone hachurée (et non pas appartenant à sa fron- 
tière) vérifie l'équation d’Euler et représente donc une cycloïde. 
En effet, si la courbe tout entière est solution du problème, son arc 
quelconque sera la ligne de la plus grande pente pour ses extrémités 7) 
Ainsi, la courbe cherchée peut être composée de courbes intégrales 
de l'équation d'Euler (dites extrémales) et de courbes appartenant 
à la frontière de la zone hachurée. Or, il est clair maintenant que la 


courbe cherchée comprend l'arc de cycloïde AB et le segment BB. 
En effet, prenons une autre courbe quelconque, par exemple AB, BB. 







7 


N 





B D, 








Fig. 182 


Elle devra alors rester solution du problème de minimum même dans 
les limites de sa portion ABB, ce qui est pourtant faux, car l'arc 


de cycloïde AB assure une descente plus rapide. On voit sans 
peine qu'il faut prendre l’arc de la cycloïde dont le point B 
est situé le plus à droite, c’est-à-dire de la cycloïde tangente à la 
droite inférieure. 

Ainsi, la solution d’un problème variationnel avec contraintes 
peut ne vérifier que partiellement, et même ne pas vérifier du tout, 
la condition de stationnarité (l’équation d’Euler) ; cette solution, de 
même que pour les fonctions d’une seule variable, porte le caractère 
d’un extrémum aigu. 

On rencontre des problèmes d’extréma avec contraintes dans les 
systèmes de commande. Ainsi, lorsqu'on dirige le mouvement d’un 
objet, on doit parfois tourner les gouvernes de manière à mettre 
l’objet aussi vite que possible sur la trajectoire donnée. Du moment 
qu'on cherche à établir la loi régissant le mouvement des gouvernes 


*) L’arc AC d’extrémités À et un point C quelconque entre À et B est 
la ligne assurant la descente dans le temps minimal, la vitesse initiale étant 
nulle, c’est-à-dire qu’elle constitue la solution du même problème qu’au $ 4. 
L’arc réunissant deux points intermédiaires € et C” est solution du même 
problème pour une vitesse donnée non nulle en C’, correspondant à la diffé- 
rence d'altitude en À et C". 
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dans le temps, le problème se réduit à un problème variationnel. 
Dans le cas où les gouvernes sont équipées de limiteurs de rotation 
(destinés par exemple à réduire les forces centrifuges), on se trouve 
en présence d’un problème avec contraintes. Dans le processus de 
commande optimal, apparaissant comme solution du problème varia- 
tionnel, il y a des moments où les gouvernes viennent buter contre 
les limiteurs, ce qui signifie que la solution passe à la frontière 
de son domaine d'’existence. Dans le voisinage de cette frontière, la 
solution doit vérifier certaines conditions, qui ne seront pas préci- 
sées ici. 
Exercices 


1. Chercher les valeurs maximale et minimale prises par la fonction z — 
= 4 — y — x + y dans le triangle limité par les droites x — 0, y — 0, 


x + y = 2. 
2: Déterminer la position d’un fil pesant homogène de longueur ZL >> 2, 
suspendu aux points (—1, 1) et (1, 1) et contenu tout entier dans le demi-plan 


supérieur y > (0. 


$ 10. Principes variationnels. 
Principe de Fermat en optique 


En plus des problèmes isolés, dont on a étudié quelques-uns aux 
paragraphes précédents, il existe des principes variationnels s’appli- 
quant chacun à l’analyse d’une classe considérable de phénomènes. 
Un principe de cette espèce affirme généralement que de tous les 
états, processus, etc. permis par les liaisons et les contraintes exis- 
tant dans le système physique considéré, seul est réalisé celui qui 
rend stationnaire une certaine fonctionnelle, bien déterminée pour 
le principe donné. Chaque principe permet d’uniformiser l’étude de 
nombreux problèmes, de les englober au sein d’une théorie unique, 
ce qui constitue souvent une réussite scientifique remarquable. 

Plus haut nous avons montré, à la lumière de nombreux exemples, 
un principe de physique des plus fondamentaux et universels: pour 
toutes les positions possibles d’un système physique pour les liaisons 
données, l’équilibre n’est atteint que lorsque la valeur de l'énergie 
potentielle du système considéré est stationnaire (minimale, s’il 
s'agit de l'équilibre stable). Si le nombre de degrés de liberté du 
système est fini, l'énergie potentielle s'exprime en fonction des 
coordonnées généralisées en nombre fini (voir $ IV.8), si bien que 
l’application du principe indiqué se réduit à rechercher le minimum 
d’une fonction de plusieurs variables (voir $ IV.6). Dans le cas d’un 
milieu continu, dont l’état est décrit par une ou plusieurs fonctions 
de coordonnées, l'énergie potentielle représente une fonctionnelle, 
et le principe en question s'applique en faisant appel aux méthodes 
variationnelles, comme on l’a fait plus haut. 

L'un des premiers principes variationnels fut le principe de Fer- 
mat, selon lequel un rayon lumineux choisit pour aller d’un point 
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donné à un autre un chemin qui demande le plus petit temps possible. 
Pour écrire le principe de Fermat dans le langage mathématique, 
rappelons que la vitesse de la lumière c dans le vide a une valeur 
bien déterminée, tandis que dans un milieu transparent elle est 


égale à = où n >> 1 est l’« indice de réfraction » du milieu qui dépend 


en général non seulement du milieu maïs encore de la longueur d'onde 
de la lumière. Pour plus de simplicité, nous allons considérer le 
cas où n, indépendant dela longueur d'onde, prend danschaque milieu 


S À 
V/ 2/1 
D 0 É 
+. 1 fe 
Fig. 183 Fig. 184 


une valeur parfaitement déterminée. Puisque le chemin JL est par- 
couru par la lumière pendant le temps dt — dL: . = dE, on 
calcule le temps é mis à parcourir le chemin (Z) donné parla formule 


| n dL. (64) 
(L) 


C’est une fonctionnelle qui varie en fonction du choix du chemin 
entre deux points, de sorte que le problème de recherche de la forme 
du rayon limineux est un problème variationnel. 

On déduit du principe de Fermat les lois fondamentales de pro- 
pagation de la lumière. 

Si l’on se place par exemple dans un milieu de densité optique 
constante (c’est-à-dire dans lequel la vitesse de la lumière est cons- 
tante), on constate, le principe de Fermat aidant, que la lumière 
se propage en ligne droite (fig. 183, où S est la source de lumière et 
À le point d'observation), car la droite SA est le plus court chemin 
entre S et À. 

Il en découle alors que si le chemin suivi par la lumière se compo- 
se de plusieurs secteurs (par exemple entre les réflexions, réfractions, 
etc. successives) dont chacun est contenu dans un milieu de densité 
optique constante, les secteurs en question représentent des seg- 
ments de droite, et le chemin tout entier une ligne brisée.Pour calculer 
la longueur du chemin, il faut connaître les coordonnées des sommets 
de la ligne brisée, c'est-à-dire qu’on ne dispose ici que d’un nombre 
fini de degrés de liberté. Aussi de pareils problèmes sont-ils résolus 
par des méthodes de calcul différentiel. En particulier, on établit 
de cette façon, dans le cadre des problèmes de minimum, les lois 


> 


C 
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régissant la réflexion de la lumière sur une surface plane et sa réfrac- 
tion lorsque deux milieux quelconques sont séparés par une sur- 
face plane (voir, p.ex. MS, $ III.1). Aïnsi, le principe de Fermat 
donne lieu à des conclusions correctes en accord avec l'expérience 
sur la réflexion et la réfraction de la lumière. 

Considérons maintenant la réflexion de lalumière sur une surface 
incurvée tangente au plan au point ©, qui serait le point réfléchis- 
sant dans le cas plan (fig. 184). On voit sur la figure deux exemples 
de surfaces de ce type: ZOT tangente à l’axe des abscisses d’en bas, 
et ZIOIT qui la touche d’en haut. (Nous considérons des surfaces 
cylindriques dont les génératrices sont perpendiculaires au plan du 
dessin). 

On peut montrer qu’il suffit de considérer les rayons contenus dans 
le plan du dessin et les sections des surfaces réfléchissantes par ce 
dernier. Aussi parlera-t-on dans la suite de la droite réfléchissante 
(au lieu du plan) et des courbes réfléchissantes ZOI et TIOIT (au 
lieu des surfaces) dans le plan de la figure 184. 

Ce problème ne nécessite pas de calculs concrets. On sait (voir 
MS, $ I1.17) que la distance entre la courbe et sa tangente est pro- 
portionnelle à (x — x,}?, où x, est l’abscisse du point de contact O. 

Considérons les longueurs Lp (SOLA), Lx (SOï:A) et Lin (SOrrÀ) 
des lignes brisées. Ces lignes ne sont pas montrées sur la figure 184, 
afin de rendre le dessin plus lisible ; les points Op, Or, On sont à 
droite du point de contact © pour la même valeur de x; Op se situe 
sur la droite, Or sur la courbe inférieure Z et Orr sur la courbe supé- 
rieure //. Ayant sous les yeux les points S, À, On, Or, Or, l’on 
reconstitue sans peine par la pensée les lignes brisées. 

Les abscisses de Op, Or et Orr sont identiques. Les ordonnées 
de ces points diffèrent d’une quantité proportionnelle à (x — x,}°. 
Par conséquent, il en est de même des longueurs Lp, Lx et Lx. 
Ecrivons les développements de Lp, Lx, Lir en série de Taylor sui- 
vant les puissances de (x — x,): 


Lo (2) = Lo (to) + (2 — 20) Lb (0) + EE LE (wo) +, 
La (x) = Lx (eo) + (@— 20) Li (0) + CD LE (ao) +, 


Lrx (x) = Lx (to) + (x — 0) Li (xo) + Ed Li (%o) +... 


Si tant est que Lp, Lx et Lx ne diffèrent que d’une quantité 
de l’ordre de (x — x,})?, on a 


Lo (to) = La (0) = Lx (to); (65) 
Lp (to) = Li (20) = Lui (to) (= 0), (66) 
Li (to) Æ Li (to) = Li (0) (67) 
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Les égalités (695) résultent évidemment du fait que les trois li- 
gnes — droite D, courbe I et courbe 77 — passent par un même point O 
d’abscisse x = x. 

Les égalités (66) proviennent de ce que les trois lignes indiquées 
sont tangentes en © et que l’angle d'incidence est égal à l'angle de 
réflexion. 

On sait que si la dérivée es‘ nulle, Zn, Lx et Lrr , considérées 
comme fonctions de x, admettent pour x = x, un minimum ou un 
maximum ; c’est le signe de la dérivée seconde qui permet de pré- 
ciser la nature de l’extrémum. 

Dans le cas de la droite on a un minimum, car Lh >> 0. Cepen- 
dant, comme le montrent les relations (67), cela ne permet pas de 
juger du comportement des courbes Z et ZI. Notamment, si II est 
suffisamment incurvée, sa longueur Lr présente en ©, pour x = xs, 
justement un maximum, et non pas un minimum. Puisque la courbe 71 
monte de part et d'autre de O, le chemin SOrxA est plus court que 
SOA, et ce dernier constitue le chemin le plus long du point S à 
un point quelconque de la courbe 77 et ensuite jusqu’au point À de 
tous les chemins voisins. 

L'expérience montre que dans le cas de la courbe ZI la réflexion 
a lieu aussi en ©, c’est-à-dire au point où Lyr admet un maximum ; 
on conçoit qu’en ce point l’angle d'incidence est toujours égal à 
l’angle de réflexion. 

Le fait que la longueur du chemin puisse être non pas minimale 
mais maximale est extrêmement important pour quiconque veut 
comprendre le sens et l’origine du principe de Fermat. Il est clair que 
ce principe ne provient pas du « désir » de la lumière de choisir les 
chemins les plus courts: s’il en était ainsi, le fait d’avoir maximum 
ou minimum ne la laisserait pas indifférente. 

En réalité, le principe de Fermat tient compte de la nature de la 
lumière, dont la propagation est la propagation d’ondes accompa- 
gnée d’un très rapide changement de signe (10% fois par seconde dans 
le cas de la lumière visible) des champs électrique et magnétique. La 
longueur d'onde est, par conséquent, extrêmement faible. À l'instant 
donné, le champ est de signes opposés en deux points éloignés l’un 
de l’autre de demi-longueur d’onde. Supposons qu’à l'instant donné 
le champ au point $ (source) soit négatif. Le signe qu’aura le champ 
en À est déterminé par le nombre de changements de signe qui ont 
lieu entre $ et À. Si nous considérons deux chemins voisins allant 
de $ à À, nous constaterons que, la longueur des chemins étant la 
même, les champs venus en À depuis Le point S suivant ces trajectoires 
seront de même signe; ils s’additionneront, et leur intensité 
croîtra. 

Si les chemins sont de longueur différente, les champs peuvent 
être tant de même signe que de signes contraires; et ils s’annu- 
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lent réciproquement en moyenne dans ce dernier cas. Cela fait que la 
propagation de la lumière est assurée par des faisceaux de rayons de: 
même longueur et de même temps de parcours. 

Quand la dérivée de la longueur du chemin par rapport à la coor- 
donnée du point de réflexion est nulle, cela signifie que les chemins 
ont même longueur au moins à des termes de l’ordre de (x — x,)? 
près, et que les ondes passant par le point © et par les points les plus. 
proches s'’amplifient réciproquement. Dans ce contexte, la nature de 
l’extrémum, soit L”’>=>0, ou L”<0, ne peut nous laisser indifférents. 
Il y a plus. La meilleure réflexion s'obtient évidemment lorsque la 
longueur du chemin est la même sur la plus grande portion possible: 
de la surface réfléchissante. Il est souhaitable donc d’avoir L” — 0; 
dans ce cas, pour x petit, la dépendance de Z vis-à-vis de x devient 
encore plus faible, ne se faisant sentir que pour les termes (x — x,)* 
et d'ordre plus élevé. En physique, le cas Z” — 0 correspond à une 
courbure de la ligne réfléchissante telle que le miroir concentre en À 
les rayons issus de S. 

En optique géométrique, les rayons sont traités comme des lignes. 
géométriques. L'exemple de réflexion ci-dessus montre que les lois 
d'optique géométrique découlent de la nature ondulatoire de la 
lumière. Notons qu’on n’a pas considéré un rayon isolé mais un fais- 
ceau de rayons voisins. 

Nous pouvons évaluer l’epaisseur de ce faisceau. On additionne: 
les amplitudes d’ondes pour lesquelles les chemins parcourus de 
S à À ne diffèrent que d’une quantité inférieure à la demi-longueur 


d'onde. Ecrivons la condition | L (x) — L(x,)| — L . Au voisinage 
du point réfléchissant L' (xs) = 0, | L (x) — L(xo) | = En) Ke 


X|ZL"(x)], d'où [x — x, | = Ver Ainsi, la lumière ne 


se réfléchit pas en réalité sur un point isolé du miroir mais sur une 
tache dont les dimensions tendent, on le voit d’après la formule, 
seulement vers zéro avec la longueur d’onde. 

Le principe de Fermat permet de résoudre des problèmes plus com- 
pliqués, tels que l'étude de la forme du rayon lumineux dans un 
milieu de densité optique variant de façon graduelle; c’est le cas, 
par exemple, d’un rayon de la lumière venant d’une étoile vers l’ob- 
servateur si l’on tient compte de l'atmosphère dont la densité varie 
peu à peu. La forme d’un rayon pareil sera curviligne et sera déter- 
minée par la condition de stationnarité de la valeur (généralement 
minimale) de l'intégrale (64). Dans certains cas on peut intégrer 
par quadratures l'équation d’Euler correspondante. Considérons 
par exemple la propagation de la lumière dans le plan x, y, si la 
vitesse de la lumière ne dépend que de l’altitude y, nr = n (y). Met- 
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tant (64) sous la forme 
ct = | n(y)V1+y?dx, 
(L) 
l’on fait intervenir l'intégrale intermédiaire (34) de l'équation 
d’Euler : 


n(y)V1+y?2—n(y) 


"= Cr, c'est-à-dire que 


4" 
PE ye : 


n (y) 0 
V1+ y? 
On en tire aisément 
p = Vin (y) —C? C1 dy _ 
E Go  Vrur-t 
dy 
Ca À —— = gp +0. 
‘| Vrur-a  "T" 


Si l’on réussit à calculer la dernière intégrale pour une fonction 
n (y) spéciale, l'équation du rayon se présente sous la forme finie ; 
dans le cas contraire, l'intégrale sera calculée approximativement 


no 


(chapitre I). Chose intéressante, pour n — on retrouve le 





Vo — 
problème que l’on a résolu au $ 4, ce qui signifie que la lumière se 
propage suivant les cycloïdes, et pour n = n,y on a le problème du 
$ o, d’où l’on conclut que la lumière se propage suivant les chaînettes. 

Remarquons que dans le cas général, lorsque l'indice de réfrac- 
tion dépend de la fréquence de la lumière, il y a lieu, en parlant de 
la vitesse de la lumière dans un milieu quelconque, de distinguer la 
vitesse de groupe et la vitesse de phase. 

La vitesse de phase cn établit le rapport entre la longueur d'onde 
et la période d’oscillations: 


tous les champs dépendant harmoniquement de x et de t: 
= | = COS Es (cpnt—x) | : 


H, E cos (+ à 
La quantité précédée du signe de cosinus peut être appelée phase, 
d’où le terme « vitesse de phase ». L'indice de réfraction caractérise 





. . C N . 
directement la vitesse de phase cn ——, où c est la vitesse de la 


lumière dans le vide. 

On en distinguera la vitesse de groupe c&, qui fait partie de la 
réponse à la question : quel temps mettra la lumière pour parvenir 
du point 1, une fois l’écran levé, au point 2 dans un milieu homogène ? 
La réponse est £ = ri/Cg, et © S’exprime en fonction de l'indice de 
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réfraction comme suit : 


…. C 
Ce 


0 dn 
Sr 


On n’a donc ©; = Cpn que dans le cas particulier où n ne dépend pas 
de w, tandis que dans le cas général ces vitesses sont différentes. 
Par exemple, pour les rayons X se propageant dans un milieu 


a e e Ld e e # La D 
avec n — 1 — TE 0 l'indice de réfraction est inférieur à 1. On a donc 


Cph >> c. Or, cela ne signifie nullement que 1 signal ira plus vite 
que la lumière ! En effet, on obtient sans difficulté 


dn a 2a , 4 
RDS an D EN es 


si bien que & <c. 

L'expérience montre que le principe de Fermat tient compte 
précisément de n et de ch ; on se persuade donc une fois de plus que 
ce principe ne découle point de la tendance de la lumière de parcou- 
rir aussi vite que possible la distance séparant un point de l’autre. 
Ce qui compte, c’est précisément la condition d’addition des ondes, 
qui dépend de la phase de l’onde. 

Pour mieux comprendre la différence entre valeur minimale et 
valeur stationnaire d’une fonctionnelle dans un processus réel, nous 
emprunterons un exemple très simple à l’article de Max Planck 
« Principe de la moindre action ». Le chemin d’un point matériel 
libre, qui se déplace sur une surface sans subir aucune action extérieu- 
re, représente la ligne la plus courte entre le point de départ et le 
point d'arrivée. En particulier, sur une sphère, ce sera l’arc de grand 
cercle. Mais si le chemin est plus long que le demi grand cercle, sa 
valeur sera stationnaire, mais, on le conçoit bien, non minimale de- 
vant les longueurs des chemins voisins. Cette valeur ne sera pas non 
plus maximale, étant donné que l’on peut toujours, en donnant au 
chemin un profil sinueux, augmenter sa longueur en laissant intac- 
tes son origine et son point terminal. Cette valeur a le caractère 
d'un minimax (voir $ IV.6). Evoquant l’idée selon laquelle la nature 
est régie par la Providence et qu’à l’origine de tout phénomène de la 
nature est la tendance vers un but qui est atteint par le plus court 
Chemin et par les meilleurs moyens, Planck remarque à ce propos 
avec sarcasme : « Donc, la Providence ne joue plus en dehors du 
demi-cercle ». 


Exercices 


1. On sait que l'équation de l’ellipse est déduite de la condition selon 
laquelle la somme des distances de n’importe lequel de ses points X à deux 
points fixes F, (x = — c, y = 0) et F, (ra = c, y = 0), c’est-à-dire la somme 
F,K + F,K = L, reste la même pour tous les points (fig. 185). Chercher la 
tangente et la normale à l’ellipse en son point X quelconque. Chercher les angles 
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entre les droites F1K, F,K et la normale en X. Montrer que tous les rayons 
issus de F, viennent, après réflexion, en #,, qui est donc un foyer. 

2. Considérer la réflexion sur la parabole y — x? d’un faisceau de rayons 
lumineux parallèles dirigé vers le bas suivant l’axe des ordonnées (fig. _) 
Admettant que la lumière est issue de À, za = 0, ya = Ÿ, et que Y est grand, 


remplacer par (Y — y,) la distance A X égale à V2 + (Y — yr}?. Déterminer 


y A 





Fig. 186 


la longueur ZL — AKN et le point N en lequel — — 0. Trouver la tangente 


et la normale à.la parabole en X et montrer qu’en W l'angle d'incidence est 
égal à l’angle de réflexion. 

8. Les points S et À se trouvent à la hauteur de 4 cm au-dessus d’un miroir 
et sont distants l’un de l’autre de 2 cm. Chercher L” (x,) et, pour À = 5-10-5 cm, 
déterminer les dimensions de la surface réfléchissante. 


$ 11. Principe de la moindre action 


Enthousiasmés par l'efficacité du principe universel du mini- 
mum d'énergie potentielle, permettant d'établir les positions d’équi- 
libre d’un système, lessavants se sont mis à la recherche d’un principe 
universel analogue qui aide à déterminer les mouvements possibles 
du système. Ces recherches ont abouti à la découverte du « principe 
de la moindre action ». 

Considérons d’abord un exemple particulier. Supposons qu’une 
particule de masse m se déplace suivant l’axe des x sous l’action d’une 
force de potentiel U (x). On sait (voir MS, $ VI.8) que ce mouvement 
a pour équation 


dèx 


AT 


= — U"(x), c'est-à-dire que me + U'(x)=0. (68) 


Il n’est pas difficile de trouver la fonctionnelle pour laquelle la 
dernière équation joue le rôle d’équation d’Euler ($ 4). Désignant 
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do . à : 
z Par x, on écrira (68) sous la forme suivante : 





da dd, d(—U) dpdfm?\1. 
Par RE usa 7) ]=0. (69) 


La dernière expression rappelle l'équation d’Euler, qui, pour une 
fonction x (£) inconnue, doit avoir la forme (cf. (29)) 


EF (x, 2)— Le  F (4, 2, 2) ]= O. (70) 


Mais la dérivation dans Les deux membres de (70) porte sur une même 
fonction, ce qui n'est pas le cas pour l'équation (69). Aussi doit-on 
rapprocher (69) de (70) en ajoutant sous les signes de dérivées les 
termes dont la dérivée est nulle : 


vo) -vo]}-0 


Nous voyons (cf. formules (25) et (29)) que la fonctionnelle cherchée 
est 











s=([ ua 
t4 


Rermarquant que le terme PE est égal à l'énergie cinétique T de 


la particule mobile, nous adopterons pour la fonction 
la notation suivante : 


à] 


à intégrer 


L=T—V: (71) 


c'est la fonction de Lagrange. Le problème variationnel consiste 
alors à chercher la valeur stationnaire de l'intégrale 


lo 
S—\ La, (72) 
î 
qui est désignée sous le terme d'action. Dans cette expression avec 
t, et &, les instants initial et final du mouvement, on compare tous 
les mouvements possibles aux mêmes conditions initiales et aux 
limites. On vérifie que dans toute une série des cas, par exemple si 
l'intervalle de temps £, — é, est suffisamment court, l'intégrale 
(72) prend pour le mouvement réel non seulement la valeur station- 
naire mais également minimale. C’est pour cette raison que la pos- 
sibilité de déterminer ce mouvement par résolution du problème 
variationnel de l'intégrale (72) porte le nom de principe de la moindre 
action. 
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Il se trouve que le principe variationnel de la moindre action 
a un caractère universel et se vérifie pour tout système fermé 
sans dissipation d'énergie (c’est-à-dire sans perte d'énergie, par exem- 
ple par suite du frottement ; d’ailleurs, dans un certain sens, le 
système avec dissipation d'énergie peut être considéré comme non 
fermé). Conformément à ce principe, parmi tous les passages possi- 
bles (vu les liaisons existantes) d’un état à l’instant £, à un autre 
état à l'instant #,, le système réalise un passage tel que l’action, 
c'est-à-dire l'intégrale (72), ait une valeur stationnaire (en général 
minimale). La fonction de Lagrange Z représente alors la différen- 
ce (71) entre les énergies cinétique et potentielle du système, chacune 
de ces deux énergies s'exprimant au moyen des cordonnées générali- 
sées du système (voir $ IV.8) et de leurs dérivées par rapport au 
temps. Le principe de la moindre action est applicable tant aux systè- 
mes caractérisés par un nombre fini de degrés de liberté qu’à des 
milieux continus, et aux phénomènes non seulement mécaniques, 
mais aussi électromagnétiques et autres. 

De même, on utilise le principe de la moindre action pour mettre 
en équation de faibles oscillations transversales d’une membrane 
tendue que nous avons considérée dans les derniers alinéas du $ 6. 
Du moment que l'énergie cinétique d’un élément (do) de membrane 
est égale à 


{ 0z \2 

zedo (3) : 
où p est la densité superficielle de la membrane, l'énergie cinétique 
totale de la membrane s'écrit 


1 0z \2 
Ego ||(S) dd. 
(6) 
Employant l'expression (43) de l'énergie potentielle, on obtient la 
fonction de Lagrange et l’action 


41 {e (HTC + (DT) dear 
4 {TN (EN (ET) rare 


t4 


Faisant intervenir l'équation d’'Euler en trois variables indépendan- 
tes (cf. $ 6), on obtient l'équation d'oscillations de la membrane 


wo) + (a) +2 (Ta) 
c'est-à-dire que 


02z T  92z 02z > { 92z 02z 4 
ot2 = (St Sr)=a (+) (e= —). 
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L'expression (71) de la fonction de Lagrange semble de prime 
abord formelle, anormale, car on ignore le sens de la différence des 
énergies. Pour y voir plus clair, prenons un exemple élémentaire. 
La trajectoire d’une particule d'énergie Æ connue dans un champ po- 
tentiel stationnaire U donné est conditionnée par le minimum de 


| p-dr le long du chemin pour lequel p = mv est l'impulsion et r le 


rayon vecteur. En effet, 
T—U—-2T—-(T+U)=2T—-E. 

Done, 

to t2 to lo 

| Làt=\ 27 a | E di— | 2T dt—E (tb —t), 

l1 1 t1 ti ; 
avec E (t, — 1,) constant. Ecrivons 2T = 2 — = MV-V, v di = dr, 

2 


on en obtient que la condition d’extrémum de | L dt coïncide avec la 
l1 


condition d’extrémum de | p-dr pour les extrémités du chemin et 
l'énergie données. On a alors p? = 2m (E — U). 
D'autre part, la condition de stationnarité de | p-dr est complè- 


tement analogue au principe de Fermat. En effet, en mécanique quan- 
tique, la jongueur d'onde liée au mouvement du corps est À — 


= 2nhlp, où À est la constante réduite de Planck {410-278 ). 


La probabilité pour une particule de se trouver en un point donné 
est alors proportionnelle au carré de l’amplitude d’onde, et les ondes 
dont les chemins sont différents s’additionnent. La condition de 


stationnarité de | p-dr le long d’une trajectoire calculée dans le 


cadre de la mécanique classique est justement celle d’addition d'ondes 
de même phase ayant emprunté des chemins voisins de la trajectoire. 

L'analogie existant entre les principes mécaniques de la moindre 
action et le principe de Fermat a grandement contribué au devenir 
de la mécanique quantique. 

On connaît un grand nombre d’autres principes variationnels dont 
les domaines d’application sont des plus divers, voire très éloignés 
de la physique, telle l’économie. Pour résoudre un problème économi- 
que, nous disposons généralement de certaines ressources (argent, 
matériaux, etc.) qu’il s’agit d'utiliser de la façon la plus avantageuse. 
On se trouve donc devant un problème de maximum dans lequel on 
recherche le plan optimal d'utilisation des ressources et l’on maxi- 
mise le profit. Selon la nature du problème posé, le choix du plan se 
fait soit à un nombre fini de degrés de liberté (c’est-à-dire qu’on 
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cherche un ensemble de paramètres qui caractérisent le plan), soit 
à un nombre infini de degrés de liberté (i.e. on cherche une fonction). 
Dans le premier cas, on résout parfois le problème par des méthodes 
du calcul différentiel ($ IV.6 et $ 7), et si le nombre de grandeurs 
inconnues et de contraintes est élevé, par des moyens d’une nouvelle 
branche des mathématiques connue sous le nom de programmation 
mathématique. Dans le cas où le nombre de degrés de liberté est infi- 
ni, le problème relève déjà du calcul variationnel. Dans notre vie 
de tous les jours, nous agissons à tout bout de champ selon des prin- 
cipes extrémaux analogues à ceux que l’on vient de décrire, encore 
que nous n’en soyons pas toujours conscients et ne le fassions pas 
de la meilleure façon. 


Exercice 


À partir de l’expression (11) de l’énergie potentielle d’une corde homogène 
posée sur une garniture souple, établir l'équation du mouvement de cette corde 
sans tenir compte de l'énergie cinétique de la garniture. 


$ 12. Méthodes directes 


On considéra longtemps le passage aux équations différentielles 
d’'Euler comme la méthode quasi unique de résolution des problèmes 
variationnels. Cependant, la résolution des problèmes aux limites 
à l’aide des équations différentielles s’avère souvent difficile; on 
n'obtient que rarement la solution explicite par quadratures, si bien 
qu’on est obligé de procéder par approximations. Encore plus rare 
est la solution explicite des équations d’'Euler pour les problèmes 
variationnels à plusieurs variables indépendantes. 

Aussi emploie-t-on de plus en plus souvent, à l'heure actuelle, 
des méthodes approchées hautement efficaces permettant de résoudre 
directement les problèmes variationnels et n’exigeant pas de passage 
aux équations différentielles, méthodes qui s'appellent méthodes di- 
rectes du calcul des variations. La plupart sont basées sur le passage 
aux problèmes d’extrémum d'une fonction de plusieurs variables, 
donc à des problèmes à un nombre fini de liberté. Nous allons considé- 
rer ici deux méthodes de cette espèce. 

La première utilise un processus opposé à celui décrit au $ 1 
(on y est passé d’un problème à un nombre fini de degrés de liberté 
à un problème variationnel en partageant l'intervalle, ce qui nous 
a permis de transformer la somme (3) en intégrale (7)). Le processus 
opposé permet de passer de l'intégrale à la somme et de ramener 
ainsi le problème d’extrémum d’une fonctionnelle à la recherche 
d’extrémum d’une fonction de plusieurs variables. 

Soit à rechercher l’extrémum de la fonctionnelle (25), étant donné 
les conditions aux limites (26). Partageant l'intervalle d'intégration 
en n intervalles partiels de même longueur par les points de division 
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To = 4, Lys Los + + + En —= 0 et notant y (x;) = y;, on opère une subs- 





. . | r r __ Yiti— Vi __b—a 
titution approchée y; — LEE EEE (r — ) , 
b n—1 n—1 
F(x,y,y')dx = > Fx,yi yyh&h > F (x, pi, HER), 
a i—0 i=0 


(75) 
(On aurait pu, de la même façon qu'aux $$ [.1 et II.2, faire appel 
à des formules plus précises de dérivation et d'intégration numéri- 
ques, mais nous n’allons pas insister là-dessus). Les valeurs y, = 
— Ya Et Un — Yv étant données, le problème revient à chercher l’ex- 
trémum de la fonction de n — 1 variables y,, yo, . . ., Yn_, figurant 
dans le second membre de (73). On a montré au $ 1 que ce problème 
se laisse parfois résoudre sans difficulté. 

L'une des méthodes directes les plus répandues du calcul varia- 
tionnel est la méthode de Ritz *), dans laquelle on cherche la fonction 
inconnue sous une forme contenant plusieurs constantes arbitraires 
(paramètres) ; dans le cas d’une seule variable on a par exemple 

y — (œ: Ci: Ca Fous Ca). (74) 

Le second membre doit être choisi de façon que les conditions aux 
limites imposées soient vérifiées quelles que soient les valeurs de 
ces paramètres. Substituant (74) dans l'expression de la fonction- 
nelle proposée, on obtient la valeur de la fonctionnelle en fonction 
de Cy, Cos + : ., Cn. Par là même, le problème d’extrémum de la 
fonctionnelle se réduit au problème d’extrémum de la fonction de n 
paramètres indépendants Ci, Ca, . . ., Cn, et ce dernier est résolu 
par les méthodes du chapitre IV. Il est vrai que la solution ainsi obte- 
nue est approchée, car toutes les fonctions ne peuvent pas être mises 
sous la forme (74). Plus grand est le nombre de paramètres C'; intro- 
duits, plus la formule (74) est « souple » (c’est-à-dire qu’elle approche 
mieux la solution cherchée), maïs, par contre, les calculs se compli- 
quent considérablement. Pour cette raison le nombre de paramètres 
est généralement réduit; pariois, il suffit même de prendre n — 1. 
Citons quelques exemples. Soit à trouver le minimum de la fonc- 


tionnelle 
1 


T= | (y'2L y?) dx (75) 
Û 
pour les conditions aux limites 


y (0) —=0, y(1) = 1. (76) 


*) Cette méthode a été proposée en 1908 par le physicien et mathématicien 
allemand F. Ritz. Le mécanicien russe B. Galerkin a formulé en 1915 une méthode 
plus générale, applicable à des problèmes aux limites de nature non nécessaire- 
ment variationnelle ; aussi la méthode en question est-elle appelée quelquefois 
méthode de Ritz-Galerkin. 


30—0317 
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Cherchons la solution approchée sous la forme 

y = x + Cx (1 — x). (77} 
(Le premier de ces termes satisfait aux conditions (76), le second 
aux conditions homogènes correspondantes qui ne changent pas par 
la multiplication par une constante arbitraire si bien que la somme 
tout entière vérifie également les conditions (76); on construit sou- 


vent sur ce modèle la fonction (74) dans d’autres exemples.) Après 
avoir porté (77) dans (795) et effectué des calculs appropriés, on obtient 


1 
I = | [A+C—2Cx) + (x + Cx—Cx?)?] dx — 


0 


= (1402440 À +20 —4C + AC? +) 
1 1 1 1 1 1 4 1 11 
+(S +0 HEC +20 7-20) = F4 CHE. 


5 
Pour avoir le minimum de cette fonction de C, annulons la dérivée : 
1 41 
| CMS 
d'où C — 2 — —(0,227 ; la solution approchée (77) a donc la forme 


yr = x — 0,227x (1 — x) = 0,773x + 0,227x°. 

On obtient un résultat plus précis avec la solution approchée 
y = x + Cr (1 — x) + Cox* (1 — x) à deux paramètres. Substi- 
tuant cette expression dans (75) et annulant les dérivées par rapport 
à C,et C:, on obtient (après des calculs que nous proposons de faire 
au lecteur) C; — —0,146, C; = —0,163, i.e. la solution approchée 

yrr = € — 0,146x (1 — x) — 0,1632? (1 — x) — 
— 0,854x — 0,017x? + 0,163x$. 
L'exemple proposé admet une solution exacte qu'on obtient 


d’ailleurs sans difficulté. En effet, l’équation d’Euler pour la fonc- 
tionnelle (75) a la forme 


2y— + (2y")=0, c'est-à-dire que ÿ—y—0, 


et admet comme solution générale ($ VII.3) 
y = Aef + Be”, 
où À et B sont des constantes arbitraires. Etant donné les condi- 


tions (76), on a 
eX — ex 


Yet : 
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Faisons la comparaison avec les deux solutions approchées : 






VII Vexact 









0,060 | 0,000 | 0,000 | 0 
0,080 | 0,085 | 0,085 | 0 
0,164 | 0,171 | 0,171 | O0 
0 
1 


0 0,546 | 0,541 | 0,542 
1 

2 

) 0,252 | 0,259 | 0,259 

4 

s) 


6 

7 0,652 | 0,645 0,645 

8 0,764 | 0,756 | 0,754 

9 0,880 | 0,874 | 0,873 
0,346 | 0,349 | 0,350 0 1,000 | 1,000 | 1,000 
0,443 | 0,444 





Ainsi, même dans sa variante la plus élémentaire, la méthode 
de Ritz assure dans l’exemple donné une précision très satisfaisante. 

La précision fournie par la méthode de Ritz s'avère encore plus 
élevée quand on cherche non pas la fonction réalisant l’extrémum, 
mais la valeur extrémale de la fonctionnelle. En effet, une faible 
variation de la fonction dans le voisinage de la valeur stationnaire 
de la fonctionnelle aboutit à une variation encore plus insignifiante 
de la valeur de cette dernière. (Comparer les variations des variables 
indépendante et dépendante dans le voisinage de la valeur station- 
naire d’une fonction, par exemple les variations de x et de y au voisi- 
nage de x = c sur la figure 180.) Aussi l’erreur sur la valeur de la 
fonctionnelle sera-t-elle un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à l’erreur entachant la fonction qui réalise l’extrémum. Ainsi, 
dans l’exemple que l’on vient de considérer, après la substitution 
de la fonction yr (x) la valeur minimale approchée de la fonctionnel- 
le (75) est égale à 1,314, tandis que la valeur exacte est 1,313. L’erreur 
ne dépasse pas 0,1%. Pour déterminer l'erreur résultant de la subs- 
titution de yrr (a), on aurait besoin de calculs beaucoup plus précis. 

Le lecteur qui aurait soin d'entreprendre des calculs analogues 
pour la fonctionnelle 


1= | (y'? + xy?) dx re) 


verrait que pour le volume de calculs presque le même la solution s’ob- 
tient avec une bonne approximation, bien que la solution exacte 
ne puisse être exprimée ici au moyen de fonctions élémentaires. Tant 
qu’on emploie les méthodes directes, cette circonstance n'offre pas 
d'inconvénient. 

Citons encore un exemple de fonction de deux variables. Soit 
à rechercher l’extrémum de la fonctionnelle 


1 
AUCOROEECC RES 
1 


30% 
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parmi les fonctions qui s’annulent sur le périmètre d’un carré limité 
par les droites x — +1, y — +1. Dans le cas donné l'équation d’Eu- 
ler ne peut être résolue de façon exacte au moyen de fonctions élé- 
mentaires. La solution approchée s'établit par la méthode de Ritz 
sous la forme 
u = C(1 — x?) (1 — y). 
Par substitution dans (79), on a 
1 1 


1= À {20e (7 +207 (1-2) + 


SEA 
+ 2C (1 — 2?) (1 — y?)} dx dy — 
2 2 { 2 2 1 
=4C2.2(1—5+) 44022 (154) + 
1 1\. 256 32 
+2C:2(1—7).2(1—+)= CHR. 
Annulant la dérivée, on obtient le minimum pour C — nn . Donc, 


la solution approchée du problème de minimum de la fonctionnelle 
(79) vérifiant les conditions aux limites mentionnées s'écrit 


9 2 
us — qi —2) (A7). 


La comparaison avec la formule exacte (représentant une série 
infinie) montre que l'erreur entachant cette solution approchée est 
égale en moyenne à 1,5 % ; l’erreur sur la valeur de la fonctionnelle 7 
constitue environ 0,2 %. 


Exercices 


1. Chercher la solution approchée du problème de minimum de la fonc- 
tionnelle (75) dans les conditions (76) en mettant cette solution sous la forme 
y = x + C sin xx. Comparer les valeurs Z et y (0,5) obtenues avec les valeurs 
æxactes. 

2. Chercher la solution approchée de problème du minimum de (78) 
dans les conditions (76) en mettant cette solution sous la forme (77). 

3. Chercher la solution approchée du problème de minimum de la fonc- 
tionnelle (79) (ce problème a été étudié au paragraphe) en représentant cette 
solution par uw = C cos . cos . Comparer Z et u (0, 0) obtenus avec les 
valeurs trouvées au paragraphe. 


Réponses et solutions 


En raisonnant comme on l’a fait au $ {, on trouve 


pi — (GA) F2) Fat Fe inn 


O=— D LOn— 1) Fit (n—2) Fate Fnetl nb 
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pe D rs + 2Fa + (0) Fil 


+ L (ni) Fi+(n—i—1) Fiys+...+1Fnal 


Posant =, im", F;=f(x;)h, h—>0, on a à la limite 





. 
x l 

= | +7 | GDF 68 (et 5 vL 2). 
0 x 


& 2 
1 8 1 
1. ÔT — — | _- dx ; 2y (0) Ôy (0) + | (xÔy + 2y'0y') dx. 
0 


1 1 
2 
2. Dans l’exemple donné ar— | Geo) | (2x)2 d= a+; 
0 


0 
ÔlI—a. Résultats du calcul: 
a AT ÔT Erreur relative 
1 1,2 1 —17% 
—0,1 — 0,098 04 — 2% 
0,01 0,01002 0,01 —0,2% 


$ 3 

L’ équation (22) se présente dans les deux cas sous la forme (1 — x) 2 (y — 
— 2x) = 0, d'où y — 2x. Cette solution confère à la fonctionnelle la valeur 
stationnaire / = 0 qui n ‘est minimale que dans le cas a). Dans le cas b) la 
solution a le caractère d'un minimax (cf. $ IV.6), et le problème de minimum 
n° a pas de solution. 


& 4 
1. a) L’équation d’Eulers’écrit 2y + (2y')=0, c’est-à-dire que y” —y—=0, 


d’où y—CyeX*+Cse-* (voir $ VIL3). A partir des conditions aux limites 





il vient 0—Ci+Co, 1—Cye+Cse”l, d’où nm , Co— et défi- 
= eX — eTXx 
nitivement mr er 1 . 
b) F3 la formule (34) yy'2—2yy'-y =C,yy'2= —C, V7 dy = + V-C dx, 
y/2— = V—-C z+Ca=Cix+ Co. D'après les conditions aux limites p”/2— 


= Cs; + — Ci+ Co, d’où y° 2 (9 “2 D°/2) xp $/2 et en définitive y=[(q"/2— 


3 3/912 
— p°/2) z+p /2] /3. 
2. Substituant la dernière solution dans 7, on obtient, après des calculs 


nl 4 | 
appropriés, - (a2— pl? d’où de p'/?2 (g°/2— D°/2). D'après la for- 
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mule déduite dans le texte, LUE — (2yy') = —_9p2 (9/2 p°/2) x + 
0p x=—0 3 

+p/2]- "3 (g°/2—pÿ/?) LD EE — 5 pe (q°/2— p°/2), On aboutit donc au même 

résultat. 


3. Puisque la longueur du graphique de y=—f (x) (a << x <b) est égale à 


À V1+7y"2 4x, le problème revient à déterminer la ligne qui rend minimale 
a 


la fonctionnelle dans les conditions (26). On tire de (34) que V1+y'2— 
1 
2V1+7? 

$ 5 
Il découle de l'équation d’Euler que pour a x, 2x, 3x, ... la seule 


fonction qui puisse vérifier les conditions aux limites et conférer à la fonction- 
nelle la valeur stationnaire est y = 0. Substituant y — Czx (a — x), on obtient 


—C, d'où y'—Cy, y—Cyr+C2 C’est l’équation d’une droite. 


3 
I — CO (10 — 42), d’où l’on voit que pour a > 1/10 le problème de minimum 


2 
n’a pas de solution. Substituant y = C sin , on à J = (x? — a?), d'où 


l’on voit que pour a > x le problème de minimum n’a pas de solution. On 
montre qu'il en sera de même avec a = 27, 3x, . . . et que pour a  n la fonc- 
tion y = 0 est solution du problème de minimum. 


$ 6 
b 


1. Pareillement à (27), on aboutit à l’égalité | (Fyôy + Fy'ôy" + Fy" 5y")dx —0. 


a 
Intégrant par parties une fois le second terme et deux fois Le troisième, on 
obtient 
b 
FE pt pie) 6y dx —0 
( V— 3x TS 1) y at —V, 
a 
d’où l’équation cherchée 
d 


? La dè La 
Fy— Fy+s Fyr =0. 


2. Désignons brièvement 2° —p, 2, =; il s’ensuit l’équation 


’ ” ” dz ” Ô 2z ” 02z ” ” OZ "” 02z 
$ 7 


a) u* — 2? — + 2 — 2x — À (x + 2y — 2); on a alors, en vertu des 
conditions de stationnarité, 


2x —2—À—0, —2y —21—=0, 22L À = O0. 


Exprimons x, y, z en fonction de À et portons-les dans l'équation de liaison; 
il vient À — —2, d’où les coordonnées du point d’extrémum lié x = 0, y = 2, 
g—1; bb) u*—= x y + 2 — 2x — À; (x + y — 2) — À (x + 2y). D'où 
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2x —2— 4 —Ào = 0, —2y — À — 249 = 0, 2z2+ A1 = 0. Faisant inter- 
venir l'équation de liaison, on trouve x — _ D'or are. 

$ 8 

1. Soient Ox l'axe de rotation et y—y(r) > 0 (a<r<b) l'équation du 
contour de la section axiale; le volume et l’aire du corps de UOMEON 


s’expriment alors d’après les formules (cf. p.ex. MS, $ III.7) v=x | y? dx, 


b 
S—27 | y V1+ y'2dx. L'intégrale intermédiaire (34) pour la ïionction 








a 
PRE ——— 2nÀuyy’ | ‘ 
n(y2—2%y V1Ey?) s'écrit x (y2—2y Ve) HE y'=Cy c'est-à- 
j Vi+7? 
dire que x (ae) —C;. Puisque y peut être nul, on a C,—=0 et 
y” 


ein d’où l’on obtient par intégration (x+C)2+y2—412. Le 
y' 
corps cherché est une sphère. 

2. Comme la longueur L du fil suspendu (Z) d’équation y—y (x) est 
connue et la hauteur du centre de gravité se définit, conformément au $ XI.2, 





par la formule yc.g, = T | y dL, le problème se réduit à minimiser l’intégrale 
(L) 
B=— | y dL= | y Vi+y'2dx pour L= | Vi+y'2dx donné. On écrira 
(L) (L) (L) 

l’équation d’Euler pour la fonction y W1+y'2—X VIH y 2=(y—ù) V1+7y2 
qui, après la substitution y—2À=—y, devient la fonction étudiée . l’exemple 
du $ 5. Ce problème a pour solution la chaînette d’équation = ET 
LeTA&+O)] 3, où k, C, À sont des constantes arbitraires. 

_. , où R est le rayon de la sphère. Dans 
le second exemple À est la différence entre l’ordonnée du point le plus bas de 
la chaînette et le rayon de courbure en ce point. 


$ 9 


1. La fonction z prend la valeur stationnaire z—0 au point (5 , 3) : 


3. Dans le premier exemple À — 


Ne | ns 1 1 
Chaque côté d’angle droit porte une valeur stationnaire liée: ;— 7 °n (o. 5) 
1 1 
et z— Dr: en (+ 0). Les valeurs aux sommets sont 0, —2 et 2. Donc, 
Zmax — 2 à lieu en (2, 0), et zmin— —2 en (0, 2). 

Dans l’exercice 2 du $ 8 nous avons déduit l’équation de la courbe 
que prend le fil. Deux cas sont à considérer ici. Si le fil est suffisamment 
court, L << Lo, de façon qu’il n'’atteint pas le «sol», c’est-à-dire la droite 

eRx =: e-Rx ek + ek eR — ek 


y=0, on a Bon pp +1, Dans ce cas L=—— 





, Si bien que, 
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> ne 242k—eh—eR 

pour L donné, on peut calculer numériquement 4. Puisque ymin RE ; 
on détermine Z, pour celui des k > 0 pour lequel 24+2k—ek+e-k, Si L> Lo, 
la ligne se compose de deux courbes et d’un segment de droite reposant 
: | er&x—0) e-Rk&— C) 
sur le sol. La courbe à droite a pour équation y= ——+——— avec 
2k 2k k 
enA-C) LAC) 1 


Ts —+=1, d’où l’on exprime C en fonction de 4. La longueur 


totale de la ligne est 


R(—C) _ ,—R(1-C) 
L = 20 + —————— 


8 10 


1. L’équation de l’ellipse V/{x+c)?2Ey2+ V/(x—c)}?+y2—L devient 
après transformations 4 (L2-— 4c2) 324 4L2y2=ZL2(L2—4c2), Les équations de la 
tangente et de la normale en un point arbitraire (xp, yo) Sont respectivement 





__ (Lè—4c)xo __ L2y 
y De 2 0) et U— VOTE Act) ae (t — 0). 
Les angles cherchés s’obtiennent par la formule tg (B 2. HE . 
| ___ Yo . TR 
Pour le premier angle on pose tg «x — Ra tg Er A ra il vient 


alors, après transformations, tg B—a)=75 73: C’est aussi la valeur de Ia 


tangente du second angle, d’où la dernière assertion de l’exercice 1. 
2. Si le point NV a les coordonnées (0, y), alors 


LV y + V et rune + Var (ex un). 


De la condition _ — 0 ontire UN = . Les équations de la tangente et de la 


normale en À prennent respectivement la forme 


2 1 
y—zm=am(x—tx) et y—2x — Dr (x —zK), 
r° - 
Kk—— 
et l’équation de la droite NK est ya —7 (x — xx). L'égalité des 
K 


angles cherchés est démontrée de même que dans l’exercice 1. 
3. Supposons que les coordonnées de S et À soient (—1, 1) et (1, 1). 
Alors L— V{x+1)2+41+V/(x—12+41, x29=0, L' ED cm. On en dé- 
9-1075 


1/2 


duit le diamètre de la surface réfléchissante 2 —1,7.10-2 cm— 





—0,17 mm. 
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& 11 
Dans l’exemple proposé 


l l 

= _ 1 ) 2 2 | 

L=T-U=z | p( Fra ) de | Er For —f (e) v | dt. 
0 0 

Ecrivant l'intégrale de l’action et faisant intervenir l’équation d’Euler 


du $ 6, on aboutit à l’équation cherchée sous la forme Fo 0e 


ô ôy ô 8y\ ee ®2y  P 6?2y 
(er) te (Pa) 0 c'estrècdire que rt mr + S {(a). 


$ 12 
1. Substituant y—zx+C sin nx dans (75), on a 1—=— 3 ee 


al =? 
De la condition ce on tire C — - a 


respectivement égales à 1,315 ne 0,2 %) et à 0,441 (erreur 0,7 %). 





2, 


— 0,0588. T et + sont 


2 
2. Par substitution, on a 7 — 7 Es 10 +5G : Conformément à la condi- 


tion de minimum, C— _ I — Le , 247. 


7° 70 
202 
3. Par substitution, on trouve I — à L ee D’après la condition de 
32 


minimum, C= ——ÿ7— —0,331. Z et u (0, 0) sont respectivement égales à 
ñ 


—0,537 (au lieu de —0,556) et à —0,331 (au lieu de —0,312). 





CHAPITRE XIII 


CALCUL DES PROBABILITÉS 


$ 1. Position du problème 


Dans la nature et dans la technique, on a souvent affaire à des 
phénomènes dont l’étude n’est possible qu'avec le concours de la 
branche des mathématiques appelée calcul des probabilités. 

Le jeu de pile ou face en est un exemple classique élémentaire. 
Lorsqu'on jette une pièce de monnaie, elle retombe soit pile, soit 
face. Si elle fait plusieurs tours dans l'air, on obtient en moyenne 
autant de fois pile que face. Pour un grand nombre de jets, pile et 


face apparaissent environ (5) N fois chacune. Dans les deux cas NV 


est multiplié par le même nombre, soit + qu'on appelle la probabilité. 
On dit alors que pour un seul jet, la probabilité w, d'obtenir pile 


est et la probabilité w, d'obtenir face est également L | 


Prenons un autre exemple. Imaginons un dé dont une face est 
blanche et les cinq autres noires. Jetant ce dé N fois (N grand) 


on amène environ (5) N fois la face blanche et (+) N fois la face 
noire *). Aussi dit-on que la probabilité d'obtenir la face blanche 


Wb =+ , et celle d'obtenir la face noire wn — à . [Il est évident que 


la somme des probabilités de deux événements contraires (pile ou 
face dans le premier cas, face blanche ou face noire dans le deuxiè- 
me) est égale à 1. 

Un autre exemple est fourni par la désintégration (ce phénomène 
a été étudié en détail dans les MS, ch. V). Observons un atome d’un 
corps radioactif. Sa désintégration au bout d’une courte période de 
temps T a la probabilité wt (avec w constante) de se produire, i. e. 
celle-ci est proportionnelle à t. Par contre, la probabilité de l’événe- 
ment contraire est À — wt. La constante w est caractéristique du 


(Q Q Lé Q e 4 ci #7 D] Q 
corps radioactif donné ; elle a la dimension = et est liée à la vie moyen- 


T 
*) Le matériau du dé est supposé homogène. 


ne 7 de ce corps par la relation w — 


ç 1] POSITION DU PROBLÈME 475 


Il est clair que la probabilité de la désintégration ne peut être 
wTt que pour des t très petits. En effet, pour des Tt plus importants, 
on peut obtenir par exemple wt > À, ce qui est absurde. Aussi se 
limitera-t-on à des intervalles de temps dé très courts. La probabilité 
w dt attachée à la désintégration sera alors très faible et la probabi- 
lité (1 — w -dt)de l'événement contraire sensiblement proche de l’unité. 
On en déduira au $ 5 la probabilité a de la non-désintégration durant 
un temps fini £#, à savoir a — (1 — w-dt)t/dt — e-wi, et ]a proba- 
bilité b de la désintégration dans le même temps, à savoir b — 1 — 
— a = 1 — e-vi, 

Il peut arriver qu’une épreuve puisse amener plusieurs événements. 
Ainsi, en jetant un dé, on aboutit à six résultats différents (aux six 
chiffres des faces). La probabilité de chaque événement est donc ue 

Enfin, le résultat d’une épreuve isolée peut se présenter sous la 
forme d’une grandeur parcourant une suite continue de valeurs. 
C’est le cas, par exemple, du poids p de chaque poisson dans la pêche 
à la ligne. On peut grosso modo diviser l’ensemble des poissons en 
menu fretin (ou alevins) jusqu’à 100 g de poids *), poissons moyens 
de 100 g à 1 kg et gros poissons d’un poids supérieur à 4 kg. Alors le 
résultat possible de la pêche se caractérisera par trois nombres: pro- 
babilité de remonter un alevin w,, celle de pêcher un poisson moyen 
Wm et probabilité de tirer de l’eau une grosse pièce w,, en remarquant 


que 
Wa + Wm + We = 1. 


Or, une telle description de la pêche est par trop simpliste. En effet, 
la réalisation du troisième événement peut signifier qu’on a pris 
un poisson de 1,1 kg tout aussi bien qu'un poisson de 20 kg. 

Convenons de noter dw la probabilité pour avoir un poisson d’un 
poids compris entre p et p + dp, où dp représente un très faible ac- 
croissement du poids. Cette probabilité est naturellement propor- 
tionnelle à dp. En outre, dw dépend aussi de p. 

En effet, rien ne nous autorise à considérer que la probabilité 
de capturer un poisson dont le poids varie de 100 à 110 g est égale 
à celle d’en pêcher un autre pesant de 1000 à 1010 g. On peut donc 
poser : 

dw = F (p) dp. 


La fonction F (p) est appelée densité de répartition des probabilités. 
On sait que la somme des probabilités pour attraper tel ou tel pois- 
son est égale à 1, d’où 
| F(p)dp=1. 
0 


*) Bien entendu, cette définition du menu fretin est discutable aux yeux 
d'un pêcheur de métier. 
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On modifie quelque peu notre problème et l’on ne considère que 
le seul lancer. Un poisson peut mordre ou, hélas, ne pas mordre à 
l’hamecçon. Cela nous permet d'introduire la probabilité k de ramener 
sur terre l’'hameçon sans poisson et la probabilité 1 — k de remonter 
un poisson (d’un poids quelconque), pour classer ensuite les derniers 
cas selon la fonction F (p). On peut procéder autrement : le fait d’avoir 
retiré de l’eau la ligne sans poisson équivaudra à pêcher un « poisson 
de poids nul ». On se passera alors de parler d’une pêche ratée et on 
obtiendra une fonction jf (p) dite densité de répartition pour laquelle 


zéro constitue un point singulier. | f (p) dp = 1, mais le point p = 0 


apporte à cette intégrale une contribution finie; cela signifie que 
f (p) contient un terme de la forme kô (p) (voir ch. VI sur la notion 
de fonction delta). La nouvelle fonction j (p), relative à un seul lan- 


cer, est liée à la fonction F (p) (relative à un poisson réel attrapé, 
avec p >> 0) par la relation 


f (p) = k8 (p) + (1 — k) F (p). 


Ces quelques exemples donnent une idée de l’objet du calcul des 
probabilités. Examinons quelques questions qui surgissent à ce 
propos. 

Supposons que l’on jette cinq fois une pièce de monnaie. Quelle 
est la probabilité d'amener cinq fois pile? d'amener quatre fois pile 
et une fois face (le numéro d'ordre du jet donnant face est sans impor- 
tance) ? Rappelons-nous que la probabilité d'obtenir pile en un coup 


est Z . Pour résoudre de tels problèmes on doit se débrouiller au milieu 


des opérations algébriques, et lorsque le nombre d'épreuves est très 
élevé, on aura nécessairement recours à des méthodes de mathémati- 
ques supérieures, faute de quoi les calculs s’avéreront impossibles. 

Passons aux problèmes liés au phénomène de Ia désintégration. 
On demande, en partant de la probabilité de la désintégration du- 
rant dt, de trouver la probabilité de cet événement pendant un temps 
t qui est arbitraire et pas nécessairement court. Pour résoudre ce 
problème, on aura besoin de l’appareil des mathématiques supérieu- 
res. (Ce faisant, on obtiendra entre autres quelques résultats cités 
dans les MS, ch. V et dus, il est vrai, à un raisonnement quelque peu 
différent.) 

Dans le chapitre V des MS on considérait N atomes (N grand) pour 
obtenir la loi de variation de V avec le temps. Il ne s'agissait là, 
au fond, que de moyennes. La nouvelle manière d'opérer permettra 
d'aborder des questions autrement plus difficiles, par exemple: 
quelle est la probabilité d'observer dans un certain dispositif un 
nombre non moyen de désintégrations ? 
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Revenant à notre pêche, on peut calculer les probabilités d’avoir 
tel ou tel résultat en attrapant 2, 3,...,n poissons ou en lançant 
la ligne 2, 3,...,n fois. Ce dernier problème exige une technique 
poussée de calculs. 

Pour déduire les lois de calcul des probabilités, nous devrons 
recourir à la formule de Stirling ($ III.3), ainsi qu’à la formule 


| dr = V x déduite au $ IV.7. 


— O0 


Exercice 


On joue avec 36 cartes de quatre couleurs. Quelle est la probabilité pour 
que la donne commence par un pique? une dame? une dame de pique? un atout? 
(la couleur d’atout étant celle de la première carte retournée après la donne), 


$ 2. Probabilités composées 


On résoudra les problèmes du $ 1 à l’aide de la règle des proba- 
bilités composées. 
Explicitons cette règle au moyen d’un exemple élémentaire. 


Imaginons un dé à jouer à une face blanche et à cinq faces noires, de 


sorte que la probabilité de l’apparition de la face blanche wy — = : 


. 5 0 PO ON 
et celle de la face noire w, — —. Imaginons un autre dé à deux faces 
6 


peintes en vert et quatre en rouge. Pour ce dé les probabilités de 
voir apparaître les faces vertes et rouges sont respectivement égales à 


D 
Er D 


Plaçons les deux dés dans un même cornet, agitons-le et jetons les 
dés. Quatre configurations différentes seront à envisager: face blan- 
che-face verte, face blanche-face rouge, face noire-face verte, face 
noire-face rouge. Notons en abrégé: bv, br, nv, nr. Désignons les 
nombres de jets donnant ces résultats par My, MNpr, Nav, Mar et 
les probabilités correspondantes par wWpy, Wbr, Wnys Wnr: PTOposons- 
nous de déterminer ces probabilités. 

Supposons que le nombre d'épreuves W soit très grand. Partageons 
toutes les épreuves en deux groupes: celles qui ont donné la face 
blanche (b) (quelle que soit la couleur présentée par le deuxième dé) 
et celles qui ont donné la face noire (n) (toujours sans tenir compte 
du deuxième dé). On obtient alors N = N, + N,. Puisque wy — 


N 1 a 
= ,on a Ni —wN + N. De même, Na = wa N = N. 


Il est clair d'autre part que V, = N,,, + N,,. Il y a lieu mainte- 
nant de faire appel à la notion d'indépendance des événements. Nous 
admettons que le fait d’avoir la face blanche n'’influe absolument 
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pas sur la probabilité pour le deuxième dé de donner la face verte 
ou la face rouge. Autrement dit, nous considérons deux événements, 
apparition de la face d’une couleur déterminée du premier dé et appa- 
rition de la face d’une couleur déterminée du deuxième, comme étant 
indépendants. La réalisation de l’un de ces événements n'’influence 

N° 
On en déduit que MN, = w,-Ny = w, wi -N. On sait par ailleurs 


ones : N 
pas la réalisation de l’autre, ce qui donne w, — —— et w, 
b 


_ Nhv . 
QUE Wbr = —#", AUSSI 





 Wby = Wb Wy. 


On voit donc que la probabilité d’un événement complexe (appa- 
rition de la face blanche, puis de la face verte) est égale au produit 
des probabilités des événements indépendants élémentaires. 

Donc 

Wpr — Wb Wrs Wny —= Wn'Wy, Wnr — Wn ‘Wr. 

Comme on l’a déjà fait remarquer, en jetant à la fois les deux dés, 
seuls quatre résultats sont possibles : bv, br, nv, nr. 

Aussi on a 

by + Wbr À Wny + Wnr = À. 
La démonstration en est aisée. En effet, 
by À Wbr + Wnv + Wnr = WpWy + Wb'Wr + Wn'Wy + 
+ Wan Wr = Wp (Wy + Wr) + Wn (Wy + Wr) = 
= (wy + wr) (Wb + Wan). 

Chacune des deux dernières parenthèses renferme la somme des 
probabilités de deux événements élémentaires dont chacun exclut 
l’autre et dont l’un se produira certainement. (Le fait d'amener la 
face blanche exclut l’apparition de la face noire, et vice versa. On 
aura nécessairement l’une des deux faces.) Une telle somme des pro- 
babilités est évidemment égale à l’unité: 

Wp + Un = 1, wy + wr = 1, 
ce qui donne justement 
Wby + Wbr + Wnv + Wnr = 1. 


Passons à l’exemple suivant. [Imaginons un dé dont on sait que 
ses faces sont blanches ou noires. Soient «& et 6 les probabilités d’ap- 
parition de la face blanche et de la face noire respectivement en 
un seul coup. Supposons que notre expérience comprend trois jets. 
Comme, à chaque fois, on peut obtenir deux résultats, 25 — 8 résul- 
tats différents sont possibles au total *). 


*) Si l'expérience consiste en n jets, ce dernier chiffre est 2n, 
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Résumons-les de la manière suivante : 
Probabi- 
mier xième sième Résultat des lité de 
jet jet jet trois jets ent 


EL 4b; 2b: 3b 


727 Na 4b; 2b; 3n a«a?f 
41b; 2n; 3b a?B 


b 


ÈT Ab; 2n; 3n ab? 
b An; 2b; 3b  a?B 


{n; 2b; 3n af? 
b AÂn; 2n; 3b af? 


Nn An; 2n; 3n ps 

Ayant suivi chacune des flèches de ce schéma, on aboutit aux 
huit résultats possibles. L’avant-dernière colonne contient leur nota- 
tion abrégée : Le chiffre est le numéro d'ordre du jet et la lettre sa 
réalisation. Ainsi, les notations {n ; 2b ; 3n signifient respectivement 
qu'au premier coup on a eu la face noire, au deuxième la face blan- 
che et au troisième encore la face noire. Dans la dernière colonne on 
voit les probabilités de chacun des huit événements, probabilités 
qu'on obtient facilement par la règle des probabilités composées. 

Dans notre schéma, nous sommes attirés par exemple par les cas 
1b ; 2b; 38n et 1n ; 2b: 3b; dans les deux cas on a amené une fois la 
face noire et deux fois la face blanche, à cette différence que dans 
le premier cas la face noire a été obtenue au troisième coup, et dans 
le deuxième au premier. Généralement, dans les problèmes concrets 
de ce type c’est le nombre total d’apparitions de la face noire (resp. 
de la face blanche) qui nous intéresse, l’ordre des apparitions étant 
indifférent. 

De ce point de vue, les huit cas examinés peuvent être divisés en 
quatre groupes : 


b=9, n=0b=2,; net; b=t n—=2;: 
b= 0, n=5*). 
Ces désignations sont claires: b — 2, n — 1 désigne le groupe em- 
brassant tous les cas ayant donné deux fois la face blanche et une 
fois la face noire. Formons un tableau qui comprenne tous ces grou- 


pes, tous les cas constitutifs, les probabilités de chaque cas et les 
probabilités de chaque groupe. 


*) Pour une expérience de n jets, les 2? cas forment (n +1) groupes, à 
savoir : 
b=—n n—0;b=n—1,n=1;, b=n—2,n=2;...; b=0,n = n. 
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En ce qui concerne la probabilité d’un groupe, insistons sur le 
fait suivant. 

Si un groupe d'événements quelconque réunit plusieurs cas incom- 
patibles, la probabilité du groupe, c’est-à-dire la probabilité pour 
que l’un quelconque de ces cas se produise, est égale à la somme des 
probabilités des cas indépendants formant le groupe. Explicitons 
cela par un exemple. Supposons qu’on jette un dé qui possède des 
faces blanches, noires et rouges, les probabilités d'amener ces cou- 
leurs étant respectivement 


Wbps Wns Wr (Wb + Wn + Wr = À). 


Considérons un groupe d'événements b ou n et désignons sa probabi- 
lité par wprn. Recherchons cette dernière grandeur. 


N N 
Comme Dh = et Wn =: on a NM =wt-.N et N=wN, 
& : N N 
où À est le nombre total de coups. Il est clair que Lin = En 
.N 
= PORT op + Une On a donc Wbin = Wb + Wn. 


Ecrivons maintenant le tableau : 


Probabilité Probabilité 
Groupe du cas du groupe 


: 2b: 3b où 
: 2b; 3n 
: 2n; 3b 
: 2b:; 3b 
: 2n; 3n 
: 2b; 3n 
: 2n; 3b 
‘ 2n; 9n 





Il est facile de voir qu’en jetant le dé 7 fois, la probabilité d’ap- 
parition de m faces blanches et de # faces noires (m + k — n) est 
égale à «”B* pour une loi d’alternance donnée. Le groupe b — m, 
n — k renferme tous les cas ayant donné m faces blanches et Æ faces 
noires, sans tenir compte de l’ordre de succession des couleurs. 


La probabilité du groupe b — m, n — k est égale à celui des 
termes du développement du binôme de Newton 


: Ë 
(a+) = 0x" + na T$ + GT 2B2+...+$" 
qui renferme le facteur «"f", c’est-à-dire qu’elle est égale à T X 


x a"pÀ. 
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En effet, le coefficient de «"B* dans le développement de (œ + 8)" 
selon la formule du binôme de Newton est le nombre des façons d’ob- 
tenir m facteurs & et k facteurs B en ouvrant les parenthèses du pro- 


duit 
(G@TrB)(@TB)(@+$)... (ar). 
n "fois 

Le nombre des cas du groupe est de même le nombre des façons d’ame- 
ner m faces blanches et k faces noires en faisant alterner les couleurs 
à volonté. Par conséquent, le coefficient de «"B* dans le développe- 
ment binomial de (4 + 6)" est égal au nombre des cas du groupe. En 
vertu de la règle des probabilités composées, la probabilité de chaque 
cas déterminé b — m, n — k est égale à &"f". Aussi la probabilité 
d’un groupe est-elle égale au terme correspondant du développement 
du binôme de Newton. 

Il est évident que la somme des probabilités de tous les groupes 
doit être égale à 1, étant donné que tous les groupes embrassent tous 
les cas possibles. Démontrons-le. 

Comme a + ff —1,ona fe + B)" — 1. D'autre part, 


GB = one pp PT 
—=w(b=n, n=0)+w(b=n—1, n=1)+ 


+w(b=n—2, n=2)+...+w(b=0, n=n)*). 
De cette façon, 


w(b=n, n=0)+w(b=n—1,n =1) +... 
..+w(b=0,n=n) — 


Exercices 


1. Quelle est la probabilité d'amener pile en deux coups au jeu de pile 
ou face? 

2. On a lancé trois fois une pièce de monnaie. Quelle est la probabilité 
pour que la pièce présente trois fois pile? deux fois pile et une fois face? 

3. Un dé à quatre faces noires et deux faces blanches. Quelle est la pro- 
babilité d'obtenir en deux coups 2 fois la face blanche? 2 fois la face noire? 
une fois la face blanche et une fois la face noire? 

4. On jette ce même dé trois fois. Quelle est la probabilité d'obtenir deux 
fois la face blanche ct une fois la face noire? deux fois la face noire et une fois 
la face blanche ? 

5. On tire à la cible. A chaque coup, la probabilité de porter est de 0,1 
et celle de rater son coup de 0,9. On a fait partir deux coups. Combien y a-t- il 
de chances d'atteindre le but et de le rater? 

6. Dans les conditions de l'exercice 5, on a tiré trois coups. Quelle est la 
probabilité d’un coup réussi et de deux coups ratés, de deux coups réussis et un 
raté? 

7. Dans les mêmes conditions, quelle est la probabilité de toucher le but 
sur quatre coups? sur cinq coups? 


*) L'écriture w (b — m, n — k) désigne la probabilité du groupe dans 
lequel Ia face blanche apparaît m fois, et la face noire 4 fois. 


31—0317 
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$ 3. Analyse des résultats d’un grand nombre 
d'épreuves 


Au paragraphe précédent, on a obtenu les formules générales pour 
le cas de n épreuves identiques, dont chacune peut aboutir à deux 
résultats différents de probabilité &« et B respectivement. 

Tant que n reste petit, ces formules sont suffisamment simples et 
évidentes. 

‘Il n’en est plus ainsi pour n élevé, ces formules doivent être mises 
sous une forme commode et claire. Ce n’est qu’au prix d’un tel travail, 
qui équivaudrait à débarrasser une pierre précieuse de sa gangue *) 
et à la polir, que les résultats deviendront éclatants, impression- 
nants, qu'ils appelleront à des généralisations ultérieures. 

Prenons pour commencer le cas élémentaire &« — ff — 1/2 qui 
se produit par exemple quand on jette une pièce de monnaie ou un 
dé à trois faces blanches et trois noires. 

Soit nr — 100. Il est clair que la probabilité d'obtenir 100 fois 


pile (ou face) en 100 coups est extrêmement petite. D’après le $ 2, 


? x 100 { 1 . x | ; 
elle est égale à (3) = 5 © 79w + Confiant à une machine de jeter 


la pièce 100 fois par seconde, on attendra en moyenne 10°8s & 
Æ 310% ans pour le voir enfin tomber pile 100 iois de suite. II est 
clair que dans la plupart des cas on obtiendra, en 100 lancers, environ 
50 fois pile et autant de fois face. Or, quelle est la probabilité d’ame- 
ner exactement 50 fois pile et 50 fois face? On n’en sait rien sur la 
probabilité d’un résultat non moyen. Quelle est par exemple la pro- 
babilité d’avoir 55 piles et 45 faces, ou 60 piles et 40 faces? 

Essayons de répondre aux questions posées. 

Remarquons tout d’abord que la probabilité de chaque appari- 
tion de 50 piles et 50 faces, par exemple lorsqu'on a d’abord pile, 
puis face, puis de nouveau pile, ensuite encore face, etc. (pile'et face 


venant à tour de rôle), est égale à _— À ($ 2), c’est-à-dire que 
c’est la. probabilité d’avoir pile 100 iois de suite. La probabilité 
beaucoup plus grande d’amener 50 fois pile et 50 fois face (dans un 
ordre quelconque) est due à ce que cet événement ou « groupe » 
($ 2) admet un très grand nombre de différents cas d'alternance de 


pile et face. 
Dans le même paragraphe, nous avons constaté que cette proba- 
bilité est égale à 
n | mph 
milk AP" 


*) On dirait bien en modifiant un peut Maïakovski: « La science, une 
mine de radium: un gramme après une année de besogne. Pour une formule, 
on fouille un millier de tonnes de minerai de mots ». 
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où « est la probabilité d’avoir pile, B celle d’avoir face, n le nombre 
de lancers, m le nombre d’apparitions de pile, À le nombre d’appa- 
ritions de face (m + k — n). Soit r un nombre pair (ici nr — 100). 


On veut alors déterminer la probabilité d’avoir + fois pile et fois 


face. Aussi 
n | n | 


et la probabilité de l'événement en question est 
n n n! A\T 
w(p=+ ’ 5) (5) ; 
[(3)1 
Pour n grand, cette expression se prête fort mal aux calculs. Don- 
nons-lui une forme plus simple à l’aide de la formule approchée de 
Stirling pour n! (voir $ IIL.3). 


D'après la formule de Stirling n!—V2nn (=), (+)1= 


n 


— fn \2 
= V'rn (5) , AUSSi a-t-on 


o(p=s 15) Var 


En particulier, pour nr = 100 on a w — = Z 0,08. La 
probabilité d’avoir 50 fois pile et 50 fois face dans un ordre déterminé 
est égale approximativement à 107%. Donc, le nombre des diffé- 
rents cas réalisant un même résultat dans un ordre différent est 

0,08 
00 — 810%, 

Essayons maintenant d’apprendre à déterminer la probabilité 
du résultat d’une épreuve peu différent du résultat le plus probable. 
(Dans l'exemple considéré le résultat le plus probable est 50 fois 
pile et 50 fois face.) Désignons par Ô l'écart du résultat obtenu du 


résultat le plus probable, Ô — m — Ts. C’est ainsi que pour Ô — 5 


on a 55 fois pile et 45 fois face, pour Ô = —5, 45 fois pile et 55 fois 
face, pour Ô — —3, 53 fois pile, 47 fois face, et ainsi de suite. Dési- 
gnons la probabilité du résultat correspondant de l’épreuve par w (ô). 
On a pour le résultat le plus probable Ô = 0, si bien que 


w (0) =) —. (1) 


nn 
Calculons la probabilité w (6). Ceci est la probabilité pour qu’il 
y ait m= +06 fois pile et k=-—6 fois face, aussi est-elle 


31* 
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égale à 
w (Ô) _ : az où a=p=+ 
(5+6)1(5-5)! 
Par conséquent, 
! L'\7 
DL EE APE PT EE TÉL à 


EDEN] 


Augmentons maintenant Ô d’une unité, en cherchant déjà w (+1). 
On a alors 


| 
Ten 
Aussi 
640 __ (+6): 
EE] 
Notons que 


de sorte que 


w(ô+1) Di. n 
w (ô) 


Prenant le logarithme du premier et du second membre, on trouve 
Iinw($-+1)—Inw($)—In (1—#) —In (1 4 #CE ) . (2 


Nous supposons que nr (nombre d'épreuves) est grand et que <>. 
c’est-à-dire qu’on étudie de faibles écarts au résultat le plus probable. 


Les quantités À ct 0 sont donc petites, et l’on peut dévelop- 
per en série les logarithmes du second membre de (2). Faisons-le en 
nous limitant aux premiers termes. Il vient 
25 26 2(84+1) \ __ 2(5+1) 
nf) 2%, infs426+0) 2040 


n 
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La formule (2) prend la forme 


In w (6 +1) — In w (6) = — 


n 

Remarquons qu'il est possible de remplacer de façon approchée 
In w (ô + 1) — In w (ô) par la valeur de la dérivée de In w (z) cal- 
culée au milieu de l’intervalle, c’est-à-dire pour la valeur 6 + 1/2 
de l’argument, si bien que 


In w (8+-1)— nu (5) = [Imw (84) |]. 


Bien sûr w (ô + 1/2) n’est déjà plus la probabilité pour que l’écart 
du nombre d’apparitions de pile au nombre le plus probable soit égal 
à Ô + 1/2, puisque. cet écart doit nécessairement être un entier ; 
c'est le résultat de l’interpolation ($ II.1) de la fonction w (6) à 6 
entiers sur des Ô semi-entiers. Donc, 


26 nv (5+ 17) 


Posant ici br de sorte que dô—dz, on a 
4z 
pas In ur, (2}= — A 
Intégrant cette relation entre z=0 et z2—6, on obtient In w (ô) — 
2 
— ]n w (0) — . ou, en se débarassant des logarithmes, 
262 


w()=w(0)e 7%, 


Se rappelant (1), on trouve en définitive 


5 À 
wW (6) =) Le 7 *). (3) 
On s'assure aisément que ce résultat vérifie la condition 
+00 
| (8) dô — 1. (4) 


Connaïissant la forme de w © e #57, on aurait pu déterminer 
w (0) à partir de la condition (4), sans avoir recours à la formule de 
Vo e En Es Ô est un entiér et ne varie que dans les limites 


x ee Ô <> , mais, quand n est grand, w (ô) varie si lentement et 
*) Par des raisonnements analogues, désignant f (x) = In (x!) et partant 


de l'égalité f (n+1) — f (n) = In (n+1), on arrive à établir la formule de 
Stirling elle-même à un facteur constant près. (Faites-le !) | 


486 CALCUL DES PROBABILITÉS [Ch. XIII 


est si petit aux extrémités que nous ne commettons pas de grande 
erreur en mettant l'intégrale au lieu de la somme et en effectuant 
l'intégration de —oco à oo. 

La courbe donnant w en fonction de 6 est justement un graphique 
du type considéré au $ VI. en liaison avec la définition de la fonc- 
tion delta. Pour nr — 2 on obtient la courbe y, (x) montrée fig. 68, 


tandis que pour des n différents, on doit la comprimer 7 fois le 


long de l’axe des abscisses et la distendre autant de fois le long de 
l’axe des ordonnées. La courbe définie par (3) s'appelle courbe de 
Gausse ou courbe en cloche. De la formule (3) on voit que w (—6) — 


(7) 





Fig. 187 


— w (ô). C'était à prévoir: la probabilité (ô — 5) d'avoir 55 fois 
pile et 45 fois face est la même que celle d’avoir 45 fois pile et 55 
fois face. 

Utilisant la formule (3), on trouve pour rz — 100, lorsque, comme 
on l’a vu, w (0) — 0,08, 


w (1) = w (0)-e70:02 — 0,98 w (0), 
w (2) = w (0)-e-0,08 — 0,92 w (0), 
w (5) = w (0). 05 — 0,61 w (0), 
w (10) = w(0)-e? —= 0,14w (0), 
w (20) = w (0)-e8  — 0,00034 w (0). 
Introduisons la NU de résultat espéré : c’est le résultat d’une 
épreuve pour lequel À — w (0) < w (Ô) L w (0). Les cas dont la proba- 


bilité est plus Dette n'auront lieu que très rarement. Sont espérés 
donc les événements pour lesquels —8 <Ô<Ô, où 6, se définit 


par la condition w(8)=-1 w (0) (fig. 187). De cette dernière 


to 


e 
_ 26 


‘ : 2 1 20? 
expression on tire w(0)-e #* —=—w (0), ou =} 


—+—41 et, définitive- 
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ment, = V’2n. On espère par conséquent les résultats pour 
lesquels 
—5VA<s<z V2. 


Dans notre exemple, le résultat le plus probable correspond à 
ô — 0 (50 fois pile et 50 fois face). Or, sa probabilité n’est pas gran- 
de, rien que 0,08, et ne dépasse donc pas beaucoup celle des résultats 
voisins. Par exemple, la probabilité pour qu'il y ait 51 fois pile et 
49 fois face est sensiblement la même, à savoir, 0,98 -0,08 — 0,078. 

Il est beaucoup moins probable d'amener 57 fois pile et 48 fois 
face (ou 43 fois pile et 57 fois face). La probabilité d’un tel résultat 
est LE — 0,029. On peut donc espérer un résultat avec 43 à 57 
fois pile, soit 50 + 6, où 0Z 6 < 6, = 7. 

La grandéur 6, est proportionnelle à V n, donc, plus n est grand, 
plus s’écartent les limites du résultat espéré. Ainsi, pour n — 10 000 
4930 à 5070 fois. Cependant, l’importance de 6, par rapport au nom- 
bre d'épreuves nr décroît à mesure que r augmente, car la grandeur 


est proportionnelle à Fe , C'est-à-dire qu'elle est d’autant plus 
n 





Æ% 70, si bien qu’on doit espérer obtenir pile 


petite que n» est plus grand. 

Supposons qu’on cherche, en lançant une pièce de monnaie, à 
établir expérimentalement la probabilité d'obtenir pile. Ce faisant, 
on ignore si la pièce est bien plate ou, au contraire, incurvée, ce qui 
a pour effet d'amener un côté plus souvent que l’autre. Admettons 
qu'elle est bien plate et que la probabilité d’avoir pile est w, = 0,5. 

Après 100 coups, l’on aura obtenu le plus probablement de 43 à 
07 fois pile, soit 0,43 < wp < 0,57. L'erreur sur la probabilité ne 
dépassera pas 0,07 dans l’un ou l’autre sens. Donc, après avoir obte- 
nu en 100 lancers 44 fois face et 56 fois pile, on ne peut pas dire que 
l'événement pile est plus probable : pour permettre une pareille con- 
clusion l’expérience n’est pas suffisamment précise. On dit que l'écart 
de 950 n'excède pas l’erreur statistique. Tout ce qu’on peut dire, c’est 
que la probabilité pour qu’il y ait pile se trouve comprise dans les 
limites w = 0,56 + 0,07, donc entre 0,49 et 0,63; 0,49 < w < 
< 0,63, le cas w = 0,50 n'étant nullement exclu. Pour améliorer 
la précision, on augmente le nombre de coups. Après avoir lancé 
la pièce de monnaie 10 000 fois, l’on aura obtenu le plus probable- 
ment de 4930 à 5070 fois pile, c’est-à-dire que l’on aura 0,4930 < 
< wW L 0,5070. En ce cas l'erreur sur la probabilité ne dépassera 


pas 0,007 dans l’un ou l’autre sens. Il est clair que l'erreur ds 


— commi- 
n 
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D] 


se sur la probabilité est proportionnelle à _. Aussi, pour avoir 
n 


l’erreur 10 fois plus petite, doit-on centupler le nombre d’expérien- 
ces. 

La formule (3) a été établie en supposant Ô petit. Aussi doit-on 
s'attendre à ce qu'elle donne, pour Ô élevé, des erreurs graves. Cal- 
culons par exemple, pour rz — 100, la probabilité w (50), c’est-à-dire 
la probabilité d'obtenir 100 fois de suite pile sans qu'il y ait une 
seule fois face. Par la formule (3) on trouve 

2.502 
w (50) =w(0)e 100 —0,08-e750 & 10725. 


D'autre part, en calculant cette probabilité par la formule nous avons 
obtenu 10-30, Donc, pour Ô grand, la formule approchée (3) présente 
en effet des erreurs considérables, qui sont cependant inessentielles 
vu que, pour Ô grand, les probabilités elles-mêmes sont infimes. 

Quelle est la probabilité wep d'obtenir l’un quelconque des 
résultats espérés, c’est-à-dire un résultat tel que Ô soit compris entre 
— 0, et +6,? De toute évidence, cette probabilité est égale à 


+61 








Wesp = | w (Ô) dd 
— 0: 
ou, faisant appel à (3), 
MUR” 
2 —_ 
wy=V À | e n dù 
fe 
Substituons la variable de cette dernière pu d’après la formule 
à — A4 (= —) : | 
TL 


il vient alors dô — Je dt. L'intégrale sera comprise entre —4#; 


et —11, avec 


_ Vr “2y 
ussSIi Lu V3 _n 3 _ 
V PA Se 74 
Wesp — nn 2 | a V2 Î € 
- V2 0 
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de probabilité) des tables spéciales, dont on trouve un spécimen 
à la fin de ce chapitre. Consultant cette table, on trouve 


Wesp = D (V2) =D (1,414) = 0,842. 


Par conséquent, les cas qualifiés d’espérés *) constituent 84 % de 
tous les résultats possibles d’une épreuve, les autres cas étant comptés 
parmi les 16 % restants. 

On demande parfois de déterminer la probabilité d’un résultat 
tel que Ô ne soit pas supérieur à un Ô, donné. Cette probabilité est 





50 _— 25? 
2 n 
WÙ — —— | e d6. 
nx 
— CO 


Par changement de variable analogue au cas précédent, on 
obtient 


200 
V2 
{ 1 209 


si bien que w(8< 8) = +rD)=r+ TD ( x ) , ® étant lu 








2 
Üe ‘dt, où 6— 
ï 





dans la table. 

Prenons maintenant le cas à =£ $. Si l’on jette un dé n fois avec 
la probabilité « d'amener une face blanche & en un seul jet et la 
probabilité $ d’amener une face noire, la probabilité d'apparition 
de m faces blanches et de k faces noires (m + k — n) est égale, con- 


r x —_— n| mak 
formément au $ 2, à w — IH À B*. 

Cherchons le maximum de w en fonction de m. Il est plus commode 
de chercher le maximum de In w. (Il est entendu que w et In w pas- 
sent par un maximum pour la même valeur de m.) On a In w — 
= In n! — In ml — In À! + m In &« + k In f, ou, en se rappelant 
que £ — n — m, 

In w=ln n!l—Iln m!—1n (n—m)!+m In &+(n—m) In $. 
Admettons que le nombre nr de coups est fixe ; alors In w ne dépend 


PR : ? 
que de m. Cherchons la dérivée —_— oubliant momentanément 


que m ne peut être, par définition, qu'entier. On aura 








dinw dinm!  din(n—m)! 
er 0e be 


*) L'expression « résultat espéré » est sans doute employée ici au sens 
figuré, la probabilité d'obtenir un résultat qui ne l’est pas (nous ne croyons pas 
qu'on puisse le qualifier d’« inespéré ») est égale, avec la définition consentie, 
à 16 %, ce qui n’est pas trop mal. 
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Le premier terme à droite se calcule de la façon suivante: 


dinmi _In(m+1)l—-Inml > 1 
pre = pm ln(m+t)=inmt+in(1+—). 


Puisque, pour n grand, m est en général aussi élevé, on peut négliger 
la quantité In (1 —- —) Rs — devant In m. Donc, 








din m! 
—— = ]n m. 
dm 
Aussi 
di hi 
_—. _ —inm+in(r—m)+ima—Imfp= In 2. (9) 


Vu la condition de maximum (nullité de la dérivée), on à 


aim) _ÿ Sa SA 


In m$ m 





et, en définitive, 
m œŒ 
n—m PP: 


Le dernier résultat s’interprète facilement : le résultat le plus pro- 
bable de l’épreuve est celui pour lequel le nombre m des faces blan- 
ches et le nombre r7 — m des faces noires soient entre eux comme la 
probabilité &« d'obtenir dans une épreuve isolée une face blanche 
et la probabilité $ d'obtenir une face noire. 

De la dernière relation on tire mf — & (n — m), d’où m (a+$) — 
— an. Comme «à + 6 — 1, on a m— an. Donc, k = n — m — 
= n (1 — à) = nf. Il est donc le plus probable que l’on obtienne an 
fois la face blanche et fn fois La face noire *). 

Désignons la probabilité de ce résultat par w (na). Alors 


w (na) = ana. fnê, (6) 


n | 
(œn) ! (Bn) ! 
Par la formule de Stirling, on a 


ni= Van (2)"; (an1=VZme(#)", 


=> / Bn \Pn 
Gr)1= 28 (©), 
c'est pourquoi 
n | 1 1 1 


(an) ! (Br)!  V/2nnaB a"% pr8 


*) Remarquons que les nombres an et fn peuvent s'avérer non entiers. 
On admet alors que le nombre le plus probable d’apparitions de la face blanche 
est égale à l’entier le plus voisin de an. 
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Faisant appel à la formule (6), on trouve 


1 
w (na) Vans - (7) 

Proposons-nous de chercher la probabilité d’un résultat qui 
diffère peu du résultat le plus probable. Plus exactement, on cher- 
chera la probabilité pour que le nombre d’apparitions des faces 
blanches soit m — na + Ô, avec Ô petit devant n. 

On prend comme base de départ la formule (5) en posant m — 
— no + Ô et dm — dô. La formule (5) prend alors la forme 











d Inw (na +6) — ]1n & (Pr —) 
dô 7 (an<+6ô)f" 
Faisons subir au second membre les transformations suivantes : 
Ô 
apn (1——) 8 8 
jp ÉD nn 4) in (14) 
(an + ô) B Ô nf nœ 
an (14) 8 
Puisque s et sont petits devant l'unité, on peut poser 
ô ô ô ô 
mfi-sg)=-36, mit), 
d’où l’on tire 
dinw(na+ô) 8 Ô Ô 
dô = nB na  nab 
Ainsi 
dinw(na+ô) __  Ô 
dô 7 naÿ : 
Intégrant cette dernière égalité de O à Ô, on obtient 
Ô2 
In w (no + 6) — In w (na) = — ab ” 
d'où 
0 
w(na+ô)—=w(na)e 2n4B, 
Se rappelant que w (na) = — 7 — , l'on trouve en définitive 
V2rapn 
52 
Â = ———— 
Ô)————e 2aupn, 8 
w (Ra +) = € (8) 


C’est la probabilité d’un résultat tel que le nombre d’apparitions 
des faces blanches diffère de Ô du cas le plus probable. 
Qualifions de nouveau d’espérés les résultats pour lesquels 


= w (na) < w (na + 6) L w (na), c'est-à-dire pour lesquels —6, < 
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<Ô<Ô,, en définissant 6, par la condition w (na + Ô,) — 
=: w (na). Faisant appel à (7) et (8), on a 
1, à 1 a & __4 
——— 0 20n——— \, c'est-à-dire que =, 
V2napn d e V/2nafn q 2afn 
et en définitive 6, — V/ 2aBn. 
—-00 


A l’aide de (8), on vérifie sans peine que | w (na + Ô) dô — 1. 


On vérifie non moins facilement que pour &« — ff — 1/2 on obtient 
les formules déduites dans les premiers alinéas de ce paragraphe. 


Exercices 


1. On lance une pièce de monnaie 1000 fois. Quelle est la probabilitè 
d'obtenir exactement 500 fois pile ? exactement 510 fois pile ? 

2. On lance une pièce de monnaie 1000 fois. Quelle est la probabilité 
d'obtenir au moins 500 fois pile? au moins 510 fois pile? 

3. On tire 100 coups de feu. La probabilité d'atteindre le but est 0,1, celle 
de le manquer 0,9. Quelle est la probabilité pour qu’on ait exactement 10 coups 
réussis? exactement 8 coups réussis ? 

4. Les conditions restant celles de l’exercice 3, quelle est la probabilité 
d'atteindre le but au moins 8 fois? au moins 10 fois? au moins 12 fois? 

5. On a tiré 1000 projectiles, la probabilité de réussir étant 0,01. Quelle 
est la probabilité pour qu’au moins 8 projectiles touchent l'objectif visé? pour 
que 11 projectiles atteignent le but? 


$ 4. Entropie 


Nous avons vu que la gamme des résultats espérés est proportion- 


nelle à V/n et celle de tous les résultats possibles est égale à n. 
Conformément à notre définition des résultats espérés, qui veut que 


* 


leur probabilité soit plus grande à un L-ième de la maximale, ils 


constituent, pour un grand nombre d'épreuves, 84 % des résultats. 
On peut aussi adopter une autre définition des résultats espérés, 


en remplaçant par exemple le coefficient - par 0,001 ; 6, serait alors 


toujours proportionnel à V n (avec un autre coefficient de propor- 
tionnalité), mais les résultats espérés feraient environ 99,98 % de la 
totalité des résultats, et ainsi de suite. D'autre part, pour des n très 
orands, l'intervalle des résultats espérés n’occupe qu'une partie 
infime de l'intervalle de tous les résultats possibles, vu que 





Vr 
—+ 0 pour ñn— 00. 
n 
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Cette loi, aux termes de laquelle, pour un nombre assez grand 
d'épreuves, les valeurs de la variable aléatoire (dans notre exemple 
c'est le nombre d’apparitions de la face blanche) se groupent avec 
une précision relative aussi grande que l’on veut autour de sa valeur 
moyenne la plus probable, connaît de très importantes applications 
en physique. On utilise alors le principe selon lequel on peut rempla- 
cer des épreuves individuelles nombreuses sur un objet par une seule 
épreuve portant sur une population, c’est-à-dire un système composé 
par un grand nombre d'objets identiques. Par exemple, au lieu de 
jeter un grand nombre de fois un seul dé, on peut jeter simultanément 
beaucoup de dés, le nombre de faces blanches apparues restant assu- 
jetti à la même loi, c’est-à-dire qu'il se concentre autour de la valeur 
la plus probable. 

Imaginons d’abord un exemple élémentaire. Soit donné un jeu 
de N cartes (avec N très élevé, par exemple égal à 10!) dont aWV 
rouges et BW noires (x + B — 1). On ne distinguera pas les cartes 
de même couleur. Admettant que l’état du paquet se définit par 
l’ordre des cartes rouges et noires, on conçoit que le nombre total 
Q — Q (N, a) d'états possibles est égal au nombre de combinaisons 
de NV éléments aV à aW, donc à 
N! 
= RNTEN I 
Utilisant la formule de Stirling, on obtient (voir les calculs 
page 490) 

| 
 V2rNap aeN pBN 

On a vu que ces états ne sont pas tous équiprobables. Aïnsi, on 
calcule facilement la probabilité pour qu'avec MN — 10%, à = 0,5, 
les cartes rouges soient réparties dans Les 10! premières cartes du jeu 
(soigneusement battu) avec une densité moyenne dépassant de plus 
de 1% leur densité moyenne 0,5 dans le jeu tout entier. Puisque 1019 
ne constitue qu'une faible partie de 10/2, on peut admettre que la 
fréquence quelque peu élevée d'apparition des cartes rouges au 
début du jeu ne change pas la probabilité 0,5 pour que toute carte 
suivante soit rouge. Aïnsi, la probabilité cherchée est égale à la 
probabilité (examinée au $ 3) d’avoir >>1,01 0,5 «1010 — (0,5 .1010 + 
+ 0,5 -108) fois pile en 1010 jets. En vertu de la formule (3), elle 


« 


est égale à 


| | e—202-10-10 JS — | 7e e—t2/2 dt= + [1 — D (105)] 
0,5-108 10% 
(en posant 210-586 — #). 

Notre table ne fournit pas les valeurs de l'intégrale de probabilité 
pour les valeurs si importantes de l’argument ; la méthode décrite 
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page 67 permet cependant d'obtenir sans peine, pour x grand, 


O0 


1 — D (x) — 








2 
V2x 


Aussi la probabilité cherchée est-elle égale à 7 10-$e-108/2 & 
LA 





% 1072:10°, Ce nombre est infime. On peut affirmer que si l’on mêle 
et contrôle le paquet des milliards de fois par seconde pendant toute 
la durée d’existence du système solaire, on n’observera pas une seule 
fois la fréquence accrue d’apparition des cartes rouges qu’on vient 
de décrire. L’état du paquet doit être tel que n'importe laquelle 
de ses parties, composée de n cartes (n très grand), contienne environ 
an cartes rouges et fr cartes noires, l’erreur à craindre étant de l'or- 
dre deV n. Bien sûr, quand n est petit, par exemple n = 10 ou n — 
— 100, la densité moyenne des cartes rouges dans une telle partie 
peut s'avérer sensiblement différente de &; on dit que la densité 
présente des fluctuations locales. 

Appelons entropie du jeu de cartes considéré le nombre S — 
— ]n Q, c’est-à-dire le logarithme du nombre de ses états possibles. 
I] découle de ce qui précède que 


1 { 1 1 1 
SÆaNin—+fNing— in (2rafN) & N (ain —+8m) 


en négligeant, dans le second membre, le terme de l’ordre de In N 


D] 


< N. L'’entropie rapportée à une carte isolée est égale à _ _ 


= à in Z + p In F : 

Imaginons à présent deux jeux de cartes aux caractéristiques Ne 
ai et Vs, &o, l'échange de cartes entre ces deux jeux étant interdit. 
Ce système possède Q — Q,Q, états possibles (un état quelconque 
du premier jeu étant combiné avec un état quelconque du second), 
d’où l’entropie correspondante 
on voit que l’entropie d’un système de plusieurs composantes sans 
interaction est égale à la somme des entropies des composantes. 


Par contre, si l’on mêle ensemble les deux jeux, ils forment un seul 
jeu de N—N,+N, cartes, dont aN, + a N, — aN rouges, 


NitaN - 
avec œ — HIT Ge . L’entropie correspondante est 


$— ra à = (oiNi+aN:) x 


X In nn + (Bai + BaN) In 
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On vérifie aisément que pour &, —= @&, (et, partant, pour B, = fi) 
on a $ — S; on l’obtient également si l’on pense que pour &, — œ 
l’interaction des jeux, c’est-à-dire l’action de les battre ensemble, 
n'apporte rien de nouveau. Si &, = &,, alors, comme on va le voir, 


il y aura obligatoirement S—S. En effet, 
= N 
S —$S — (Ni +aN:) Ma 


N 
+ (BW + Ba) In FM LE — 


_N, (can + fi In =) _N, (can + foin -) | 


Considérant que V1, NV; et 1 sont donnés et que & est variable, 
et compte tenu de ce que f2—1—@, on calcule directement et 
sans difficulté que 


d(S —S) (BiNi+BaNo) do 
do = Mila (tiNi+aoNe) Be ? 
(da)? œe(ciNitaoNe) ‘ Ba (BiNi+BaNo) 
a(S—S) 
da 


Pour «&, = «&, on obtient S— S = 0, — 0, et puisque l’ex- 


2 
pression de la dérivée seconde entraîne que cette dernière est positive 


pour æ&, quelconque et que, par conséquent, la courbe de S — S en 
fonction de «. est convexe vers le bas, l’on aura, pour a, Æ &, 
S — S —0, donc S = S, ce qui confirme notre proposition. 

Imaginons maintenant que deux jeux de cartes aux caractéristi- 
ques W,, a, et N,, «. sont réunis maïs qu’en raison de leur volume 
trop grand on n'arrive à mêler ensemble que des portions relative- 
ment petites des deux paquets ; alors, pour &, >> «&,, à mesure que l’on 
poursuit l'opération, il se produit une « diffusion » graduelle des 
cartes rouges du second jeu dans le premier, et leur densité moyenne 
s’égalise. Séparant par une cloison en un instant quelconque les W, 
premières et les V, dernières cartes, nous pouvons arrêter la diffusion 
et calculer l’entropie pour l’état intermédiaire succédant à une 
pareille séparation. À mesure que la densité moyenne des cartes 
rouges s’égalise, l’entropie augmente. 

Une fois ce but atteint, l’entropie reste constante. À cause d’un 
brassage incessant, on peut supposer certes que les cartes rouges 
sont réparties dans une partie du jeu avec une densité moyenne sen- 
siblement plus grande que dans l’autre. Or, on a vu plus haut que 
pour un grand nombre de cartes la probabilité d’un tel événement 
est infime. Donc, la croissance d’entropie est un processus irréver- 
sible. 
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Le jeu de cartes que l’on vient de considérer est un modèle élé- 
mentaire d’un système physique statistique. Ce modèle a une seule 
dimension (les cartes forment un rang), et chacune des cartes est 
susceptible de prendre au plus deux états: elle peut être soit rouge, 
soit noire. (Pour un objet pouvant prendre plusieurs états de proba- 


bilités p; l’entropie rapportée à un exemplaire est égale à > p;ln L. | 
î i 


Des propriétés analogues caractérisent des systèmes statistiques réels 
plus compliqués, tels que le système de molécules d’un gaz contenu 
dans un volume déterminé. | 

Aux termes de la mécanique quantique, à chaque valeur de l’éner- 
gie Æ correspond un certain nombre très élevé Q d'états quantiques 
du système considéré, l’énergie interne de ce dernier ne dépassant 
pas Æ. Pour se faire une idée de l’ordre de grandeur de ce nombre, 
citons l’estimation approchée, démontrée en mécanique quantique, 
du nombre ©, d'états d’une molécule isolée dans un volume V, 
l'impulsion de la molécule n’excédant pas une valeur déterminée p: 
Q, — piV/Gn°f* (k & 10-27 erg:s; c’est la constante réduite de 
Planck). L’impulsion moyenne d’une molécule est liée à la tempéra- 
ture 7 du gaz par la formule p = V/ 34m, où k — 1,38 10-16 erg/degré 
est la constante de Boltzmann et m la masse de la molécule égale àÆ., 


où u est la masse moléculaire et NV, — 6,02 :10** (nombre d'Avogadro) 
le nombre de molécules dans une mole de gaz. Pour l’oxygène (u = 
— 32) on a par 1 1 — 10° cm° à + — 0 °C — 273 K° 
3/2 
Qu (31,88.108. a: 278) 1°. 109/602(10-27)8 2 2,5.10, 
Dans les conditions normales, 1 litre de gaz contient environ N — 
— 310%? molécules. Aussi peut-on admettre que le nombre total 
d'états quantiques possibles d’une telle portion d'oxygène est appro- 
ximativement égal à 
Q = QN = (2,5.1029)3-102 © 1010, 

Ce nombre dépasse l’imagination. On va voir d’ailleurs que les cal- 
culs ne portent pas directement sur ce nombre mais sur son logarithme 
(très grand aussi) et même sur la différence des valeurs de ce loga- 
rithme pour le système placé dans des conditions différentes. 

La grandeur $ — k In Q porte le nom d'’entropie du système ; 
k est ici un coefficient de proportionnalité égal à la constante de 
Boltzmann, qui n’a en principe aucune importance. La présence de ce 
coefficient tient à ce que la notion d’entropie avait été introduite 
pour des raisons différentes, à savoir pour étudier les processus 
thermiques. C’est pourquoi on choisit l’unité de mesure de l’entropie 
de façon qu’elle conserve la même valeur qu’en thermodynamique. 
En d'autres termes, avec le coefficient on obtient la température 
non pas en ergs mais en degrés. 
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La variation de Æ entraîne celle de Q, et aussi de S'; dans le cas 
où le volume reste constant, le rapport ee — x est la température du 


gaz. En considérant un ensemble de deux systèmes «a et b sàns inter- 
action, on a pour cet ensemble Q — Q,Q,, donc S — S, + 5%. 
S'il y a échange d'énergie entre les systèmes qui restent, à part cela, 
autonomes (les volumes de gaz étant par exemple séparés par une 
mince cloison), les relations restent les mêmes mais les grandeurs 
changent avec le temps. Si le système dans son ensemble est isolé 
du milieu ambiant, l'énergie se conserve, £ — Æ, + Er — const, 


d'où £a + Er = 0, le point au-dessus des lettres désignant la dérivée 
par rapport au temps. Il vient alors 


Donc, pour T, — 7% on a $ — 0; pour des températures égales des 
volumes de gaz en interaction, l’entropie ne change pas. Par contre, 
si la température du système «a est inférieure à celle du système b, 


Ta << %, alors E, > 0 et S > 0, ce qui signifie que le système a 
reçoit un apport d'énergie provenant du système db, et l’entropie de 
l’ensemble croît. On a une croissance d’entropie analogue dans le 
cas OÙ Ta >> To. Ce processus d'échange d'énergies et d'augmentation 
de l’entropie continue jusqu’à ce que les températures s’égalisent, 
après quoi, l’entropie demeure pratiquement à un même niveau. 
Logiquement, on peut imaginer un cas où, à la suite de l'échange 
d'énergie, la température d’une partie de système redevienne à un 
moment quelconque supérieure à la température de l’autre partie, 
mais ce cas est infiniment plus improbable que la variation de den- 
sité des cartes rouges dont on a parlé plus haut. D'autre part, des 
fluctuations de températures et de vitesses des particules qui y sont 
liées peuvent avoir lieu dans des volumes de gaz très petits: elles 
sont fournies par exemple par ce phénomène connu qu'est le mouve- 
ment brownien. 

Puisque l’entropie d’un système statistique ne peut que croître 
ou rester inchangée, les processus déterminant la croissance d’entropie 
sont irréversibles. Ces processus deviennent impossibles si on les 
filme et si l’on passe la bande en sens inverse. Mathématiquement 
parlant, une pareille inversion du processus se ramène à changer le 
temps { en —1. Ainsi, si la loi de déroulement d’un processus est 
mise sous la forme d’une équation différentielle linéaire ne contenant 
pas explicitement le temps f, la condition de réversibilité exige que 
les dérivées par rapport à # de cette équation ne soient que d'’ordre 
pair. Pour en donner une illustration, rappelons-nous l’oscillateur 


linéaire étudié au $ VII.3: dans l’équation (VII.21) le terme k % 


82—0317 
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correspondait à la force de frottement dans le système, et l’existence 
du frottement entraîne la dissipation d'énergie et, par là même, 
l’irréversibilité du système. 

Notons en conclusion que la loi de non-diminution de l’entropie, 
appelée aussi deuxième principe de la thermodynamique, a un carac- 
tère probabiliste et est liée, en fin de compte, au fait que chaque état 
se réalise dans la nature d'autant plus souvent qu'il est plus pro- 
bable. En d’autres termes, les processus impliquant la diminution de 
l’entropie n’ont pas lieu non pas en raison de leur contradiction for- 
melle logique, maïs simplement à cause de leur très faible probabili- 
té. 

$ o. Désintégration radioactive. 
Formule de Poisson 


Considérons le phénomène de la désintégration radioactive. On 
sait (voir p.ex. MS, $ V.3) que la probabilité pour qu'un atome isolé 
se désintègre pendant un temps £, très court est égale à w£, ; la pro- 
babilité pour qu'il ne se désintègre pas pendant ce temps est À — wf.. 
(w est une constante caractéristique du corps radioactif donné.) 

Prenons un intervalle de temps £ appréciable. Cherchons la proba- 
bilité w (t) de la non-désintégration. A cet effet, divisons # en plu- 
sieurs intervalles partiels de courte durée #,, #9, . .., t,. La pro- 
babilité de la non-désintégration pendant la période #; est égale à 


4 — Wie 

La probabilité w (t) est égale au produit des probabilités de ne 
pas avoir de désintégrations pendant chacun des intervalles de 
temps y, Los « + +, ne AUSSI 

w (t) = (1 — wt,) (1 — wt,) . . . (1 — wt,). 

Considérons In w (t). Il est clair que 

In w (t) = In ( — wt,) + In (1 — wts) +... + In (1 — wt,). 
Puisque les quantités wt,, wt,, . . ., wt, sont petites devant l'unité 
les logarithmes du second membre se prêtent à un développement en 
série. 5e limitant au premier terme du développement, on obtient 

In w (t) = — wi, — wts — ,., — win = —wt. 
En se débarrassant de logarithme, on trouve 
w (it) = er vi, 

Nous venons d'obtenir un résultat bien connu, à savoir le rapport 


e-%t du nombre d’atomes non désintégrés pendant le temps # au 
nombre initial d’atomes. 

Désignons par $ la probabilité pour l’atome de ne pas se désinté- 
grer pendant le temps f; il vient alors f — et, La probabilité de la 
désintégration est alors & — 1 — e—vi, 
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Avec n atomes, la probabilité w (m; n) pour que m atomes de ce 
nombre se désintègrent et que À — n — m ne se désintègrent pas 
s'exprime par la formule 

w (m3 n)=—t ap}, (9) 
Où &œ — 14 — e-vt, B —e-vi (voir $ 2). 

Prenons un cas particulier important: Supposons que le nombre 
total n d’atomes radioactifs soit très élevé et que la probabilité 
de la désintégration pendant le temps f soit au contraire très faible, 
si bien que le nombre le plus probable de désintégrations pendant 
cette période est un nombre fini. Désignons-le par u; on a alors 
u — an comme il a été montré au $ 3. 

Nous voulons donc savoir l’aspect de la formule (9) quand n croît 
indéfiniment, & tend indéfiniment vers zéro et leur produit an — u 
(aussi bien que m) reste un nombre fini. 


Considérons le facteur ee 0: * donnons-lui la forme 
| nm) 
IE (nt) (n—2) .….….(n—m+ ta" = 


(n—m) | 
= (na) (na — à) (na — 2a) ... 
...[na—(m—1)a]=u(u—) (u— 2) ...[m—(m—1) a], 
Alors, pour des n très grands et pour m fixe, on a 
niam 


(n—m)! RU 


Considérons maintenant la quantité f* — pr-m — (1 — œjn-m, 
Puisque «& est très faible, $ est proche de l’unité. Or, l’exposant 
n — m est grand, et, en remplaçant f"-" par l’unité, on risque de 
commettre une faute grave. 

Procédons alors de la sorte: 


n-m n-m 1— de n 
pr (ap TE 2 (1 — a), 


car (1 — &)" est proche de l'unité. Se rappelant que ra = u, on 
trouve 
2 
nm 


PRE Te 


puisque la quantité (4—£) est d'autant plus proche de e 


que 7x est plus important. 
De (9) on trouve définitivement, pour ñ — oo, que 


w(m; n)=wyim ; r) + uw (m)= Een, (10) 


32* 
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La nouvelle notation w, (m) désigne la probabilité de la réalisation 
de m désintégrations si le nombre le plus probable de désintégrations 
est u et le nombre n d’atomes très grand, de sorte que m est très 
petit devant n. 

La formule (10) résume la distribution de Poisson. 

Vérifions que la somme des probabilités w, (m) pour n'importe 
quel m est égale à l’unité, c’est-à-dire que 


O0 
D Wy (M) = 
n= 
En effet, 
O0 O0 O0 
Soufm= >» eue en D A e-nen 1. 
m=0 m=—=0 u—0 


La distribution de Poisson donne la probabilité de réalisation 
de m désintégrations si le nombre le plus probable de désintégrations 
est u, les désintégrations isolées étant indépendantes, c'est-à-dire 
que le fait d’avoir déjà assisté à un certain nombre de désintégrations 
ne change pas la probabilité d’en obtenir une de plus (nous avons 
fait à cette fin la réserve selon laquelle le nombre total n d’atomes 
raioactifs est grand, si bien que un, m< n). 

À la différence des problèmes des paragraphes précédents, nous 
n’imposons ici aucune condition au nombre total de désintégrations. 
Tandis qu’on considérait. là-bas des cas avec un nombre n déterminé, 
peut-être très grand, d'épreuves, qu'on se donnait et qui figurait 
dans les résultats, ici n (le nombre d’atomes ou, ce qui revient au 
même, le nombre d'épreuves sur les atomes pour savoir si tel atome 
se désintègre ou ne se désintègre pas) est supposé illimité. Par consé- 
quent, il en est de même du nombre de désintégrations. En principe, 
il est possible, quoique peu probable, d'assister à un nombre aussi 
grand que l’on veut de désintégrations pour le même nombre le plus 
probable u de désintégrations. . 

Si u est faible, plus exactement si u < 1, alors, à l’aide de (10), 
on trouve que la probabilité de ne pas avoir une seule désintégration 
est égale à en & 1 — u, c'est-à-dire qu’elle est fort voisine de l'unité. 
La probabilité d’une seule désintégration est sensiblement infé- 
rieure, notamment u-e-4 & u (1 — u) & u. Les probabilités pour 
qu'il y ait deux, trois, etc. désintégrations décroissent très rapide- 
ment (elles sont égales à u?/2, u/6, etc.). 

Si L est grand, il est le plus probable de voir se réaliser u désinté- 
grations. En effet, cherchons la valeur de m (avec u constant !) pour 
laquelle la quantité w, (m) passe par un maximum. Il est plus com- 
mode de chercher le maximum de In w, (m). Puisque In w, (m) — 
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= —u + mln u — In m!, alors 


d 
EP nu (nm) =inp—In m 


(voir $ 3). Aussi l'égalité 240% = Q donnet-elle m =. 

On voit sur la figure 188 les courbes de la distribution de Poisson 
pour les cas où u — 0,5; u = 2; u — 8. Remarquons que le dessin 
est, au fond, inexact : en réalité w n’est donnée que pour des valeurs 
entières de m, si bien que la courbe définissant w (m) pour tous les m, 


Lu (m) 





Fig. 188 


y compris m fractionnaires, n'a pas de sens. Îl aurait fallu plutôt 
construire pour chaque u une « palissade » de valeurs Wy (0), y, (1), 
w,, (2), etc. sous forme d’ordonnées dressées aux points d’abscisses 
entières. La courbe w,, (m) passerait par les sommets de ces ordonnées. 

L’allure de la fonction w, (m) pour des u élevés sera décrite 
au $ 6. 


Exercices 


1. Discuter le maximum de w,, (m) pour u donné en considérant le rapport 
de w,, (m) à w,, (m — 1). 

2. Supposons qu'une variable x puisse prendre, à la suite d’une épreuve, 
des valeurs x,, . .., x, avec les probabilités p,, . . ., p,. Montrer que la valeur 


moyenne z de cette variable au cours d’une épreuve est égale à pi + ... 
...—+ 2nPn. S'appuyant sur cette démonstration, vérifier que la valeur moyen- 


ne m du nombre de désintégrations pendant le temps # estfjustement égale à u. 


$ 6. Une autre déduction de la distribution 
de Poisson 


Déduisons maintenant la distribution de Poisson, en nous guidant 
sur des considérations différentes de celles dont nous nous sommes 
servis au $ ». Imaginons un grand nombre d'appareils (compteurs) 
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dont chacun enregistre les désintégrations dans des échantillons 
identiques d’un corps radioactif à période assez longue. 

Pour rendre les calculs plus aisés, admettons qu'il se produit en 
moyenne dans chaque échantillon une désintégration par unité de 
temps, ce qui fait en moyenne # désintégrations pendant le temps. 
Désignons par x, le nombre de compteurs qui n’ont pas enregistré 
une seule désintégration (m — 0), par x, le nombre de compteurs qui 
en ont enregistré une chacun (m — 1), par x, le nombre de compteurs 
qui en ont enregistré deux (m — 2), etc. Il est clair que xs, dy, To, . .. 
dépendent du temps écoulé depuis le commencement de l'expérience. 
Supposons qu'on connaisse à un instant { déterminé les quantités 


Lo (t), æ1 (Ë), ta (t), . . ., c’est-à-dire qu’on connaisse le nombre de 
compteurs qui ont enregistré respectivement 0, 1, 2, ... désinté- 
grations. 


Que deviendra ce nombre au bout d’une courte période de temps 
dt? 

Pour n'importe quel groupe de nr compteurs il se produira n 
désintégrations par unité de temps, donc ndt désintégrations pendant 
la période dt. Cela signifie que ndt compteurs du groupe enregistre- 
ront chacun une désintégration. 

Prenons le groupe de compteurs n'ayant enregistré aucune dé- 
sintégration. Pour x, (t) dt compteurs de ce groupe il se produira 
une désintégration par compteur, et ils passeront dans un autre 
groupe, notamment dans le groupe x,. Le nombre de compteurs 
n'ayant enregistré aucune désintégration au bout de la période de 
temps # + dt deviendra alors 


Lo (t + dt) = zo (té) — xo (t) dt. 
D'où 
dto 
dt 


Considérons le groupe x, (ft). Par analogie à ce qui précède, x, (t) di 
des compteurs du groupe passeront dans le groupe x,. Puisque le 
premier groupe recevra en même temps x, (t) dt compteurs du groupe 
To, ON aura} 





to (+ dt) — xo(t) = —xo(t) dt ou 


= — Lpe 


2 ( + dt) = x, (8) — x, (t) dt + x, (t) dt, 


d’où 


Poursuivaut ces raisonnements, on aboutit à une suite d'équations 
différentielles 





$ 7] RÉPARTITION UNIFORME DES VARIABLES 503 





Il est clair qu’à l'instant initial # — 0 on a x, = N, où N est le 
nombre total de compteurs, 2, = Z9 — 2x3 — ... — 0. Les équa- 
tions (11) se résolvent sans difficulté l’une après l’autre (voir $ VII.2). 
On obtient 


zo= Ne”, | 
x = Nte”, 

t2 
Xo = N ne 

13 
m=N gre, 


Supposons qu'il se soit écoulé u unités de temps depuis le commence- 
ment du processus. Pendant ce temps il s’est produit en moyenne 
dans chaque échantillon u désintégrations, m désintégrations pour 


chaque compteur du groupe m, composé de x» (u) = N ie eh 


compteurs. Aussi la probabilité pour qu’un compteur choisi au hasard 
enregistre m désintégrations est-elle égale au rapport du nombre de 
compteurs du groupe zn (u) au nombre total de compteurs, c’est-à- 
dire que 

ÉLREET 


m | à 


Un (m) = nb) — 


Nous obtenons le même résultat qu'au $ 5. 


Exercice 


Procédons à une généralisation du problème ci-dessus. Soit un objet sus- 
ceptible de prendre des états ..., Co, C1, Cos Cur Cor +. ., et qui, se 
trouvant à l'instant # — 0 dans l’état C,, passe pendant le temps dt avec la 
probabilité wo dt à l’état suivant et avec la probabilité «& dt à l’état précédent. 
Ecrire le système d'équations qui se vérifie pour les probabilités p; (t) de réali- 
sation de l’état C; à l'instant #. Trouver les expressions approchées de p; (t) 
d'après la méthode d’approximations successives. Chercher la valeur moyenne 
de l'indice de l’état réalisé à l’instant #. Quelles sont les valeurs de & et de w 
qui ramènent le problème à celui étudié au paragraphe? 


$ 7. Répartition uniforme des variables 


Revenons maintenant au problème de la pêche à la ligne discuté 
au $ 1. 

Soit jf (p) dp *) la probabilité de pêcher un poisson d’un poids 
compris entre p et p + dp. La fonction f (p) porte le nom de denstié 


*) Nous estimons que tirer de l’eau l’hameçon seul équivaut à pêcher 
un poisson de poids p = 0; voir les raisonnements plutôt tristes page 476. 
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+00 
de répartition des probabilités. Elle vérifie la condition | f(p) dp = 1, 


0 
car cette intégrale représente la somme des probabilités de tous les 
événements qui peuvent avoir lieu. 

Remarquons qu’en réalité, il n’existe nulle part de poissons dont 
le poids dépasse une certaine valeur P. Or, nous prenons la borne 
supérieure d'intégration égale non pas à P mais à <+oo. Cela est 
légitime si la fonction f (p) s’annule quand p >> P ou si elle décroît 
rapidement avec la croissance de p et prend pour p > P des valeurs 
tellement petites qu’elles n’exercent pratiquement aucune influence 
sur la valeur de l'intégrale *). 

Fait important, nous admettons qu’au cours de la pêche on 
n’attrape qu’une très petite partie de tous les poissons du réservoir. 
Aussi la probabilité de tirer de l’eau un poisson d’un poids compris 
entre p et p + dp ne dépend-elle pas du nombre et du poids des 
poissons capturés à ce moment. En d’autres termes, la fonction f (p)- 
est indépendante de la pêche antérieure. Cette fonction caractérise 
un réservoir suffisamment grand. 

Posons tout d’abord un problème suivant. Supposons que l’on ait 
pêché un grand nombre n de poissons (cela signifie plus exactement 
que l’on a n fois tiré de l’eau l’hameçon). Quel sera le poids moyen 
d’un spécimen capturé? La probabilité pour qu’on attrape un pois- 
son d’un poids compris entre p et p + dp, avec dp faible, est égale 
à f(p) dp. Aussi, sur le nombre total nr, aura-t-on pêché dans 
n -f (p) dp cas un poisson de poids p **). Le poids de tous les poissons 
se rangeant dans cette catégorie est égal à p-nf (p) dp. Intégrant 
la dernière expression suivant tous les p, c’est-à-dire de p = 0 à 
p — +o, on obtient le poids total de la pêche à la suite de n 
lancers : 


Pi | pf (p) dp. 
0 


*) Dans d’autres problèmes la variable considérée (ici c’est le poids d’un 
poisson) peut également prendre des valeurs négatives, f (p) vérifiant alors la 
+00 


condition | f (p) dp = 1. 


— 00 

: **) Plus exactement un poisson dont le poids est très voisin de p, i.e. appar- 
tient à l’intervalle dp dans le voisinage de p. Remarquons que dans le cas d'une 
quantité qui varie de façon continue et qui ne prend pas nécessairement des 
valeurs entières (discrètes dans le cas général) déterminées, il est absurde de 
demander quelle est la probabilité pour que cette quantité prenne exactement 
une valeur déterminée: une pareille probabilité est évidemment nulle. Seule 
la probabilité de se trouver dans un intervalle déterminé a un sens; cette pro- 
babilité est alors fonction de la longueur de l'intervalle quand celui-ci est 
petit. 
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Divisant P, par le nombre de lancers on obtient le poids moyen 
du poisson pour un lancer : 


p= = | pj(p) dp. (12) 
0 


Proposons-nous maintenant un problème plus compliqué. Suppo- 
sons qu’on ait capturé nr poissons. La probabilité pour que leur poids 
total soit compris entre p et p + dp est F, (p) dp. La fonction F, (p) 
est la densité de répartition selon le poids du butin composé de nr 
poissons. Essayons de trouver cette fonction. À cet effet, mettons 
tout d’abord en équation la liaison qui existe entre F,+, (p) et F, (p). 

Supposons qu'après n coups on ait réalisé la répartition F, (p). 
Comment obtenir par nr + 1 coups un poids total compris entre p 
et p + dp? 

Si le poids du (n + 1)-ième poisson est compris entre u et u + 
+ du, où du est très petit devant dp, alors, pour que la somme du 
poids de n poissons plus celui du (n + 1)-ième reste dans les limites 
imposées, il faut que le premier poids demeure entre p — u et p + 
+ dp — u (nous négligeons la très faible quantité du). 

On sait que la probabilité de pêcher le (n + 1)-ième poisson d’un 
poids de pu à pu + du est égale à f (u) du. La probabilité pour que le 
poids des n premiers poissons soit compris entre p — u et p — u + 
+ dp est F, (p — h) dp. 

La probabilité d’avoir à la fois ces deux événements est le produit 
de la probabilité d’avoir le premier par la probabilité d’avoir le 


deuxième, soit 

f (u) du-F; (p — u) dp. (15) 
Remarquons que le poids de tous les poissons pêchés appartenant 
à l'intervalle indiqué s'obtient d’une multitude de façons du moment 
que le poids 1 du dernier poisson peut prendre diverses valeurs 
de 0 à +oco. Aussi la probabilité totale pour que le poids de tous 
les poissons soit contenu dans les limites indiquées est-elle égale 
à la somme des expressions (13) écrites pour différentes valeurs de u. 
Et, puisque u prend des valeurs variées, on voit apparaître une intégra- 
le au lieu de la somme, si bien que la PORARPNS en question s'écrit 


[ fu) duFh (p—u) dp=dp fu) Fa (p—p) du. (14) 
0 
On a par définition que la probabilité pour que le poids total de 
n + À poissons soit compris entre p et p + dp est F,4, (p) dp. En 
l'identifiant au second membre de (14) et en éliminant dp, on 
obtient 





Fr (p) = | f (u) Fn (p—) du. (19) 
0 
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Connaissant la fonction F, (u) — f (u) (puisque F, (p) est attachée 
au butin constitué par un seul poisson) et F,, on peut, à l’aide de la 
formule (15), rechercher F,+, (p), c’est-à-dire passer successivement 
de l'indice n à l'indice nr + 1 *). 

Prenons un exemple des plus simples. 


Soit f (p) — - si0<< p << q,et f (p) = 0 pour toute autre valeur 


de p. Cela revient à dire qu'il n’y a dans le réservoir aucun poisson 
dont le poids dépasse g et que la probabilité de pêcher un poisson 
pesant moins que g est constante; aussi les poissons de poids nul 
sont-ils absents (f (p) ne comprend pas de terme en ô). Le poids 
moyen d’un poisson capturé est égal à 


q 
—. 4 __g 
ps | pydp= 


Il est clair que la condition | f (p) dp = 1 est remplie. En effet, 


© 


| rm ap= | na | — dp=——.q= | 


Lé 


Comme ïil a été signalé plus haut, Fi(p)=f(p). Cherchons 
F:(p). Eu égard à (15), il vient 


| F(p}= | f(H)-f(p—u) du. 
0 
Puisque la fonction f(u) est non nulle et n'est égale à = que pour 
q 
O<u<g, alors F, (p) = | —f(D—) du. Posons dans la dernière 
0 


intégrale p—u=t, alors dd= —du; il vient 


q p 
1 1 
B(=-< | @a=— | ju. 
D p—q 
Examinons maintenant séparément le cas 0<p<<g et le cas 


g<p<2qg. Si 0Lp<gQ, alors p—gqg< 0. Prenant en considéra- 
tion que la fonction f(f) n'est distincte de zéro (et égale à 1/q) 


*) En fait, dans la formule (15), on effectue l'intégration de 0 à p, car, pour 
u > p, on a F, (p — u) = 0 et u ne peut donc être égal qu'à une quantité 
comprise entre 0 et p. Si, au lieu du poids du poisson, nous considérons une 
variable susceptible de prendre des valeurs des deux signes, l'intégration dans 
la formule (15) porte déjà sur un intervalle de —co à + oo. 
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D 
que pour 0<é<g, on obtient Fa(p)=— | _ dir Si g< 


0 
<< p<2q, alors on procède à l'intégration de p—gq à g. Aussi 





q 
vient-il F° (p) )=— L — di = 





2 à si 0OLp<a, 
F2 (p) = 29—p … 
z Si q<<p< 29. 


Notons en outre que F, (p) = 0 si p < 0 et si p >= 2q, car le poids 
des poissons pêchés ne peut être négatif et le poids de deux poissons 





7 
Fig. 189 


ne peut dépasser 29, du moment que chaque poisson du réservoir 
pèse au plus g. La figure 189 visualise le graphique de la fonction 
F,(p). Nous proposons au lecteur de rechercher la fonction F3; (p) 
et de construire son graphique. (Voir exercice.) 

Citons deux propriétés des fonctions F, (p) parmi les plus simples. 


1. | Fn (p) dp = 1 (quel que soit n). Cette propriété est évi- 


Û 
dente, puisque la fonction F, (p) est la densité de répartition. Le 
lecteur vérifiera sans peine que cette relation est exacte pour les 
fonctions F2 (p), F3(p) de l'exemple précédent. 


2. Désignons par p,+., le poids moyen des (n + 1) poissons attra- 
pés. Cette notation s’interprète comme suit. Supposons qu'après 
avoir répété plusieurs fois l’opération qui consiste à lancer sa ligne 
(2 + 1) fois de suite, on a voulu calculer le poids moyen du butin 


constitué par (n + 1) poissons. Alors puis — Pr + Pr, Ce qui veut 
dire que ce poids est la somme du poids moyen d’une pêche de n 
poissons et du _poids moyen d’une pêche constituée par un seul pois- 


—— 


son. Donc, p; = p; + pi — 2p1; Ps — Po + Pa — 8Ps et ainsi 
de suite, c'est-à -à-dire que 


Pr = NPi- (16) 


508 CALCUL DES PROBABILITÉS [Ch. XIII 


Indiquons en conclusion quelques propriétés générales des varia- 
bles aléatoires, c’est-à-dire des grandeurs qui prennent des valeurs 
déterminées à la suite d’une épreuve. (Citons à titre d'exemple le 
poids du poisson pêché à la suite d’une épreuve consistant à tirer 
l’hameçon de l’eau.) Soient deux variables aléatoires E et n; dési- 
gnons respectivement par p et g les valeurs possibles de ces variables, 
et par f (p) et o (q) les densités de répartition correspondantes. On 


a vu que la valeur moyenne Ë (on peut écrire aussi p) de la variable £ 


se calcule par la formule E=| pf (p) dp (n s'obtient de façon 
analogue). On montre sans difficulté qu’on a toujours 
Etn=E+n CE—CE (C = const). (17) 


En effet, si l’on désigne par p; et q; les valeurs prises par les varia- 
bles & et n dans la i-ième épreuve, l’on aura, pour un très grand nom- 
bre N d'épreuves, 


On vérifie par analogie la seconde égalité (17). 

Si les variables £ et n sont indépendantes, on démontre aussi 
que En — £-n. En effet, d’après la condition d'indépendance, la 
probabilité pour que Ë prenne une valeur située entre p et p + dp, 
et n une valeur située entre g et q + da est égale à f (p) dp @ (q) dg; 
d’autre part, la valeur correspondante de En est égale à pq. Aussi 


la moyenne En s’obtient-elle par la formule 


En = ( [ pq {jf (p) po@an= | pi (p) dp: [ gp (a) da =EË.n, 


ce qu'il fallait démontrer. 
On caractérise la dispersion de la variable & autour de sa valeur 


moyenne par le carré moyen de la différence A (E—E) — 


= | (p—EË)f(p) dp appelé variance de E. (Remarquons que la 
dernière intégrale est effectivement un nombre positif, car la 
fonction à intégrer l’est.) On s'assure aisément que la variance 
de la somme de variables indépendantes est égale à la somme de 
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leurs variances : 
An = LE + n) —(E +n)P = I(6 — €) + (n — n)P = 


= (E— EE + 2(E — Ë) (n — 1) + (n — n} = 
— A? + 2.0.0 + A, 


car E—E — E — £ — &E — E — 0. Cette propriété s'étend immé- 
diatement à la somme de variables aléatoires indépendantes en nom- 
bre quelconque. 

Il s'ensuit en particulier que pour la somme Ë de n valeurs indé- 
pendantes de la variable &, on a A2 = nA. 


Exercice 


Chercher la fonction F3 (p) pour le cas 


1 
— si 0OLp<I, 
j (p)— { 
0 si p<0 ou p >. 


Construire le graphique de cette fonction. 


$ 8. Cas d’un très grand nombre d'épreuves 


Dans ce paragraphe, nous allons examiner le comportement de la 
fonction F, (p) introduite au $ 7 pour n très élevé. Pour plus de 
simplicité, nous prendrons d’abord, au lieu du poids d’un poisson, 
une certaine variable &, dont la valeur moyenne est nulle; il est 
clair qu’une telle variable peut prendre des valeurs des deux signes. 
F, (p) est la densité de répartition de la somme de n valeurs indé- 
pendantes de la variable &.. 

On s’appuyera sur la formule (15) déduite au $ 7, l'intégrale étant 
prise, conformément page 505, de —c à co. Développons F, (p — u) 
en série suivant les puissances de u, en nous arrêtant au terme en u°. 
Il vient 





dŒh d2Fn 
Fn (pu) = Fa (p)—n RL + pe CE (18) 


Utilisant ce développement, on tire de (15) 


C0 


Fin (p)= Fn(p) [ f (u) du — er | f (u) u du + 


es 


Toro | f (ui) u* du. (19) 
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Remarquons que | f (u) du = 1, car f (p) est la densité de répar- 


tition. En outre, | f (u) u du = 0, car, en vertu du $ 7, cette inté- 


grale est égale à la valeur moyenne de £,. Enfin, on introduit la 


O0 


variance A? — | u?f (u) du de la variable E.. 


La formule (19) donne alors 
dFh 
Fau(P)=P(P)+- JA D ; (20) 
Considérant maintenant F, (p) comme la fonction de deux va- 
riables p et n, on écrit F, (p) — F (p; n). On utilisera les dérivées 
partielles tant par rapport à p que par rapport à n, malgré que n 
ne puisse prendre que des valeurs entières. On peut le faire vu que, 
si n est grand, sa variation d’une unité est négligeable devant n. 
La formule (20) se récrira : 


2 
F(p; n+1)=F(p; n)+ A _ (21) 


Développons le premier membre en série de Taylor en nous limi- 
tant aux deux premiers termes : 


F(pin+1)=F (pin) +1. (22) 


Identifiant les seconds membres de (21) et de (22) et faisant tomber 
ensuite le terme F (p; n), on aboutit à l'équation fondamentale de la 
fonction F: 
0F __ 1 |\202F 

Avant d’en fournir la solution, procédons à une discussion supplé- 
mentaire de la fonction F'(p; n), ce qui permettra de mieux com- 
prendre le mécanisme du développement taylorien. Considérons la 
courbe représentative de la fonction F'(p; n) — F, (p) qui est la 
densité de répartition de la variable aléatoire £. Puisque & = në, = 
— 0, le centre de gravité du graphique pour n quelconque coïncide 
avec l’origine des coordonnées. Pour . du graphique, on pren- 
dra l’écart quadratique moyen (ou écart type) À — V AZ, qui a la même 
dimension que £. On a montré cependant (fin du $ 7) que A? = nA’, 


c'est-à-dire que A, = V nA,; la largeur du graphique est donc de 
l’ordre de V n. Or, la condition de normalisation | F dp = 1 donne 


$ 8] CAS D'UN TRÈS GRAND NOMBRE D’ÉPREUVES 541 


 0F 02F RS : 
alors Fon-Y?, D'où a n 2. Fri n'5/?, et ainsi de suite. 


De l'estimation de la largeur du graphique, il découle que 

0F … 2 02F 1.1/5 = 

7 on TE: Vn=n 3 CA 1:Vn=n-"2, etc. 

Les développements (21) et (22) sont donc arrêtés aux termes de 
même ordre asymptotique, ce qui fait que l'équation (23) est asympto- 
tiquement exacte. 

Fait remarquable, on peut obtenir l’ordre asymptotique de la 
largeur du graphique de F, directement de l’équation (23) ou en déri- 
vant par rapport au paramètre sous le signe d’intégration ($ III.6} 
et en intégrant par parties: 


L d 0F { 02F 
a M | P°Fh (p) dp = | pe dp=- A? | rrE dp=— 





{ OF lo oF 00 
Mr (203 dp]= Arf, [rap] =4; 
(en admettant que F — 0 suffisamment vite quand p —+ Ho). D'où 
AZ © nA. 


Ne regrettez pas le temps que vous a pris cette analyse. En effet, 
nous venons de dégager (avant même de trouver la solution) une: 
propriété générale importante de F, à savoir l'expression V nA, de la 
largeur. D'autre part, chose non moins importante, vous avez appris 
à être plus prudent, en assimilant mieux cette règle fondamentale qui 
veut qu'avant de procéder à des approximations (en laissant certains 
termes du développement taylorien et en négligeant d’autres), on 
apprenne le plus de choses possible sur le comportement de la 
fonction. 

Revenons à la solution de l'équation (23). On montre que, pour » 
grand, celle-ci admet asymptotiquement comme solution la fonction 


F(p; n) =A 17 e—p2/2nAÏ, où À est une constante arbitraire. Nous 
n 
nous abstenons de toute démonstration. On vérifie facilement que 


la fonction indiquée est bien solution de (23) en formant 0F/ôn, 
0?*F/ôp°? et en les portant dans (23). La constante À sera choisie de 


façon à remplir la condition | F dp = 1: 
À C 2 
S —p?/2nA 4: 
Va j° dd Se. 


Effectuons le changement de variable p/A, V'?2n=t, dp/Ai V 2n = dt. 
Alors 


00 00 
4. { e-mrnst dp= AMV2 | e-tdt= AA VI Va=1. 
= | 
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Ainsi AA, V2n=1, d'où A=1/A,V 2x, et en définitive 
| 2 
F(p; n)=——— 60"1/2nAr, 25 


ann 
Considérons maintenant le cas où la valeur moyenne Ë, n'est 
pas nécessairement nulle. Notons alors £, — &, — E;, d'où E, — 
— £, + &;, avec Ë; — 0. Aussi la somme Ë de n valeurs indépendantes 


de la variable Ë, est-elle égale à la constante n£, augmentée de la 
somme £” de z valeurs indépendantes de la variable E’. Pour n élevé, 
la somme Ë” obéit à la loi de répartition (25). Or, si l’on ajoute à une 





Fig. 490 


variable aléatoire une constante, la fonction correspondante se 
déplacera simplement de la valeur de cette constante, si bien qu'on 
obtiendra 


{ = 2 
F (D ; — ——— 07 (p-np1)?/2n41, 26 
( n) Ai V/2nn ) 
avec les notations du $ 7 (p, au lieu de E,). 

On aurait pu aboutir à la solution (26) de façon directe, sans pas- 
ser par le cas particulier (25). À cet effet, en faisant appel aux déve- 
loppements (19) et (22), on écrirait l'équation de la fonction F' sans 


admettre que p, — 0. Cette équation a la forme 


oF — 9F , 1 y202F 
ne Pig da AGE SL 


(quand p, — 0, elle devient (23)). Ceci fait, on s'assure sans diffi- 
culté, par substitution directe, que la fonction (26) vérifie l’équa- 
tion (27). 

La figure 190 représente le graphique de F(p; n) pour le cas 


n = 4, À) = 1, p, = 1; pour rendre le dessin plus suggestif, les 
échelles diffèrent selon les axes. 


5 8] CAS D’UN TRÈS GRAND NOMBRE D'ÉPREUVES 513 


Pour chaque n concret, la fonction F' (p; n) est une courbe en 
cloche symétrique par rapport à la droite verticale passant par le 
point de maximum. Le maximum s'obtient, on le voit de (26), 
pour p = AP, Ce qui coïncide avec la valeur moyenne p, trouvée 
au $ 7. La hauteur du point de maximum est égale à 1/A, V 2xn, 


donc proportionnelle à 1/V n, comme il a été dit plus haut. Le maxi- 
mum s'éloigne donc vers la droite avec la croissance de n. 
Déterminons la largeur du graphique. Cela signifie qu’on veut 
savoir à quelle distance de Dmax — 2p, la hauteur du point corres- 
pondant de la courbe est e fois inférieure à la hauteur du point de 
maximum. À cet effet, on détermine p par la condition 


_(p-np1)2 
1 - 2 2nA? — 1 2 TL . 
A4 V2nn Ay V2nn € 
— np:)2 = - 
d’où Er 1, ou p—np=+A1} 2n. 


Ainsi, D — Pmax = A, V2n, c'est-à-dire que la largeur en 
question est bien proportionnelle à JV nr comme il a été dit plus haut. 
Il est clair que la hauteur du point de maximum est en raison inverse 
de la largeur du graphique, ce qui doit précisément avoir lieu pour 
que l’aire limitée par la courbe se conserve, 

Notons que même si la variable en question ne peut prendre, 
d’après son sens, que des valeurs positives, la fonction (26) fournit 
des valeurs non nulles pour p << 0, ce qui n’est pas conforme à la 
réalité. Or, F (p; n) est pour p << 0 tellement petit (pour nr suffi- 
samment grand) que cet inconvénient perd toute importance. 

On voit sur la figure 191 les courbes exactes en trait continu 
de F'(p; n) obtenues par la formule (15) se rapprocher sensiblement 
des courbes approchées en pointillé tirées de la formule (26) pour 
n—1Â, n —2, n —3*). Ces dessins correspondent au cas 


A si0 1, 
= | Re 


0 si p > 1{(voir exemple, $ 7). 

Passons maintenant au cas où la variable aléatoire Ë, ne peut être 
égale qu’à l'unité, et cela avec une certaine probabilité &« (0 <a< 1), 
ou à 0 (avec la probabilité f — 1 — x). On peut alors interpréter la 
somme Ë de n valeurs indépendantes de E, comme le nombre de réali- 
sations d’un certain événement au cours de n épreuves indépendantes, 
la probabilité de sa réalisation à chaque épreuve étant &. Le problème 


*) F(p; 1), une fonction discontinue, devrait être représentée par un 
gradin tombant à pic pour p = 1. F (p; 2) a la forme d’un triangle rectangle 
reposant sur son hypoténuse. Les points p = 1, F = 1 de F (p; 1) et de 
F (p; 2) coïncident. 


33—0317 


514 CALCUL DES PROBABILITÉS [Ch. XIII 


de calcul de la probabilité des différentes valeurs de £ a été résolu 
aux paragraphes 2 et 3. Dans le paragraphe 3 on a montré (formu- 
le (8)), à l’aide de la formule de Stirling, que, pour n grand, & prend 
une valeur entière na + Ô de O0 à n avec une probabilité 


{ 
w (na + Ô) — —— 6" 02/20pn, 
Hs V/27rabn 
Comme, avec nr grand, les distances entre deux valeurs voisines 
possibles de Ë sont faibles devant l'intervalle de toutes ses valeurs, 
voire devant l'intervalle de ses valeurs espérées (voir $ 3), pour de 





F n=1 





Fig. 191 


tels nr & peut être considérée comme une variable aléatoire continue 
de densité de répartition F (p; n). En ce cas la probabilité pour que 
ë prenne une valeur na + Ô se calcule approximativement par la 
formule 

na-Hô-+3 

w (na + Ô) — | F(p; n)dp=F(na+i; n). 

na-+ô 
Comparant les deux dernières formules et notant na + Ô = p, 
on obtient 


1 
F R) = ————— e-(p-na)?2/2afîn 
(ps) V/2rapn 


Cependant, pour la variable aléatoire en question, il vient 
m=t=t.a+0.B—a, 
M EE) = (a) a+ (0— 0) p= 08. 
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Remplaçant dans cette dernière expression de F (p; n) af par A et 
na par np,, on revient à la formule (26), qui se trouve ainsi démontrée 
pour les variables aléatoires du type considéré. 

Supposons que les variables &,, 6, ..., Ë, prennent indépen- 
damment des valeurs aléatoires de l'intervalle —o, o, chacune de 
ces variables possédant sa propre densité de répartition 


fa (x); fo (&), + +, fn (x). 


Leur somme £ — Ë, + E, +... + 6, prendra elle aussi telles ou 
telles valeurs aléatoires. Soit F (x) sa densité de répartition. 

On démontre, en théorie des probabilités, qu’on a dans ce cas, 
pour n grand, 


1 
A V2x 


Une telle loi de probabilité porte le nom de Loi normale. Pour que 


la formule (28) soit définie, on se donne x et A. 





F(x)— e 2, (28) 





_(@=x)? 
Le facteur devant e 24% se détermine par la condition 
+00 _(x—x)2 Le 
| F(x) dx =1. Soit, en effet, F(x)—Ae 24, alors | F(x)dx— 


+00 (x—x)2 
_ le 2% dx. Cherchons cette dernière intégrale. Posant 








— +00 (x—x)2 00 
T—x = — — 

— d —= d 2A2 = 4 —12 a 
st AVZ?dt, on a Es dx AV Îe dt 
— AV 2x. De la condition | F (x) dx =1 on trouve A-A V 21—1, 

! — 00 
d’où ÀA— — . 
_ A V2r 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (voir exercices) que 
la fonction F(x) définie par la formule (28) satisfait aux conditions 


00 : oo : 
| xF (x) dx = x, | (x— zx}? F (x) dx = A, 


c’est-à-dire que x et A? représentent la valeur moyenne et la variance 
de la variable aléatoire Ë. 


On a établi plus haut toutes ces relations pour le cas particulier 
de la somme de nr variables de même densité de répartition f (p). 


33% 
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Exercices 
—-00 +-00 
1. Trouver | xF (x) dx et | (x—zx)2F (x) dx, où F'(x) se définit par la 


e 


— CO 


formule (28). 


1 
— si 0 : 
2. soi =! q PSI 
O0 si p>ga et si p<0. 
| ne. par la formule (26) la densité de répartition F (p; n) pour n = 
= n — 20. 

Indication. Trouver au préalable p, et A2. 

3. Un pêcheur pêche dans un étang où il y a des poissons pesant 2 kg au 
plus. Supposons qu à chaque lancer, il puisse ie avec une probabilité 
égale un poisson d’un poids compris entre 0 et 2 kg. 

4 a) Que est le poids moyen de la pêche réalisée en lançant la ligne 20 fois 
e suite? 


b) Quelle est la probabilité pour que le poids des poissons pris au cours 
de 20 essais soit au plus 20 kg? 22 kg? 25 kg? 


$ 9. Corrélation 


La théorie des probabilités trouve de nombreuses applications 
dans l'étude des relations entre grandeurs. Nous n’avons considéré 
jusque-là que des relations fonctionnelles, qui déterminent, de façon 
précise et complète pour certaines grandeurs données, les valeurs 
d’autres grandeurs. Considérons maintenant, par exemple, la longueur 
L'et le poids p d’un poisson attrapé. Il est logique de supposer 
que p sera d’autant plus élevé que L est plus grand, c’est-à-dire qu'il 
existe bien une relation. Or, cette relation ne se réalise qu’«en 
moyenne », car la longueur / d’un poisson ne détermine pas son poids 
p de façon univoque : les poissons de même longueur peuvent avoir 
un poids différent, un poisson long peut s'avérer tellement maigre 
que son poids sera inférieur à celui d’un poisson plus court, et ainsi 
de suite. 

Une pareille relation « lâche » entre grandeurs, qui ne se réalise 
qu'en moyenne, porte le nom de corrélation, à la différence de la 
relation fonctionnelle, « étroite ». Sont en corrélation par exemple 
l’âge d’une personne et sa taille, les connaissances d’un étudiant 
et la note reçue par lui à l’examen, etc., et ceux qui disent « heureux 
aux cartes, malheureux en amour » ne font en fait qu'établir une cor- 
rélation. 

La corrélation se manifeste lorsque jouent certains facteurs qui 
sont en général négligés, disons à cause de la nature trop compliquée 
de l'influence qu'ils peuvent exercer. Cependant, la corrélation 
s'établit quelquefois de façon nécessaire, sans rapport avec la comple- 
xité de ces facteurs. Le fait est que si deux variables x et y sont 
fonction d’un seul paramètre x = x (t), y = y (t), ces deux relations 
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définissent une dépendance fonctionnelle étroite entre x et y (voir 
page 114). Par contre, si ces paramètres sont deux ou plus, par 
exemple 


T = x (£,, Los ss Lx), y + y (1 La RCE tn); 


ces expressions ne définissent plus en principe la relation fonctionnelle 
entre x et y. Ce n’est qu’en tenant compte de la fréquence de réali- 
sation de différentes combinaisons de valeurs des paramètres £,, 
Lo, +. in Qu'on est autorisé de parler d’une relation entre x et y, 
qui n’est cependant qu’une corrélation. Tel est justement le cas des 
grandeurs / et p mentionnées ci-dessus (il est vrai qu’on aurait de la 
peine à établir la collection complète de paramètres essentiels). 

Un exemple important de corrélation est offert par le choix 
de formules empiriques ($ II.3 et 4). Même si la relation vraie y — 
— f (x) entre les grandeurs physiques x et y représente une fonction 
au sens propre, les erreurs de mesure font que les valeurs mesurées 
de x et y ne sont liées que par une corrélation. 

Prenons le cas général. Soient deux variables aléatoires & et n 
liées entre elles d’une certaine façon. Comme on a montré plus haut, 


si ces variables sont indépendantes, on aura En = En, c’est-à-dire 


—— 


que En — En — 0. Aussi peut-on retenir cette dernière différence 
en qualité de mesure la plus grossière de la relation entre E à n. 
Or, le plus souvent, on fait intervenir une grandeur sans dimension 
appelée coefficient de corrélation 

T — RIE, 1) = , 
où l’on voit figurer au dénominateur les écarts quadratiques moyens 
des variables & et n. 

En vertu de ce qui vient d’être dit, ce coefficient pour des varia- 
bles indépendantes est égal à zéro. (Le réciproque n’est en général 
pas vrai.) Considérons à présent un autre cas limite où les variables Ë 
et n sont liées par une relation fonctionnelle linéaire, c’est-à-dire 
quand n = aË + b, avec a et b constants. On vérifie alors sans 
peine que Af = a’AË, c’est-à-dire que A, =l|a] Az; de l'égalité 
AË = (E — E)? = Ef — 266 + E? = E? — E£? il découle que 

En—En _ (aë2—0E) DE) —E (aE+b) __- GE? bE— aË2—bE 2e 00 
An AglalAs | a | AË lal ? 
c'est-à-dire que r (6, n)=1 si a > 0 et que r(Ë, n)— —1 si a < 0. 

On peut montrer (nous nous en abstiendrons) que dans tous les 
cas sauf la relation fonctionnelle linéaire, le coefficient de corréla- 
tion se situe strictement entre —1 et 1, de sorte que —1 
<< r(Ë, 1) € 1. Ce coefficient indique à quel point la relation entre Ë 
et n s’écarte de la relation fonctionnelle linéaire. | 
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Citons un exemple. Supposons que les grandeurs physiques x et y 
soient liées entre elles par une relation linéaire y — ax + b; les 
valeurs des coefficients a et b ne sont pas connues et s’obtiennent à la 
suite d’une expérience consistant à se donner des valeurs de x et 
à mesurer les valeurs de y. Pour plus de simplicité, on admet que les 
valeurs de x sont connues exactement et que, pour n'importe quel x, 
on détermine les valeurs correspondantes de y avec la même précision. 
Désignant par £ la valeur mesurée de x et par n celle de y (&et n 
sont des variables aléatoires), on admet que Ë prend avec une égale 
probabilité toutes les valeurs comprises entre —Z et Z, de sorte que 
la densité de répartition correspondante s’écrit 


7: 7 (-IKr<i), 
0 (rl>0. 


Posons en outre que, pour toute valeur Ë — x, n est distribuée 
suivant la loi normale autour de la valeur ax + b avec une variance 
\? indépendante de x. (On conçoit que la loi de répartition est nor- 
male si l’erreur sur la détermination de y est le résultat de l’accumu- 
lation d’un grand nombre d'erreurs indépendantes d'origines les 
plus diverses.) Désignons par w. (y) la densité de répartition de n 
pour la valeur donné £ — x: 


Ye Vs = 


(29) 





e-[v-—(ax-+6)12/242, 


Ensuite, désignons par f (x, y) la densité de répartition conjointe 
des variables £ et n; cela veut dire que la probabilité pour que l'on 
ait simultanément E entre x et x + dx et n entre y et y + dy est 
égale à f (x, y) dx dy. Pour calculer la fonction f (x, y), remarquons 
que pour un grand nombre N d'épreuves, les cas où & tombe entre x 
et x + dx en même temps que n tombe entre y et y + dy sont au 
nombre de [f (x, y) dx dyl N. D'autre part, on peut dire que pour W 
épreuves le nombre de cas où Ë est compris entre x et x + dx est 
égal à N, — [op (x) dx] N. Mais, sur ce nombre, les cas où n se trouve 
entre y et y + dy, sont 


Nps (y) dyl N, = Ÿ4 (y) p (x) dx dy -N. 


Indentifiant ces deux résultats, on obtient f (x, y) — œ (x) (y) ; 
donc, sous nos hypothèses, 


0 (zl> 0). 
__ Calculons le coefficient de corrélation r(£, n). On a Ë — 0, 
n — b par considérations de symétrie. La valeur moyenne En se 
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calcule d’après la règle générale (c’est la somme des produits des 
valeurs d’une variable aléatoire par leurs probabilités), de sorte que 


En { æuite, s)drd, où 


En— | dx | —%Ù __ -Iu-(ax+0)12/242 Qy — 
sn | J 24AV 2 dé 


l 


=; | x (ax +b) dx = + a. 


—l 
l 


2 
Des formules (29) il vient Aë= | CE dr =. Pour déterminer 


An trouvons d'abord la densité de répartition (y) de la variable n 
(ce n’est pas la même chose que Ÿ,(y)!). Puisque (y) dy est la 
probabilité de voir n entre y et y—+dy et £ prendre une valeur 
arbitraire, on a 


Ÿ (y) dy = | [f (x, y) dy] dx. 


Aussi 
oo l 
1 
— _y)dx = | 7 p-[y-(ax+6)]2/242 
vo= fiene-| se dx, 
d’où 
00 00 l 
— À (y—0}2 y (y) dy — | & | bye 1 p-ty-Cx+b)/243g 
Je )°p (y) dy à (y—b) VE e” dx 
Après avoir changé l'ordre d'intégration et effectué les calculs (que 


2n2 
nous proposons de faire au lecteur), on obtient Ai A4 , 


D'où le coefficient cherché 
al 


tt 


A 
r té: 1) = 1, 
+) V al \2 
VE arr 
On voit bien que |[r| < 1; pour . oo (par exemple, pour a — 
— const =£ 0, ! — const, À —+ 0) on a r —+ +1, c’est-à-dire que la 
corrélation est extrémale ; pour 7.0 (par exemple pour a = const, 


A 
b = const, À — co) on a r +0; la corrélation disparaît. 
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Supposons qu’à la suite de V mesures expérimentales, on ait 
obtenu pour x = x,, x, ..., x des valeurs correspondantes de 
Y = Yys Yos + + +, Yn. Si les mesures sont indépendantes, un tel 
ensemble de valeurs se caractérise par la densité conjointe égale 
en vertu de (30) à 


f (ass ya) f (te, ya)... f (tn, Yn) = 
_ 1 —S [v,-—(ax;+b)]2/2A2 
— Qu Va ° (51) 


(la sommation se faisant suivant à de À à N). Connaissant le résultat 
de l’expérience et partant de la relation linéaire y — ax + b sans 
que les coefficients a et b soient connus, il est logique de choisir 
ces derniers de façon que le résultat mentionné se situe dans la zone 
de la plus grande densité de probabilité possible, c’est-à-dire de 
façon qu'il soit, dans un certain sens, le plus probable. Cela signifie 
qu'on choisit les coefficients a et b de façon à maximiser le second 
membre de (31) ou, ce qui revient au même, à minimiser la somme 
Ÿ [y: — (ax; + b)l2. Nous en venons à la méthode des moindres 
carrés examinée au $ II.3. Ainsi, la méthode des moindres carrés 
se justifie ici par des considérations liées à la théorie des probabilités. 


L'expérience terminée, on peut calculer le coefficient de corré- 
lation par la formule (après avoir remarqué que En — En — 
= (£—Ë) (n—n) : 

(E— TE) (n—1) _ D Gi) (vi—y)/N 
VE nm VS GDS Gin 


où z= > ax/N, y—= > yi/N. Multipliant le numérateur et le déno- 
minateur par {V, on trouve 


= 


D (œi—x) (yi—y) 
V D (G&i—2)? D (yi—y)? 


Si|rn]| obtenu est petit, on peut penser qu’en réalité r — 0 et que 
la non-nullité de r, est due à la dispersion naturelle des valeurs 
expérimentales. On démontre (ce que nous ne ferons pas ici) que si la 
valeur vraie est r — 0, alors, pour NV grand, la valeur observée ry 
obéit approximativement à la loi normale, avec la valeur moyenne 


F— . En raisonnant comme au $ 3, 


on déduit que la probabilité de l'inégalité |rn|< e est égale à 


TÈTN— 


ry —=0et la variance Aÿ% — 


& 
1 ,-r2/222 = É NA 
lys" ndr=D()=D(eVN—1). 


—2 
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Egalant le second membre, par exemple, à 0,95, on trouve à l’ai- 
de de la table qu’à cette probabilité correspond |[rnr|<e, où 


£ VAN — 1 — 1,96 & 2. Ainsi, si l'expérience fournit [rx| > 


, On peut affirmer, avec une certitude de 0,95 au moins, que 





rt 


N—1 
le on de corrélation entre les grandeurs physiques considérées 
est différent de zéro, c’est-à-dire que les grandeurs examinées se 
trouvent en corrélation. 

Soulignons en conclusion que si le coefficient de corrélation est 
nul, cela n’atteste nullement l’absence de toute dépendance puisque 
celle-ci peut s'avérer être tout bonnement non linéaire. Aussi, en 
établissant par voie empirique la relation y (x), doit-on commencer 
toujours par porter les résultats de l’expérience sur le plan de coor- 
données x, y. Il peut arriver alors que les points expérimentaux se 
placent avec une précision suffisante sur une parabole ou une autre 
courbe élémentaire quelconque qui définira donc la relation fonction- 
nelle y (x). Le dépouillement statistique ne s'impose donc que dans 
le cas où ces points forment un « nuage ». Ce faisant, on utilisera la 
notion de corrélation si le « nuage » en question suggère une dépen- 
dance linéaire, comme c’est Le cas de la figure 12. En ce qui concerne 
la relation non linéaire, on l’étudie sur de faibles intervalles de 
variation de x en l’assimilant approximativement à la relation linéai- 
re, ou l’on réalise la linéarité par changement préalable de variables 
d’après les méthodes décrites au $ ITI.4. 


$ 10. Distribution des nombres premiers 


Citons un exemple intéressant d’application du calcul des pro- 
babilités à la théorie des nombres. Il s’agit de la distribution des 
nombres premiers dans la suite naturelle des nombres. Cette question 
est très compliquée, et si nos raisonnements ne sont pas parfaitement 
rigoureux, ils traduisent néanmoins de façon fidèle l’état des 
choses. 

On a démontré dès l’Antiquité qu’il n’y a pas de nombre premier 
qui soit le plus grand, ce qui veut dire qu’il existe une infinité de 
nombres premiers. Il suffit de passer en revue Les quelques premières 
centaines d'éléments de la série naturelle pour s'assurer que les 
nombres premiers sont répartis d’une façon extraordinairement 
irrégulière. Ainsi, le nombre premier 113 est suivi de nombres com- 
posés, puis d’un 14 (127) qui est encore un nombre premier ; 127 et 
le nombre premier suivant 131 ne sont séparés que par trois nombres 
composés, 131 et 137 par cinq et 137 et 139 par un seul nombre com- 
posé. 

Aussi, il y a-t-il intérêt à répondre à la question suivante : com- 
bien y a-t-il de nombres premiers entre les nombres n et n + A? 
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Le rapport du nombre de nombres premiers entre n et nr + À à À 
sera dit densité de probabilité des nombres premiers. Le présent 
paragraphe se propose justement pour but de définir la relation entre 
n et la densité en question. 

Admettons que À soit petit devant 7 mais sensiblement plus 
grand que {. (Ce qui revient à dire que » est suffisamment grand.) 
Dans cette hypothèse, il existe entre n et n + À beaucoup de nom- 
bres premiers. Désignons par f (n) leur densité de probabilité. On 
a alors, dans l'intervalle de n à n + À, f (n) À nombres premiers. 

Il est possible d'écrire tous les nombres premiers non supérieurs à 
un nombre donné n. Ecrivons l’un après l’autre tous les nombres 
premiers de 2 à n. Puis, rayons tous les multiples de 2 (en laissant 
le nombre 2 lui-même), ensuite tous les multiples de 3 (sauf 3), 
tous les multiples de 5 (sauf 5), et ainsi de suite. Tous les nombres 
composés seront ainsi rayés, et il ne nous restera que des nombres 
premiers. Ce procédé porte le nom de crible d'Eratosthène. 

Il est clair que 1/2 des nombres compris entre 2 et n sont divisi- 
bles par 2, un tiers par 3, un cinquième par 9, et ainsi de suite. 


Lé Lé 4 ee e e e 
En résumé, la (=)-ième partie de ces nombres se divise par le 
Q 4 ." e Q 
nombre premier p et Ia (1 — —)-ième ne se divise pas par p, en 


supposant que p & n. 

Soient p, et p, deux nombres premiers. Prenons n'importe quel 
nombre naturel n. [l peut être ou ne pas être multiple de p.,, multiple 
ou pas multiple de p,. Nous admettrons que deux événements, dont 
le premiér est la non-divisibilité de n par p, et le deuxième sa non- 
divisibilité par p,, sont indépendants. 

Parmi les nombres de 2 à n, la part des non-multiples de 2 est 
égale à (1 — 5) , celle des non-multiples de 3 à (1 — 3) , Celle des 
non-multiples de 5 à (1 — 3) ... De façon générale, la part des 


nombres non divisibles par un nombre premier p constitue (1 — =) 


Du moment que les événements consistant en la non-divisibilité du 
nombre par différents nombres premiers plus petits sont supposés 
indépendants, on a, en vertu de la règle des probabilités composées, 
pour la part des nombres premiers contenus entre 2 et n, 


(4) (4) (9 (5) 62 


(On l’a identifié là f (7) en s'appuyant sur l'égalité approchée 
F (n)/n = F'(n) pour F (n) et n grands.) 
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1 
Sip—>1,onaer&i— _ (abstraction faite des termes 1/p°, 


1/p%, ...). Aussi 


. + + ee + ee ee ee 





La formule (32) devient f(n)=e ?2.e 4 7. Pr) , d’où 
mi=(-+)+(-5)+..+(-5)--3%. 6) 


? 

Dans l'intervalle de v à v + dv (où dv est faible devant vw), on 
compte f (v) dv nombres premiers. Puisque la longueur de l’inter- 
valle est petite, on peut considérer que tous les nombres premiers 
de cet intervalle sont approximativement égaux à v; donc, pour 


cet intervalle, _ — _ Alors 21. pour les nombres compris 
i i Pi 


entre v et v + dv s'écrit . f (v) dv. Par conséquent, pour la somme 


D 


à l'intervalle de 2 à n, on a 


b 
1. _( f{) 
>=) ‘ dv. 


? a 


> _ correspondant 
5 Pi 


Quelles sont ici les bornes d'intégration? Du moment qu'on 
demande de savoir tous les nombres premiers non supérieurs à n, 


la borne supérieure sera égale à n. Notons que l'égalité 1 + = 
t 


1 
— ep, n'est stricte que pour de p; grands. Si p; est faible, la dernière 


formule est susceptible d'erreurs considérables. Par exemple, pour 
1 

p—2on a {À + = 0,5; e ? — 0,61 (erreur dépassant 20 %). 

La substitution de l'intégrale à la somme ne s'emploie non plus que 

pour les intervalles où p; est suffisamment élevé. Pour ces raisons, il 

n'est pas possible de préciser la borne inférieure. Laïissons-la donc 

IRAGteL REC: La formule (33) Dieu alors la forme 


In f (n)= — EC TO gv. (34) 


a 
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Cherchons la dérivée des deux membres de cette égalité ; il vient 


5 210) — — I) Cette équation à variables séparables se résout 
d 
facilement. Mettons-la sous la forme 
df(n) __ dn 
f2(n) n° 


Intégrons ses deux membres de z à n. On obtient 


h df EL É an 1 1 ous 
| FR — 2 RTC LL 
no no 
d’où 
4 4 
A de US 


| 1 
en posant = 2 No: 
On trouve en définitive 
{ 
FO) = TER : 59) 


Pour n grand, la constante C est négligeable devant Inn. Aussi 
écrira-t-on, pour des n très élevés, 


f@)= (86) 


Cette déduction est très grossière et présente des imperfections 
faciles à déceler. Fallait-il, par exemple, s'assurer que n était divi- 
sible par tous les nombres premiers plus petits? Bien sûr que non. 
Il suffit d’éprouver les nombres premiers non supérieurs à V n. En 
effet, supposons que nr n’ait aucun sous-multiple premier qui soit 
inférieur à V n. Supposons ensuite que n soit divisible par un nombre 
premier p, > Vn. Alors n/p, =k<VYn, car p, > Vn. Remar- 
quant que n = p.k, on a n/k — p.,. Donc, n est multiple de k <Vn, 


ce qui contredit l'hypothèse. 
Il se trouve que l’expression (36), amputée de tous les termes sauf 
le terme principal, vérifie également la relation modifiée (34) dans 


laquelle on a remplacé la borne supérieure n par V n. Par des raison- 
nements absolument différents, et autrement plus compliqués, il 
a été montré que la précision assurée par la formule (36) pour n 
erands est remarquablement élevée, beaucoup plus que nos considé- 
rations ne laissent supposer. On constate en particulier que la formu- 
le (35) donne la meilleure représentation asymptotique de f(n) 
justement avec C = 0. 

On cherche souvent non pas la densité des nombres premiers 
mais le nombre À (n) de nombres premiers non supérieurs à un nr 
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donné. Il est clair que À (n) — | f (v) dv, avec la borne d'intégra- 


tion a inconnue. Donc, 





n 
A (n)= | F5 | 
Posant ici V—n2y, dd=ndy,ona 
1 
Af=r( 
CI 


Remarquons que pour n grand 














1 1 1 [1 Iny , In2y ] 
nr£iny Inn, ny Inn FANS SUR ED ou tes . 
nn—+iny nn 142 Hz nn In2n 

mr 
Aussi 
1 
ip In? y 
| [t- +... [dy 
a 
nr 


Se bornant au premier terme du développement et substituant 
0 à — pour nr grands on écrit 





AG)= pr _ @7 


Pour un grand nombre de termes, on aboutit à une. formule 
plus précise. Prenant par exemple trois termes du développement, 
on à 


A (r)= rs [1 Hit l (38) 


L'erreur résultant de n'importe laquelle de telles formules 
s'avère asymptotiquement petite devant le dernier terme «exact ». 


1 1 
*) Ce faisant, on a dû trouver | In y dy et | In? y dy. Ces deux intégrales 


Û 
se calculent aisément par parties. Il est à noter que y In* y — 0 pour y = 0 quel 
que soit k. 
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Table de l'intégrale de probabilité 
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S'uite 
x D(x) | D(x) ss | D(x) feel) fes!) os. À | D(x) 
1,41 0,841 1,63 0,897 1,85 0,936 2,30 0,979 
42 0, 844 64 0,899 35 0,981 
43 0,847 65 0,901 86 0,937 40 0,984 
44 0,850 87 0,939 45 0,986 
45 0,853 66 0,903 88 0,940 50 0,988 
46 856 68 | 0907 ho 
0,85 0,90 0 0,943 
47 0, 858 69 0,909 ; 
48 0,861 70 0,911 91 0,944 65 0 992 
49 0,864 92 0,945 70 0 993 
90 0,866 71 0,913 93 0,946 80 0,995 
72 0,915 94 0, 948 
51 0,869 73 0,916 95 0,949 90 0,996 
52 0,871 74 0,918 3.00 0,997 
53 0,874 75 0,920 96 0,950 10 0° 998 
54 0,876 97 0,951 90 0999 
55 0, ,879 76 0,922 98 0,952 30 0999 
77 0,923 99 0,953 
56 0,881 78 0,925 2,00 0,954 
57 0,884 79 0,927 40 0,999 
58 0,886 80 0,928 05 0,960 3,90 | 1—0,5.1073 
59 0,888 10 0,964 3,9 1 — 1074 
60 0,890 81 0,930 15 0,968 4,4 4— 1075 
82 0,931 20 0,972 4,9 1 — 1076 
61 0,893 83 0,933 29 0,976 0,3 4 — 1077 
62 0,895 84 0,934 
Exercices 


1. Calculer approximativement la quantité de nombres premiers entre 
3000 et 3100 ; entre 3000 et 3200; entre 3000 et 3500. Comparer le résultat avec 
la valeur réelle, en comptant les nombres premiers dans les intervalles indiqués 
à l’aide d’une table de nombres premiers. 


2. Chercher par la formule (37) la quantité de nombres premiers inférieurs 
à 4000. Préciser ensuite le résultat en retenant dans la formule (38) le terme en 


, puis aussi letermeen . Comparer le résultat avec la valeur exacte 


1 

Inn (In n)2 
en comptant les nombres premiers inférieurs à 4000 à l’aide d’une table de nom- 
bres premiers. 

3. Compter les nombres premiers dans l'intervalle de 2000 à 5000 par deux 
procédés : 

a) en posant n — 2000, A — 3000; 

b) en trouvant la différence entre À (5000) et A4 (2000). Ces dernières 

quantités se calculent d’abord par la formule (37) et ensuite avec une précision 


plus élevée, en retenant le terme en 





Inn 
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Réponses et solutions 


$ 1 
her 2% 
36 4°'36 9° 36’ 35° 
$ 2 
1, 2,1; 
TSI NT CS LAS 
3. La probabilité d’apparition de la face noire est = LS , et celle 


d’apparition de la face blanche 
1 


Ph : 
: 1 À 
Puisque wpp=wp-Wy, on à Wbb = : De même 


Wnn —Wn'Wn = . 


La probabilité pour que l’on ait une fois la face blanche et une autre la 
face noire (l’ordre de succession est sans importance) se calcule par la formule 





n! 4 
Ld # e. kR Q ET 
générale TT amBRk, On obtient T - 


4, Par la formule générale, on trouve +, + 
5. 0,18. 6. 0,248; 0,027. 7. 0,29; 0,33, 


$ 3 
1. Utilisant la formule (3) avec n — 1000, à = 0, puis avec n — 1000, 


ô — 10, on obtient 0,025; 0,020. 
2. La probabilité d'amener pile 500 fois au plus est égale à 























D = À |e 2 dt— — e pu — | D 
V/2n V/2x ! 2 V/2n ) 2 
La probabilité d’amener pile 500 fois au moins est 
1—1/2=— 1/2, 
La probabilité d'obtenir pile 510 fois au plus (6—10) est 
en 
V10 12 ; 0,63 12 
D _— | de = | e ? dt= 
V2x V2x 
0 #2 0,63 42 
nn (| Fate *a)- 
V/27 
— 00 0 
oo 12 ) 0,63 12 
ne le . a+ "he di 0,5 0,474 0,744 


= = — 
V2x à V2r À 
Aussi la probabilité d'obtenir pile au moins 510 fois est-elle égale à 1 — 
— 0,74 = 0,26 
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3. Posant dans (8) Ô — 0 (10 coups réussis), on a w = 0,13; avec Ô = —2 
(8 coups réussis), on à w —= 0,11. 

4. Désignons par Ô l’écart du nombre de coups ayant atteint le but du 
nombre le plus probable. Alors l’un des événements pour lequel ê < 6, se réalise 
avec une probabilité égale à 


’ Ôo . ô2 
o=—— | e 7 6. 
V2nnaf . 


Ô 1 
——=+t, dô— V/naBdt, on trouve w— 
V/rab P V2r . 
avec lp — do Dans le cas considéré n —100 ; «—0,1; B—0,9. Le nombre 
na 


le plus probable de coups réussis est na—100-0,1=—10. Cherchons la proba- 
bilité d’avoir atteint le but 8 (ô— —2) fois au plus. Il vient 


Posant ici 














i —0,67 12 j oo 12 
2 2 
D—= ————— | e dt — | e dt = 
V2r dd V/2x Re 
Lo 12 0,67 +2 





” [| e ? àt— | e ? dt | =0,5—0,50 (0,67) = 0,25. 


VA 


Donc, la probabilité pour que le nombre de coups réussis soit au moins 8 
est égale à 1 — 0,25 = 0,75. 

Pour les deux autres cas on a respectivement 0,5 et 0,25. 

5. 0,73; 0,87. 


8 5 


2 , ce sont w, (up — 1) = w, (u) qui sont maximales. 
2. A la suite d’un grand nombre N d'épreuves, la variable x a passé p,N 
fois par la valeur x,, p,.N fois par x, ., PAN fois par x,. Sa valeur moyenne, 


N'x N':x 5 Nx 
js DONS EP Pr RE PRteEr au Pr = Pit4 + Pate +... + Pntn. 


Pour la loi de Poisson, cela donne 





OO O0 OO 
UN un LU en St MT pen 
m= le Me > 01 D An pére pu 
m—0 m=—1 k—0 
en posant m—1—k, 
$ 6 
Le système d'équations se présente comme ceci! 
dpi 


 — —(a+0) PitOPiatapin  (i=..., —2 —1, 0,1, 2, ...) 


34—0317 
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On doit le résoudre avec la condition initiale po (0)—1, p; (0) —0 (i Æ 0). 
Dans la méthode d’approximations successives, on opère d’abord par change- 
ment de variables p;—e-(a@+oi gi, d’où 

dg; 


= Qi + aies Ge, 22,21, 0, 4.255231): 


A l’approximation d'ordre zéro on a 
Go—= 1, les autres gqg;—0. 
A la première approximation 
qiu—=œt, Qo—=1l, qg—=ot, les autres qg;—0. 


A la deuxième approximation : 


A2 1, o—=1+awt?, gi—0ot, 


212 
= — , les autres g;—0, 


etc. La valeur moyenne de l'indice de l’état est à — (w — æ&)t. Le problème 
considéré au paragraphe même s'obtient pour & — 0, © = 1. 


$S 7 
Les 
m7 O<P< 4, 


1 : 
x (—2p?+ 6pq — 3q?) si q < p < 29, 


Si p<0et p>3q, on 
la fonction F3(p) avec 


00 ! 00 (x—x)2 
1. | xF (x) dx = —— | ze 2? x. 


A V2x . 


— +, dx=A 1/2 dt. La dernière intégrale prend alors la forme 





TZ — XL 

A V2 

+00 — 00 

| G+AV2t)e À d=2+ 2 | tel dt. 
I 


— 00 — O0 








1 
Va 

00 
L'intégrale | te!” dt—0, car la fonction sous le signe d'intégration est 


—00 
impaire de sorte que son graphique est symétrique par rapport à l’origine des 
coordonnées. 


"RES ; _(x—x)2 
hercher x—x)2——— € 242 x, procédons par change- 
Pour recherc \ ( ) AV P P g 
— 00 


mn 


ment de variable PE —t, dx =A V/2dt. L'intégrale initiale devient alors 
A 
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+00 
247? | 2e? dt. Intégrons-la par parties en posant te—t? dit dg, t—f. Alors 
Va J 
gs et, df—dt. Il vient 


— 00 


_—12 __ 
+ 2 | € at | = a. 








2. On trouve P=+ A7 donc 


1 3 _3(p—5g)2 1 3 _3(p—10g)2 
ï: no a. 5q2 $ 5 : RSS : 10q2 
F(p; 10) LV Le ; Æ(p; 20) Le : 


3. a) Comme py—1 kg et DPn—np1, on à Pop 20-1 kg— 20 kg. 


b) Utilisons le résultat ci-dessus, en posant qg—2 dans l’expression de 
F (p; 20). Il vient alors 








—— (3(p—-20)2 
1 es PR PERLES 
F20=S) mme 


F(p; 20)=0,154e 007520)? 


La probabilité pour que la pêche ne pèse 20 kg ou plus est w— 
20 


— 0,151 | e70,075(p—20)? QG}, Pour ramener cette intégrale à la fonction (x) 
0 
donnée par la table posons 220,075 (p — 20)?, d'où zx—0,387 (p— 20), 
dx — 0,387 dp. Aussi 
0 


où 








x2 7,7 x2 _— 
w=— _ | e 2? dr—0,4 | e 2 dr —0,4 es D (7,7) = 0,5. 
—7,7 0 
La probabilité pour la pêche de peser 22 kg au plus est 
+0,77 2 0 x2 0,77 2 
w = 0,4 | e 7 de 04| | e 2? dr+ | e 2 dx ) = 
—7,7 —7, 0 





= 
— 0,4 ve [D (7,7) + ® (0,77)]— 0,78. 
La probabilité pour que le poids des poissons attrapés ne dépasse pas 25 kg 
est 0,98 


$ 10 

1. Posant n — 3000, A — 100, 200, 500, on obtient les valeurs approchées 
12, 25, 62. Les valeurs exactes sont respectivement 12, 22, 59. 

2. D'après la formule (37) on a À (4000) — 482. D’après la formule (38) 
tronquée, À — 540. La formule (38) complète donne À — 554. La valeur exacte 
est 990. 

3. Posant nr — 2000, À — 3000, on à W — 395. D’après la formule (37) 
on a N — 322, et d’après la formule (38) tronquée 358. La valeur exacte est 366. 
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CHAPITRE XIV 


TRANSFORMATION DE FOURIER *) 


$ 1. Introduction 


Dans les chapitres VII-VIII, nous avons étudié les équations 
différentielles linéaires à coefficients constants et les systèmes de 
telles équations (autrement dit, des processus linéaires homogènes 
dans le temps à un nombre fini de degrés de liberté) et constaté à 
cette occasion le rôle important joué par la fonction e?*. Le fait est 
que si l’on porte cette fonction dans le premier membre d'une équa- 
tion et si l’on effectue toutes les opérations nécessaires, on obtient 
la même fonction multipliée par un certain facteur constant. C’est 
pourquoi la solution d’une équation homogène de même que la 
fonction de Green était exprimée par des fonctions de la forme e?': 
d’autre part, la solution d’une équation non homogène prenait sa 
plus simple expression lorsqu'on avait à droite la fonction e°!. 
Nous y rapportons en tant que cas particulier les fonctions du type 
cos ot ou eŸt sin œt qui s'expriment directement, d’après la formule 
d'Euler, par les exponentielles e°? à p complexe (voir les formu- 
les (3)). 

La variable indépendante {, qui représente d'habitude le temps, 
peut dans beaucoup de problèmes prendre toutes les valeurs possibles, 
c'est-à-dire —o0 << { << co, les solutions considérées restant toutefois 
finies, en vertu du sens du problème, aussi bien pour des t finis que 
pour £-—>—oo. Etant donné que quand p—y+io eP — 
— evt (cos wé + i sin œf), | cos @t + à sin œt| — 1, pour y > 0, 
on a |ePi| ——> co, et pour y< 0 il vient | ePt|[ ——> co. Cela veut dire 


—> 00 {—>—00 
que si l’on demande que l’exponentielle e?t soit limitée pour { —> +00, 
il faut que y — 0, ce qui signifie qu’il ne faut utiliser que des « har- 
moniques», c’est-à-dire des fonctions 
eiot — cos @f + i sin @f. (1) 
En superposant des harmoniques d’amplitudes et de fréquences 
différentes, c'est-à-dire en considérant des sommes de la forme 


j (= Dianeiont, (2) 
*) L'étude qui va suivre nécessite des connaissances sur les nombres com- 


plexes ($$ V.1-3) et la fonction delta ($$ VI.1-3). Au $ 7 on fait appel à la notion 
d'espace vectoriel multidimensionnel ($ IX.6). 
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on peut obtenir des fonctions beaucoup plus compliquées. L'ensemble 
des fréquences ©, examinées dans ce cas est appelé spectre de la 
fonction f (4); dans le présent cas, nous avons affaire à un spectre 
discontinu *). On peut également utiliser les sommes des sinus ou 
des cosinus de fréquences et d’amplitudes différentes, car la formu- 
le (1) permet de passer de l’exponentielle aux cosinus et aux sinus, 
tandis que les formules 
iot —iot iot —iot 
COS f — ie ,  Sin@t— —; —— (3) 


donnent la possibilité d'effectuer l’opération inverse. Pour respecter 
l’uniformité, nous allons utiliser principalement les exponentielles 
(cf. $ V.5). 

On obtient une classe de fonctions encore plus vaste si, à la place 
de la somme des fréquences isolées, on utilise l'intégrale sur l’en- 
semble de fréquences, autrement dit, si l’on fait appel à une repré- 
sentation de la forme 


f (t) — [ F (ow) etot do. (4) | 


Ici on a affaire à un spectre continu ; il peut occuper l’axe des © tout 
entier, mais il peut aussi se limiter à un certain intervalle J de cet 
axe si en dehors de cet intervalle la fonction F (w) est nulle, ce qui 
signifie que l'intégration (4) ne porte que sur J (dans ce cas, J est 
appelé support de la fonction # (w)). On a vu d’ailleurs au $ VI.{ 
que si la fonction FÆ (w) représente une somme de termes en forme 
de delta, l'intégrale (4) tout entière se transforme en la somme (2), 
c’est-à-dire que le spectre est discret et se compose de l’ensemble de 
valeurs de © pour lesquelles les termes en forme de delta présentent 
des singularités. Dans le cas général, le spectre peut avoir aussi 
bien une partie continue qu’une partie discrète. 

On comprend sans peine le sens de la fonction F (w) de (4). Etant 
donné qu’au petit intervalle de fréquences s’étalant de © à © + do 
correspond ici le terme F (œ) ect do — [F (w) doleï®t, on voit, 
si l’on compare à (2), que F (w) do est l’amplitude associée à l’inter- 
valle de fréquences indiqué. Cela signifie que # (w) peut être consi- 
dérée comme la « densité d'amplitude » correspondant au petit 
intervalle de fréquences et rapportée à l’unité de longueur de cet 
intervalle. C’est pourquoi la fonction FÆ(w) est appelée densité 
spectrale de la fonction f (ét). Le passage de la somme (2) à l’intégrale 
(4) est analogue au passage (ci. $ XIT.1) d’un modèle discontinu de 
corde sous forme d’une rangée de perles élastiquement liées entre 
elles à un modèle continu où la masse est « étalée » suivant la longueur 


*) On prendra garde de ne pas confondre le spectre de la fonction, dont 
on parle dans ce chapitre, avec le spectre du problème aux limites (voir page 278). 
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de la corde avec une certaine densité. De même, dans la repré- 
sentation (4), l'amplitude des harmoniques est « étalée » suivant tout 
le spectre de fréquences avec la densité F (o). 

Dans la majorité des problèmes physiques, on rencontre des 
fonctions réelles f (£) ; par exemple, f (t) représente la force f agissant 
sur un système quelconque en fonction du temps £. 

La condition pour que f (t) soit réelle peut s’écrire 


+00 00 
f() = f* (6), c'est-à-dire que | F (o) efot do — | F* (o) e-iet do. 


La grandeur © n’est pas munie de signe de conjugaison, car on suppo- 
se que & est réel. Pour que les sommes des harmoniques soient les 
mêmes pour { quelconque, il faut que les amplitudes correspondantes 
soient égales. Trouvons le facteur de eï®ot ; dans l'intégrale de gauche, 
c'est F(w,). Dans l'intégrale de droite, la condition e—i®t — ei 
nous donne © — —,; cela signifie que le facteur de eï”t dans 
l'intégrale à droite est égal à F* (wo) — F* (—w,). Donc, la condi- 
tion précédente donne 


FE (—o@0) = F (oo). 


Cette égalité se rapporte à tout w, de sorte qu'on peut omettre 
l'indice « 0 » et écrire simplement 


FF (—o) = F(o). (9) 


F (w) est une fonction complexe. Ecrivons sous forme explicite 
ses parties réelle et imaginaire à l’aide de deux fonctions réelles À (w) 
et B (): 

F (wo) — À (o) + iB (o). 


De la condition de réalité de la fonction de départ f ({), qui nous 
a conduits à la formule (5), on tire 


A (—o) — iB (—o) = 4 (wo) + iB (o), 
c'est-à-dire que 

A (—o) = A(œ), B(—oœ) = —B (o). (6) 
Ainsi, la partie réelle de F est une fonction paire de &, et la partie 


imaginaire en est une fonction impaire. 
Passons maintenant de la représentation par eï®t à celle à l’aide 
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de cos ot et sin oi: 
00 +00 
f(#) — | F (w) eivt do — | LA (w) + iB (w)] [cos of + à sin ot] do — 


— O0 


+00 1e 
= | A (&)cos ot do — | B (o) sin © ét do + 
D 00 du +00 
+ | À (@) sin @f do + i | B (o) cos ot do. 


Examinons un cas particulier mais important de la fonction 
réelle f (&). En vertu des conditions (6), on verra s'annuler les deux 
dernières intégrales qui contiennent le produit d’une fonction paire par 

0 


O0 O0 


une fonction impaire, si bien que | k do — — | k do, { k do = 0, 


— 00 0 — 00 
où k est la fonction sous le signe somme de la troisième ou de la 
quatrième intégrale. 
Au contraire, dans les deux premières intégrales, l'expression 
sous le signe somme est symétrique : 


0 co 
n (&)=n(—0), | n (@) ao — | n (©) do, 
— 00 0 


n (@) do = 2 | n (&) do, 
0 
et l’on a définitivement 
{ (&) = 2 | À (@) cos ot do—2 | B () sin ot do. (7) 
0 0 


Donc, la fonction réelle f (é) est représentée par une intégrale de 
fonctions réelles cos of et sin œt, la densité spectrale correspondante 
À (o) et B (wo) étant également réelle. Dans ce cas, l'intégration est 
faite uniquement par rapport aux fréquences positives, © variant 
de O à oo. 

Fait remarquable, toute fonction f (t) qui reste finie pour { — +oo 
peut en fait être mise sous la forme (4). La démonstration en sera 
donnée au $ 2, où l’on répondra également à la question fondamenta- 
le: comment trouve-t-on la densité spectrale F (w) d’une fonction 
f (t) donnée? Nous allons voir que l'intérêt qu'offre cette question 
est loin d'être purement théorique. 

Rappelons quelques faits élémentaires de la théorie des oscilla- 
tions ($ VIL.3, 5 ; voir également MS, ch. VI et VIIT). Soit un oscilla- 
teur à faible amortissement, c'est-à-dire à frottement insignifiant 
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s’il s’agit d’un système vibratoire mécanique, ou à faible résistance 
si l’on a affaire à un circuit oscillant électrique, etc. Si un tel oscilla- 
teur est soumis à une action extérieure harmonique de fréquence wz, 
on voit y apparaître les oscillations forcées harmoniques de même 
fréquence. L’amplitude de ces oscillations est d’autant plus grande 
que © est plus proche de la fréquence w, des oscillations propres de 
l’oscillateur. Plus faible est l’amortissement, plus nette est la 
« sélectivité » de l’oscillateur par rapport à la fréquence de l’action 
extérieure. A la limite, lorsqu'on considère un oscillateur sans amor- 
tissement, pour © = &,, il se produit la résonance, et l'amplitude des 
oscillations forcées s'accroît indéfiniment. 

Supposons maintenant que l’action extérieure harmonique 
s'applique à un système d'’oscillateurs à faible amortissement dont 
les fréquences propres sont différentes. Dans ce cas, l’oscillateur 
dont la fréquence propre est égale à la fréquence de l’action exté- 
rieure va « réagir » d’une façon plus intense. Si, enfin, notre système 
d'oscillateurs est sollicité par un « mélange » d'harmoniques, c’est-à- 
dire par une fonction du type (2), on verra réagir les oscillateurs dont 
la fréquence propre coïncide avec l’une quelconque des fréquences 
extérieures ©. Dans ce cas, l’amplitude d'’oscillations forcées d’un 
oscillateur de fréquence propre &w, est proportionnelle à l'amplitude 
d'action extérieure, c’est-à-dire à un tel a, pour lequel ©; = o,. 
Le système d’oscillateurs décrit procède donc à une « analyse har- 
monique » (on dit encore « analyse spectrale ») de l’action extérieure, 
en la décomposant en harmoniques. On aura le même tableau dans le 
cas d’une action extérieure du type (4). L’ amplitude de l’oscillateur 


de fréquence propre ©, est proportionnelle à F (w o), où Fest la densi- 
té spectrale (voir la formule (4)). Les conditions nécessaires seront 
rigoureusement formulées un peu plus bas. Si l’on possède un en- 


semble d'’oscillateurs dont ©, prend toutes les valeurs possibles, on 
peut « sonder », c’est-à-dire déterminer, toute l'allure de la fonc- 
tion F (w). 

L'analyse harmonique qui vient d’être décrite peut être réalisée 
dans la pratique. En acoustique, par exemple, on utilise un système 
de résonateurs dont chacun est accordé avec une fréquence déterminée. 
Si ce système est soumis à l’action des vibrations sonores, qui peu- 
vent toujours être représentées comme une superposition de « sons 
purs », c'est-à-dire d'’oscillations harmoniques, on verra réagir les 
résonateurs dont la fréquence propre correspond au spectre de cette 
action. En déterminant l’amplitude d'’oscillations des résonateurs, 
nous effectuons par là même l’analyse harmonique de l’action exté- 
rieure. 

Exercices 


1. Pour quelle fonction F (w) l'intégrale (4) devient la somme (2)? 
2. Dans quelle condition la somme (2) est une fonction périodique de #? 
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$ 2. Formules d’inversion de Fourier 


Pour commencer, mettons au clair une question qui va. nous 
servir dans la suite : que va-t-il se passer si l’amplitude de l’oscilla- 
tion est uniformément « étalée » suivant l’axe des fréquences tout 
entier, ou, autrement dit, quelle est la fonction f (4) de la formule (4) 
dont la densité spectrale est F (wo) = 1? Pour répondre à cette ques- 
tion, nous devons étudier l'intégrale 

C0 
I () = | etot do. 


Bien que cette intégrale soit divergehte ($ III.1), elle peut être 





Fig. 192 


représentée comme la limite de l’intégrale sur l'intervalle fini 
I (t) = lim 7} (), 
N+00 


SEE AE 
AA t 


(pour la dernière transformation, on a utilisé la seconde formu- 
le (3)). Le résultat obtenu peut être mis sous la forme 


Ta (6) = 2nN = 2nN PF (EN), (8) 


TT 





où F,(= TE 

La coubre représentative de la fonction F;,(f) est donnée sur 
la figure 192. On peut montrer (voir la solution de l'exercice 2 
du III.6) que 








| ee dt—x, c'est-à-dire que | F; (+) dt = | _ dt = 1. 


Le maximum principal de F, a lieu quand 4 — 0, F, (0) — 2; 
à gauche et à droite de ce point la fonction décroît en oscillant (voir 
la figure 192). 
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La formule (8) montre que 7, (t) est obtenu au facteur constant 
2x près à partir de la fonction F, (t) par la même transformation 
qui nous a conduits au $ VI.1 à la notion de fonction delta. Ainsi, 
en passant à la limite, on trouve 


| iot do = I (t) = 276 (6). (9) 


Deux points de cette conclusion sont à préciser. Avant tout, lors 
de la détermination de la fonction delta au $ VI.1, nous n'avons pris 
comme exemples que des fonctions ne prenant pas de valeurs néga- 
tives. Mais, au fond, cette condition n’était pas utilisée, et les valeurs 
négatives peuvent donc être admises. Deuxièmement, et ce point 





Fig. 193 Fig. 194 


est plus important, F, (é) n’est pas une fonction rapidement décrois- 
sante. En effet, pour V grand, le graphique de la fonction F,y (t) — 
— NF, (Ni) est donné sur la figure 193; on voit que sur tout inter- 
valle fini fixe 4, &, ne comportant pas le point £ — 0 il oscille avec 
grande fréquence, sans que l’amplitude des oscillations soit petite, 
ce qui signifie que la fonction F, (t) n'est pas proche de zéro comme 
c'était le cas pour les exemples du $ VI.1. Si nous avions pris 
+00 

| | Frl dt, une telle intégrale aurait été divergente. Toutefois, cela 
n’est pas essentiel non plus, car avec l'accroissement de N l'intégrale 
de la fonction F y (£) se comporte comme suit : 


t t Nt 


sin Vt sin s 
| Fr (6) d= | N ve a= | _ ds <> | 


0 G< 0), 
1 (650). 
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Le graphique de cette intégrale est montré sur la figure 194. Donc 
pour N grands, on aura 


t 
| Fn(dtæe(t) (voir $ VL3), c'est-à-dire Fy (+) & e' (#) —8(0). 


Aïnsi, la configuration en delta de la fonction F4 (t) pour des N 
grands est assurée non pas par sa décroissance rapide mais par ses 
oscillations fréquentes, ce qui fait que, lors de l'intégration à une 
distance finie de { — 0, elle « est considérée comme étant identique- 
ment nulle ». 

Par des raisonnements analogues, on pourrait démontrer que 
+00 
| Q(t) Ft —to) dd (ét) pour N — ww en conformité avec 


les propriétés de la fonction delta. Dans une telle intégrale, la contri- 
bution est fournie par le maximum principal de F}, pour £ — #,, 
où Fnx — N/n; les « ailes», c’est-à-dire les domaines é Lt, — € 
et > ti, + & n’ajoutent que peu de chose, car l’intégrale de la 
fonction alternée est petite. 

En utilisant la formule (9), il est aisé d'examiner le cas de la den- 
sité spectale donnée par l'expression Æ'(@) — Aeï®t (A — const, 
T — const): en substituant dans (4), on trouve 


| Aeïot eiot do — À | eo T)do — 2n A (£ + T). 


Inversement, il en découle qu’à la fonction f (4) — BG (t — x) cor- 
respond la densité F(o) — = eo, 


On peut passer maintenant au cas d’une fonction f (é) arbitraire 
de l'intégrale (4). On a vu au $ VI.2 que chaque fonction f (t) peut 
être mise sous la forme d’une somme (ou, plus précisément, d’une 
intégrale) de fonctions en forme de delta 


f(#) = D [f (x) dxl 6 (4 — r). 


En vertu de ce qui vient d’être démontré, à chaque terme corres- 
pond la densité spectrale AD e—i®t, ce qui signifie qu'à la 


somme totale, c'est-à-dire à la fonction j (£), est associée la densité 
spectrale 


F(o)= Ÿ AE QEL CGT, 
T 


Si l’on tient compte du fait qu'en réalité il ne s'agit pas d’une somme 
mais bien d’une intégrale et si l’on désigne par t la variable d'’inté- 
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gration, on aboutit à la formule 


F(o)=— | f(b)e-ist di. (10) 


— © 


Les formules (10) et (4) sont appelées formules d'inversion de 
Fourier. Elles permettent de passer de toute fonction f(£), finie 
pour {—> oo (cela est nécessaire pour que l'intégrale (10) ait un 
sens), à sa densité spectrale et, inversement, de reconstituer la 
fonction en partant de sa densité spectrale. Ces formules sont d'une 

fu { ; ; 
symétrie étonnante au facteur constant 7 Ct au signe de l’exposant 
près. 

Si f (é) tend vers zéro pour { — —o et pour { — +00, l'intégrale 
(10) peut en principe toujours être calculée, ne serait-ce que numéri- 
quement. 

Examinons un cas particulier de la fonction réelle f(#4). En 
écrivant 

eTt@i — cos ot — i sin @f, 


on obtient 
1 0 © 
FO=z | f () cos ot dt ——— | f (e) sin ot dé. 


Chacune des intégrales représente une fonction réelle. Si l’on se 
rappelle l’écriture F (w) — À (wo) + iB (w), il devient évident que 


1 À | 
A(G)=-— | j (£) cos of dt, 
1 : 
B (wo) — Fe | j (ë) sin of dt. 


ke | 
Il est facile maintenant de vérifier les propriétés (9) et (6) de la den- 
sité F (w) pour la fonction réelle f (4). 

En comparant (7) et (11), on se rend compte que le coefficient 
de cos wf, c’est-à-dire À (w), est exprimé à son tour par une intégrale 
de la fonction f (4) multipliée par cos wt; cela est aussi exact pour 
B (w). 

Remarquons deux cas particuliers de l’intégrale (10). Soit f (4) — 
— C — const. Il est évident avec 


f@=c=| F'(o) eïct do 
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que pour obtenir à gauche C, c’est-à-dire Ce° = Ceft, il faut prendre 
F(@)=Cô(w). Suivant la règle générale 


[SG@)p(@)do=p(o), | 6(u)et due = 1. 


Examinons d’une façon analogue f (4) — Deïcot, Dans ce cas, F (w)— 
— Dô (@ — 9), ce qui se vérifie facilement par une substitution 
dans (4). Les mêmes résultats peuvent être obtenus à l’aide de la 
formule (9): 


+oo +cs 
2 | eristdt=C5(—0)=C6(w), 7 | eféote-iat di = DS (&— x). 


Toutefois, devant l’impossibilité de calculer directement des intégra- 
les pareilles, on considère la fonction non amortie C ou Deî®t comme 
limite d’une fonction amortie, par exemple, Ce? ou Deivot-alil 
pour & —+ 0, ce qui exige des raisonnements assez longs et compliqués. 
Il est donc préférable de tirer ces formules de (9), comme on l’a fait 
plus haut, pour les retenir ensuite. 

Supposons qu’un oscillateur sans amortissement ayant la fré- 
quence propre w, soit soumis à une force f (é) de sorte que l’équation 
du mouvement s'écrit 


d?x 
ET — Mmox + jf (à). 


On suppose en outre que f (4) = 0 pour £ — — et que l'oscillateur 


au repos était en équilibre, x = _ — 0. La solution . problème 


est facile à construire (cf. $ VII.5): 
t 


L== _ | sin @o (£—T) f (T) dt. 


mo 








On a utilisé la fonction de Green de ce problème : l'impulsion, c’est-à- 

dire la force o (4 — T), qui agit sur l’oscillateur au repos lui imprime 

la vitesse Z , et les oscillations libres x (4 > t) — — sin @p ({—T) 
0 

commencent. 

Admettons que la force f (t) n’agisse que pendant un intervalle 
de temps limité, c’est-à-dire que f — 0 pour { > T. Comment va 
osciller l’oscillateur lorsque la force cessera d’agir? Décomposons 

sin Op (é — T) = Sin @pé COS @9T — COS Qt sin ot. 
On obtient 
ñ T T 
z(t)= a. { sin OpË | f (Tr) cos @,t dt — cos wot | f (x) sin @7 dx | : 
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T 
Vu que f (t) = 0 pour { > T, au lieu de | f (t) cos ot dt, on peut 


écrire | f (t) cos wTt dt; on a la même chose pour l'intégrale conte- 
nant le sinus. En utilisant les formules (11), on obtient, pour les 
oscillations postérieures à la cessation de l’action, 


x (t) = Æ (@) Sin @ot + B (Go) cos Got] pour 4 T. (12) 


Lorsque la force n'’agit plus, l'amplitude des oscillations non 
amorties de l’oscillateur de fréquence propre &, est 


= V'Æ (@) + 2° (&) = | F (@i)]. (13) 


Il s'ensuit que l’amplitude ne dépend que de la densité spectrale 
F (w) de la force pour la fréquence de résonance, c'est-à-dire pour 
&© — &,y. Cela vient confirmer les assertions du $ 1. 

En physique, on réserve souvent l’appellation densité spectrale à la 
grandeur | F (w) |? et non pas à F (w). Si la fonction f (t) représente, 
par exemple, la pression dans une onde sonore ou le champ électrique 
dans une onde électromagnétique, alors | F (w) |? do est proportion- 
nel à l'énergie des oscillations acoustiques ou électromagnétiques 
correspondant à la zone de spectre comprise entre © et © + do 

Après nr transformations élémentaires, la formule (12) 
devient 


(= 








TLm — 





ET LF (@,) efcot — F(— 5) e—@ot], 


d. @>œT). (14) 
m = = Tr {[F (oo) eci+F (— @) e—{v0!] 


Tâchons maintenant de résoudre le problème relatif aux oscillations 
de l’oscillateur en appliquant directement l'intégrale de Fourier. 
A cette Îin, écrivons 


+00 
x (0) = | X (6) eict do (45) 


et substituons cette expression dans l'équation des oscillations. 
Pour ne pas se soucier de la condition de repos pour { = —% ,consi- 
dérons un oscillateur avec amortissement : il est clair que le mouve- 
ment d’un tel oscillateur ne dépend pas de ses « antécédents ». 
On considère donc l'équation 
d?x 


mere. mor h LE + j (6) (16) 
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En introduisant x et f sous la forme des intégrales de Fourier, on 
obtient 


+00 +00 
| X (©) (— mo? + moi + ioh) efot do — | F (o) eiot do 


et on trouve directement 


F (o) 

L(O)=- TE) rien : (17) 
Si l'amortissement est insignifiant, X (w) sera particulièrement 
grand pour des o tels que le dénominateur ne contienne que la petite 
quantité iwhk. Cela a lieu quand @f — w* — 0, c’est-à-dire pour 
© = +@,. Il s'ensuit que ce sont X (w,) et X (—,) qui sont parti- 
culièrement grands dans la transformée de Fourier de x(t). En 
passant à la limite pour des oscillations non amorties, c’est-à-dire 
pour h —- 0, (14) s'obtient de (15) et de (17) par des méthodes de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe. Nous nous abstien- 
drons de tout détail à ce sujet. 

Üne dernière remarque concernant l’analyse spectrale. Les appa- 
reils n’enregistrent d'habitude que l’amplitude des oscillations de 
fréquence différente. Conformément à (13), cela signifie que l’on 
détermine seulement la valeur absolue *) | F (w)]| de la transformée 
de Fourier de la force étudiée. Cela est vrai de l'oreille en tant qu’en- 
registreur des oscillations acoustiques, de l’œil et du spectroscope 
(en effet, le spectroscope ne détermine que l'intensité des lumières 
de fréquence différente). 

De cette façon, nous perdons une certaine quantité d’information, 
à savoir des renseignements sur la phase de F (wo). Imaginons, par 
exemple, deux fonctions F, (wo) et F,(œ) telles que | 7, (œ)| — 
= | F,(o)|, F, et F, étant différentes. Cela signifie que F, (©) = 
— F, (@) e@), où y est n’importe quelle fonction réelle. À ces deux 
transformées de Fourier correspondent f, (t) et f, (4) de type diffé- 
rent : 


fi (6) = | Fi(o)eitdo,  fa(t)— | F, (0) eict do. 


Toutefois, si f(£) est la pression de l'air dans l’onde acoustique, 
notre oreille perçoit les sons identiques sans pouvoir distinguer f, (é) 
et f, (é). Pour le faire la courbe f (4) doit être enregistrée à l’aide d’un 
manomètre à action rapide. Ce n’est que tout dernièrement que l’on 
s’est mis assidûment à rechercher les méthodes d'étude de la phase 
de F(w) dans le cas des ondes lumineuses. 

Au $ 8, on reviendra sur le rôle de la phase. 


*) Rappelons que pour une force réelle F (—w) = F* (w), de sorte que 
| F(—o)] =] F (w)] (le signe de w n’est pas essentiel ; il suffit de considérer 
o > 0) 
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Exercices 


1. Trouver la densité spectrale de la fonction f (it) — ea (& > 0). 
En passant à la limite pour & — +0, rechercher la densité spectrale de la fonc- 
tion f (4) = 1. Déduire la formule (1.1) pour l’exemple considéré en partant 
de la formule (4). 


Trouver sous forme explicite une solution de l'équation (16) qui soit 
bornée pour & + oo. 


$ 3. Causalité et relations de dispersion 


Nous avons vu ($ VII.5) que la solution de l'équation (16) s’ob- 
tient à partir de la solution G (é, t) (dite fonction de Green) d’une 
équation analogue à terme non homogène spécial 


d?x dx ; 
m a th ne + MOT = 0 (£— 7) 
suivant la formule 


x (t) — | Gt, v) f(x) dr. 


En vertu de ce qui a été dit au $ VI.2, on sait que c’est la forme 
de la solution de tout problème linéaire ; f (£) joue le rôle de signal 
d'entrée et x (t) représente la « réponse » du système considéré au 
signal en question. La fonction G (t; xt) est alors la réponse à une 
impulsion unité instantanée ayant agi sur le système à l'instant T. 

On a vu au $ VI.2 que tel est également le résultat de l’action 
excercée sur un système linéaire dans le cas où la variable indépen- 
dante est une coordonnée spatiale (c'était précisément ce cas que l’on 
y examinait plus en détail). Il se trouve que si la variable indépen- 
dante est le temps, grandeur unidirectionnelle, la fonction de Green 
correspondante présente des propriétés importantes d’un caractère 
tout à fait général, à l'examen desquelles nous allons passer. 

Si les paramètres du système linéaire considéré (par exemple, d’un 
oscillateur) sollicité par des signaux ne varient pas avec le temps, 
alors toutes les actions et les réponses correspondantes admettent 
un déplacement arbitraire dans le temps. Cela signifie que & — 
G(t — x), donc 


z()= | G(t—7) f (x) dr. (18) 


Examinons maintenant les densités spectrales des fonctions x (6), 
f (t) et 2nG (t) (le facteur 2x est introduit pour rendre plus simples 
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les formules qui vont suivre) : 


x (t) = | X (w) ect do, 
(19) 
FU) | F (w) eïct do,  2nG (t) = | L (œ) eïct do, 


toutes les intégrales étant prises de —oo à oo. Naturellement, nous 
allons considérer toutes les fonctions de temps y figurant comme 
étant finies pour £ + oo, car nous n’examinons la représentation 
de Fourier que pour les fonctions pareilles. (Cette exigence était 
présente, d’une façon implicite, lors de la construction de la solu- 
tion (17) ; c’est elle qui nous a permis de dégager la solution requise 
de l'équation (16) de la famille biparamétrique de toutes ses solu- 
tions.) En portant (18) dans (19) et en changeant l’ordre d’intégra- 
tion, on a 


Î X (a) eict do = | La" | F (a) eïer do | dr = 
= | Î G(t— 7) F (a) eict do dx — | F(w)| | G(E— 7) eist dr | do. 
Si l'on pose ici £ — + — %, on obtient 
| F(o)| | Gr) efott-r0 dr | do = 
- | F (&) eivi {+ | L2aG (r,)] io: dr, } du = | F (&) L (o) eict do. 


En comparant la dernière intégrale à celle initiale, on conclut que 
X (wo) — L(o) F (o). 


Ainsi, les transformées de Fourier du signal d’entrée et du signal 
de sortie sont liées d’une façon très simple : la deuxième est obtenue 
en multipliant la première par la fonction de transfert L(w). Par 
exemple, de la formule (17) on voit que, pour le plus simple oscilla- 
teur linéaire, la fonction de transfert a la forme 

po= : 


m(oi—w2)+iho 


(20) 


Inversement, si l’on se donne Z (w) et si l’on calcule la fonction 
de Green G (t), on peut passer à la formule (18) de la transiormation 
des signaux. Dans ce cas, un problème intéressant se pose. Soit 
L (w) la fonction de transfert d’un convertisseur de signaux réel. 
Il doit alors voir jouer la Loi de causalité selon laquelle la réponse ne 
peut être antérieure au signal. Mathématiquement parlant, cette loi 
équivaut à la condition G(t—7r)=0 pour {<< 7, c'est-à-dire 
G(t) = 0 pour { < 0. (Pour cette raison pour des systèmes réels, 
la borne supérieure de l'intégrale (18) est é et non pas co, comme 


35—0317 
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on l’a écrit au $ VII.5.) A quelles conditions doit satisfaire la fonc- 
tion ZL (w) pour que la loi de causalité ait lieu? Il va de soi que ces 
conditions doivent constituer les assises de la théorie avant même 
que les équations correspondantes ne soient établies. 

Pour être plus simples, limitons-nous au cas où Z (o) est le rapport 
de deux polynômes: ZL (©) — 5e , le degré du dénominateur étant 
d’au moins deux unités supérieur à celui du numérateur. (En réalité, 
des considérations analogues sont valables pour une classe beaucoup 
plus vaste de fonctions ZL (w).) Supposons en outre que © (w) n'ait 
pas de zéros réels. Alors, pour trouver l'intégrale 





G(—=— Î L (o) eist do 


pour # >> 0, on peut utiliser exactement la même métnode que pour 
le calcul de l'intégrale (V.36), mais, au lieu du plan complexe des z, 
on considérera le plan complexe des w. La demi-circonférence « de 
fermeture » sera tracée, tout comme sur la figure 67, dans le demi- 
plan supérieur des w, étant donné que, pour t{ >> 0, on a dans ce demi- 
plan petit |g 1 (dans le demi-plan inférieur, |efot | prend des valeurs 
aussi grandes que l’on veut). En vertu du théorème général des 
résidus (V.31), on a pour { > 0 


Gtj=i » | Resoo, {L (o) est} (> 0), (21) 
Rk 


Im ©, > 


la sommation dans le second membre étant effectuée suivant tous 
les points singuliers (pôles) de la fonction L (ow), c’est-à-dire suivant 
les zéros du polynôme © (w) qui se trouvent dans le demi-plan supé- 
rieur [Im «© >> (. 

On discute pareillement le cas { << 0. On utilisera alors, sur la 
fig. 67, la demi-circonférence inférieure, ce qui donne 


G()=—i D Resou, {L(m)eist} (#0). (22) 
Im ©}, <0 


En vertu du caractère arbitraire de £, on en conclut que pour que 
la loi de causalité, c’est-à-dire G (t) = 0 pour & << 0, soit vérifiée, 
il faut que la fonction de transfert L (w) ne présente pas de points 
singuliers dans le demi-plan inférieur, Im © << 0. En particulier, on 
vérifie sans peine que la fonction (20) satisfait à cette condition. 

La condition obtenue admet une autre interprétation. Vu que la 
fonction d'influence G (#) vérifie l'équation homogène pour #f = 0, 
les formules (21) et (22) montrent qu’à chaque point singulier o4 — 
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— ar + iBz de la fonction de transfert correspond dans les solutions 
de l'équation homogène un terme de la forme e"°xt — ePrleiant, 
Si tous les w, appartiennent au demi-plan supérieur, tous les B;, > 
> 0, donc tous ces termes s’amortissent quand £ — co, On ne pourrait 
en être autrement dans un système qui ne fait que convertir les si- 
enaux sans posséder aucune source d'énergie propre. Ainsi, l’équiva- 
lent physique de la condition d'appartenance des points singuliers 
d’une fonction de transfert est la stabilité énergétique interne du 
système, c’est-à-dire l’amortissement de l’énergie excitée dans son 
sein. (Remarquons qu’on aurait pu considérer tout aussi bien des 
systèmes linéaires à sources d'énergie internes, c’est-à-dire des sys- 
tèmes instables ; dans ce cas, pour faire respecter la loi de causalité, 
il aurait fallu renoncer à la con- 
dition que les solutions doivent 
être bornées pour £ —+ co.) 

Il existe une autre condition 
importante équivalente à la vali- 
dité de la loi de causalité. Pour 
la déduire, examinons l'intégrale 


L (w) 


Î — 
el O—Onp 
(L) 





do, (23) 





Fig. 495 


étendue au contour de la figure 
195, ©, étant une valeur réelle fixe 
de w. La loi de causalité équivaut à l’absence de points singuliers 
à l’intérieur de (L), et, par conséquent, en raison du caractère arbi- 
traire de w&,, à la condition Z = 0. Soient maintenant À — et le 
rayon de la petite circonférence & — 0. Alors, en reprenant les raison- 
nements du $ V.9, on obtient que l'intégrale suivant la grande cir- 
conférence tend vers zéro. L'intégrale prise suivant les segments 
horizontaux tend vers 


L (o) 
© — O9 





— V.p [ do, (24) 


où les lettres V.p. veulent dire valeur principale au sens de Cuau- 
chy, c'est-à-dire qu’on a, par définition, 


00 @o—E œ 
Ne L er . en Lim | il A | 


(Une telle complication s'explique par la divergence de l’intégra- 
le (24) pour © —@, au sens ordinaire du $ IIT.1.) Finalement, l’in- 


39* 
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tégrale prise suivant la petite demi-circonférence tend vers 





d : 
L (@o) | = — nil (5). 
En passant dans l'égalité (23) à la limite pour R — oo, 8 — 0, on 
obtient 


OO — 


— V.p | PL do — nil (Go) — 0, c'est-à-dire que 
L 
L (60) =—+ V.p [= RL do. 


En portant Z (w) sous la forme Re ZL (wo) + i Im Z (o) et en séparant 
dans la dernière égalité les parties réelle et imaginaire, on obtient 
les relations de dispersion pour la fonction de transfert 


Re L (@r) = ——+V.p | AL) au 


Im L (©) = V.p ET 


qui sont, on le voit, équivalentes à la loi de causalité. Ces relations 
jouent un rôle important en mécanique quantique. Elles permettent 
d'aboutir à des conclusions utiles même dans le cas des systèmes ne 
possédant pas pour le moment de théorie correspondante et dont 
on ignore par conséquent jusqu’à la forme des équations. 

C’est justement la loi de causalité qui rend irréalisable le disposi- 
tif fantastique dont parle R. Hagedorn dans son article « Causality 
and dispersion relations » (Sovjet Physics Uspekhi, 91 (1967)) et qui 
est destiné à prendre des vues photographiques dans l’obscurité total 
avant même que la lampe ait été allumée. Admettons qu’un éclair du 
flash ait lieu dans l’obscurité. Cet éclair est défini par une fonction 
delta, dont la représentation spectrale comporte à tout moment 
des harmoniques de la forme eïtt, L’auteur propose d'installer un 
filtre capable de retenir tous les harmoniques à l'exception d’un 
seul bien déterminé ; on obtient ainsi une lumière monochromatique 
qui agit non seulement après mais aussi avant le flash! Cela est 
évidemment absurde, l'impossibilité d’un filtrage pareil découlant 
de la loi de causalité. En se basant sur les relations de dispersion, : 
on peut montrer qu’il est impossible de réaliser un filtre ne laissant 
passer qu’une seule fréquence. La loi de transmission pour tout filtre 
est telle que la somme des harmoniques provoqués par n'importe 
quel éclair doive être identiquement nulle avant celui-ci. 
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S 4. Propriétés de la transformation de Fourier 


Nous allons appeler la fonction f (t) l'original et la fonction F (o) 
associée l’image où la transformée de Fourier de f (&) (autrement dit, 
l'opérateur de Fourier, cf. $ VI. 2) est définie par la formule (10) qui 
permet de passer de |? original à l’image. La formule (4) à l’aide de 
laquelle on passe de l’image à l’original détermine la transformation 
inverse de Fourier. 

Examinons maintenant quelques propriétés de la transformation 
de Fourier. Disons avant tout que cette transformation est linéaire, 
c'est-à-dire que, lors de l’addition des originaux, les images s’ajou- 
tent elles aussi et, lors de la multiplication de l’original par une 
constante, l’image se voit multipliée par la même constante. Cette 
propriété découle immédiatement des propriétés analogues de l’inté- 
grale, à vrai dire, on l’a déjà utilisée au $ 2, lorsqu'on a fait appel 
au principe de superposition pour établir la formule (10). (Au point 
de vue physique, cette propriété découle de la linéarité des oscilla- 
teurs considérés.) La transformation inverse est, naturellement, 
linéaire elle aussi. Lors de la « translation » de l'original d’une 
constante a, l’image est multipliée par e—i®, En effet, après la trans- 
lation, on obtient la fonction f (4 — a) dont la densité spectrale est 


f(t— a) e-iet dt = | f (m) e—iott+a) gx = 


ÿ= 
ss 


— e—ioa 





= | f (x) er tot dr — e_er (co) 


(on a effectué La substitution £ — a — %). 

Cette propriété est particulièrement tangible, si l’on prend des 
harmoniques isolés : en effet, si l’on translate de a l’harmonique eï®vt, 
on obtient ei®o (ia) — e—iawoeiot ou, autrement dit, on multiplie cet 
harmonique par e—%; c'est pourquoi son image, c'est-à-dire 
Ô (© — wo), se multiplie aussi par e—i%0 ou, ce qui revient au même 
pour cette fonction, par e—#®, Etant donné que toutes ces images 
acquièrent un même facteur, il en est de même de leur somme, c'est- à- 
dire de F (@). 

On vérifie d’une façon analogue que si l’image est translatée de a, 
l'original se multiplie par eîct. Cette propriété d’invariance, à un 
facteur constant près, de la fonction eï®t par rapport aux translations, 
ainsi que la possibilité de réaliser des superpositions, explique juste- 
ment le grand rôle joué par cette fonction dans les transformations 
de Fourier. Il est naturel que l’étude des processus régis par des 
équations linéaires homogènes dans le temps exige qu'on se base 
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sur des fonctions qui admettent elles-mêmes une translation dans 
le temps *). 

Nous allons mainténant examiner plus en détail les transforma- 
tions de la famille de solutions du problème posé. Un ensemble de 
transiormations est appelé groupe de transformations s’il contient, 
avec deux transformations quelconques, la transformation obtenue 
à la suite de leur réalisation consécutive et avec chaque transforma- 
tion contient la transformation inverse. Par exemple, l’ensemble de 
multiplications par des constantes différentes de zéro (cela est néces- 
saire pour que la transformation inverse existe) constitue un groupe 
de transformations; par cette transformation chaque fonction f (é) 
devient Cf (té). Un autre exemple important est fourni par le groupe 
de translations par lesquelles chaque fonction f (£) devient f (& + +) 


(la constante t 2 0 définit la translation). Si l’on étudie un problème 
linéaire homogène dans le temps, sa solution générale (c’est-à-dire 
la famille de toutes ses solutions) doit être invariante par rapport 
à ces deux groupes de transformations. On démontre en algèbre 
linéaire que cette solution générale, qui est en général à plusieures 
paramètres, peut être mise sous la forme d’une somme de familles 
de solutions à un paramètre, ces familles étant elles aussi invariantes 
par rapport aux groupes de transformations indiqués (plus bas on 
indiquera les exceptions). 

Toutefois, on vérifie sans peine qu’une famille de fonctions à un 
paramètre jouissant d’une telle invariance est nécessairement de la 
forme Ce?t (C est arbitraire et sert de paramètre à l’intérieur de la 
famille ; p fixe est le paramètre de la famille elle-même). En effet, 
étant donné que la famille est à un paramètre et qu'elle est invariante 
par rapport à la multiplication par des constantes, elle ne contient que 
des fonctions de la forme Cf (t), où C est arbitraire et f (£) une fonc- 
tion quelconque de la famille. Mais, de l’invariance par les transla- 
tions, il découle que f (4 + t) — C,f (&), d'où 


’ .… Crf (t)—f(t) .… Cri 
t= lim CETTE Lin OO [iim EL |. 
Î ( ) T0 T T0 T [tin 7% If ) 
En désignant par p la limite entre crochets, on aboutit à l’équation 
différentielle f” (&) — pf (t), d'où f (4) = e?* (à un facteur constant 
près). 

Il en résulte que si la famille de fonctions est invariante par 
rapport aux deux groupes de transformations et si elle possède, disons, 


L Dans ce cas, les équations elles-mêmes ne doivent nécessairement pas 
être différentielles. Voici une équation intégrale typique homogène dans le 
. temps: 


f (&) = | k (t— 7x) f (Tt) dr. 
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deux degrés de liberté, elle s'écrit CePit + CePit, où C, et C, sont 
des constantes arbitraires. Toutefois, si le problème étudié contient 
des paramètres dont certaines valeurs donnent p, = p,, la famille 
biparamétrique change de forme. Dans ce cas, par des raisonnements 
analogues à ceux du $ VII.3, on montre que la famille en question 
est CiePat + Citerit. (Ici, la famille C,tePit à un paramètre n’est pas 
invariante en elle-même par rapport aux translations). Si les trois 
valeurs coïncident, c’est-à-dire p, — pe — ps, la famille de solutions 
à trois paramètres prend la forme CePit + C,terit + C'iePit, etc. 
Les propriétés qui viennent d’être dégagées montrent que, lors de 
la dérivation de la fonction f (t), sa transformée de Fourier est multi- 


f(G+Rh)— 7 (+) 


pliée par io. En effet, la fonction ap 4 Pour image 
Siho 
LE eitoF (w)——+ F (&) = Er (0) = | + Cr. | F(o). 


En passant à la limite pour k —- 0, on retrouve notre assertion. On 
vérifie de façon analogue que lorsqu'on dérive l’image, l'original 
se multiplie par —it. Ces propriétés s’établissent immédiatement en 
écrivant la dérivée de l'intégrale par rapport au paramètre 


a __ | F (o) etot dt — | ioF (wo) efvi dt 
et en procédant de la même façon pour la transformation inverse 
1 : 
F(&)=—— | f (é) eiet dé, RE 5 | tf (#) eat di. 


Les propriétés décrites de la transformation de Fourier trouvent 
une application remarquable dans la résolution des équations diffé- 
rentielles linéaires à coefficients constants. Nous en avons déjà fait 
usage au $ 2 en examinant le problème d'’oscillations forcées d’un 
oscillateur avec frottement. 

Il est intéressant d'examiner l’équation des oscillations libres, 
c'est-à-dire l'équation (16) pour f (t) = 0. En réalisant la transfor- 
mation de Fourier, il vient 


(—mo? + hoi + moi) X (w) = 0, (25) 


d'où X (o) = 0 et x(t) = 0. Nous n'avons ainsi que la solution 
triviale (nulle). Les solutions trouvées au $ VII.3 étaient non bornées 
(exponentiellement grandes) pour é — — et elles ne peuvent donc 
pas être obtenues à l’aide de la transformation de Fourier; aussi 
n’avons-nous obtenu au $ 2 qu’une seule solution de (16) sans constan- 
tes arbitraires. Supposons maïntenant que le frottement soit nul, 
donc k — 0. Alors, on a, au lieu de (25), 


(—mo? + mo?) X (@) — 0, ou (®° — «wÿ) X (®) = 0. (26) 


552 TRANSFORMATION DE FOURIER [Ch. XIV 


On pourrait croire qu’il en découle également que X (w) = 0, mais 
en réalité l’équation (26) est vérifiée par la fonction 
X (wo) = C6 (o — w5) + C6 (© + wo), (27) 
où C, et C, sont des constantes arbitraires. En effet (voir $ VI.1), 
(@° — &$) [C6 (© — 0) + C28 (© + wo)] = 
= Ci (@?— &@) 6 (© — wo) + Co (0? — ©) Ô (© + ©) — 
= Ci (oi — @$) 8 (@ — &0) + Co [(— Go) — ©] 8 (© + 9) = 0. 
En partant de (27), on obtient à l’aide de la formule d'’inver- 
sion (4) 


x (t) = | [C1 (© — &6) + C26 (© + @)] efot do = Cieivot + C,e—ivot 


et on arrive à la solution connue dès le $ VII.S. 

Examinons maintenant les transformations de Fourier de certai- 
nes fonctions dont on a parlé au $ VI.3; désignons par Z l'opérateur 
de Fourier. La formule (9) signifie que 


FÉD=S : (28) 


il est aisé de vérifier l'inverse, c’est-à-dire que & [1] — 6 (w). 

Pour calculer Æ& [sg é] (voir $ VI.3), remplaçons d’abord les 
bornes d'intégration à droite dans (10) par HW, où N est grand. 
On a alors 


if 1 e 1 N 
ns .P—iot = _— —iot —iot = —— COS O 
= | sg t.e—iot di | | e dt+ | e dt | RE 


Le graphique de cette fonction multipliée par à est montré sur la 
figure 196 ; pour N grand, il oscille à une grande fréquence autour du 


graphique = . En vertu des mêmes considérations qu’au $ 2, il est 
donc naturel de supposer que 
{ 
Fees (29) 
c’est-à-dire que 


| —1_ piot do = sg 't. 
ua10) 


En effet, si l’on interprète l’intégrale au sens de la valeur principale, 
on peut s'assurer de la validité de cette dernière formule comme 
on l’a fait au $ 3. 
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La transformée de Fourier de la fonction échelon unité découle 
de la formule (29): 


1 1 1 { 
Fl=r|-++sst]l=+8 (+. (30) 
Cette dernière formule concorde avec (28), car (30) nous donne 
FBDI=FlL (Dior Le (=: 


Examinons maintenant une autre propriété de la transformation 
de Fourier qui est le comportement asymptotique de la transformée 
de Fourier pour © —+ oo. Pour plus de simplicité, nous allons con- 
sidérer que la fonction f (t) est différente de zéro seulement sur un 





Fig. 196 


intervalle fini & ou qu’elle tend, tout au moins, vers zéro avec ses 
dérivées pour £ —+ oo. Il ne faut pas alors penser que F (w) jouit 
nécessairement des mêmes propriétés pour @ —> Ho: la cause du 
comportement asymptotique de F (w) est tout différènte. 

De la formule (10) il découle immédiatement que si f (4) — 


— Ô(t— 15), alors F(œ) — D erivb, d’où #(w) restant bornée 


pour @ —> oo sans tendre vers zéro. On peut montrer qu'il en sera 
toujours ainsi si f (t) contient des termes en delta. 

Admettons maintenant que f (it) ne possède pas de tels termes 
mais présente ce qu’on appelle les discontinuités de première espèce, 
c'est-à-dire des points {, pour lesquels les limites f (4, — 0) et 
Î (to + 0) sont finies sans être identiques. (Comme fonction typique 
présentant une discontinuité de {re espace on peut citer la fonction 
échelon unité représentée sur la figure 72.) Alors, comme on l’a 
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montré au $ VI.3, f’ (t) possédera des termes en delta. Or, en vertu 
de ce qui vient d’être dit page 950, la densité spectrale de la fonction 
f! (#) est ioF (w), et pour © — +oo, iwF (w) est donc bornée mais 
ne tend pas vers zéro. Cela signifie qu'avec les suppositions faites, 


Le D! e 4 
F (w) tend vers zéro à la vitesse — lorsque © — + oo. 


Si la fonction j (4) elle-même est continue, mais sa dérivée présente 
des discontinuités de 1" espèce (cela veut dire que la courbe de f (1) 
possède des points d’inflexion comme on en voit sur la figure 76), 


on obtient d’une façon analogue que, pour © — oo, l’ordre de 
F (ow) est _ , et ainsi de suite. Finalement, si les dérivées de tout 
ordre de f (t) sont continues, alors, quand © — +, F(w) tend vers 


zéro plus vite que n'importe quelle puissance négative de ||; 


il en sera ainsi, par exemple, pour f(£) — voir la formule 


{ 
2-1 ( 
(V.40), où l’on remplace à droite, pour © << 0, w par | w]), et 
(voir $ 9), etc. 

Pour © grand, l’intégrale de Fourier est l'intégrale d’une fonction 
rapidement oscillante. On a déjà examiné des intégrales pareilles 
($ IIT.4) et on comprend maintenant mieux pourquoi les formules 
asymptotiques de ce paragraphe ne contenaient que les valeurs de la 
fonction à intégrer et de ses dérivées correspondant aux extrémités 
de l'intervalle d'intégration. En effet, on y examinait des intégrales 
du type 


f (é) eïoi dt 


QT) © 


pour ©@—>—+oo. Or, une intégrale pareille peut s’écrire 
| f (6) ect dé, 


— CO 


où la fonction f(t) s'obtient en prolongeant f (4) à l'extérieur du 
segment a < t < b, où f (t) devient identiquement nulle. De cette 
façon, on obtient (au signe non essentiel de « et au coefficient _ 
près) la transformée de Fourier de la fonction ÿ (4). Mais cette fonction 
et ses dérivées présentent des sauts pour # — a et t — b, où f (1) 
devient identiquement nulle ; en raison de ce qui vient d’être dit, 
ce sont ces singularités qui déterminent les coefficients dans les for- 
mules asymptotiques si la fonction f (+) elle-même est assez lisse. 
Il est également clair que si la fonction f (+) ou ses dérivées présentent 
des discontinuités entre les points a et b, ces discontinuités inîlue- 
ront, on l’a déjà mentionné au $ III.4, sur les formules asympto- 
tiques. 
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D'autre part, la méthode d'intégration par parties à la base du 
$ III.4 se montre utile dans la théorie de la transformation de Fourier, 
car elle permet non seulement d’élucider l’ordre de la transformée 
de Fourier pour © — Ho, mais aussi d’obtenir les formules asympto- 
tiques correspondantes. 

Examinons, par exemple, la transformée de Fourier de la fonction 

1 


RU var 


0 
F (o) — Er | LESTIR tot Jo. 


Ici, f(t) présente une singularité (inilexion) pour #—0. L'in- 
tégration par parties donne 








e7tot e tot — 
HO sl — io |t=-0o | —io (1+[4]|)2 set dt |, 
, dlél lé Doi Ê st 
OÙ S9 / — L = . Donc, F (o) — D à J Hi? ertot dt. 


Ici, la fonction sous le signe d'intégration présente un saut égal à 2 
pour # — 0; c’est pourquoi une nouvelle intégration par parties 
fournit un terme en delta qui donne naissance au terme principal 
de la formule asymptotique 


FO — iv [20 + 0e renne Jé} = 


— CO 


Ne OR D 
=rle-me ) ape]. (1 


Etant donné que la dernière intégrale tend vers zéro pour © —+ 
—+ oo, on obtient l'expression asymptotique 


FH), (32) 





qui est plus précise que l’assertion générale selon laquelle, pour 
@ — oo, l’ordre de F(w) doit être égal à +. 


La précision de (32) peut être améliorée . ant l'intégration 
par parties de la dernière intégrale de (31). Les calculs, que nous 
proposons d’effectuer au lecteur, donnent 


OR CO NE 
Fest orne té], 
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ce qui amène à l'expression asymptotique 


LS ot: mur > 


qui est plus précise que (32). Ce processus peut être continué. 


Examinons encore la question suivante. On montrera au paragra- 
1 


=67 0/4 





phe suivant que la fonction f (t)=e"® devient F (w) — 
2 


par la transformation de Fourier. Ici f (t) et ses dérivées sont dépour- 
vues de singularités ; c’est pourquoi, pour & —+ +, F (w) tend vers 





Fig. 197 


zéro plus vite que n'importe quelle puissance négative de ||. 
D'autre part, en vertu de ce qui précède, pour un À fixe arbitraire- 
ment grand, l’ordre de la fonction 


N 
Fr (0) = | e-te-iot dé, 
2N 


qui approxime F (wo) = Fà (w), est, pour © — +oo, | w |"#. 

Comment faire concorder ces résultats? 

Le fait est que, pour des N grands, les coefficients du développe- 
ment de la fonction F, (w) suivant les puissances négatives de « 
deviennent insignifiants et les termes en w7!, w7?, etc. disparaissent 
à la limite. Ce développement est obtenu sans peine en intégrant par 
parties ; il commence par les termes 


Fr (©) — em 7e — 2 Ne re je 
Par exemple, déjà pour N — 5, le coefficient de w”! est de l’ordre 
de 10-, donc très petit. Les graphiques des fonctions F (w) et 
F x (w) sont schématisés par la figure 197. Pour des V grands la 
différence qui existe entre leurs « ailes » ne joue pratiquement aucun 
rôle, car les valeurs elles-mêmes sont insignifiantes. 
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Exercices 


1. Montrer que si la fonction f (£) a pour image F(w), la fonction f (at) 


1 
(a— const) aura pour image Tai. (©) : 
2. En utilisant l’exercice 1 du $ 2, trouver les transformées de Fourier 
: :Bt_œlt— tea 
des fonctions efPt—@li-iol (&œ > 0). 


lé] 


$ 5. Transformation de la courbe en cloche et principe d'incertitude 


Un exemple intéressant de transformation de Fourier nous est 
fourni par la fonction 


f(t)=Cer  (C, a=const > 0) (33) 
(son graphique a la forme d’une cloche, voir la figure 187). La 
formule (10) donne 
F()=g | Ce-nre-iot ge | e-ate-iut de 


En transformant l’exposant d’après la formule 
jo —q {er © = CO CR 
— ai — iQ — a (: —- : t) = — (i+ Sa ) rs 


et en notant Va (+57) —Z, on obtient 





Foie | e 27 gg CC _, | er dz, (34) 
21 d 27 Va d 
où (L) est une droité dans le plan complexe des z parallèle à l’axe 


O 





réel et passant par Île point z— Er = y: 
a 
Nous allons montrer que l'intégrale 


| eZ? dz — | e FU dx — 1, (39) 
(L) — 00 


ne dépend pas en réalité de y. A cette fin, dérivons Î, par rap- 
port au paramètre y (voir $ III.6); on obtient 


ur — [ Sue e-(x+iy)? Ir — —9i [ e—(x+iy)? (x —- iy) dx. 
dy 0y ; 
— 00 — CO 


Or, la dernière intégrale peut être calculée, donc 


aT à 
y — je (x+1y)? Fe. 2 ie -*?+v2e—2ixy ë — () 


X—= — 00 
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(la fonction obtenue par intégration s’annule sur les deux bornes). 
Donc, 7, — const — 7,,|,_,. En faisant y — 0 dans (35), on aboutit 
à l'intégrale 


| er? dz — | e*dr=Vr 
(L) — 00 
qui nous est déjà familière ($ IV.7). 

En portant la valeur trouvée dans (34), on trouve la densité 
spectrale de la courbe en cloche (33): 


F (w) — e 4a, (36) 





C 
2 V ra 
On voit que la dépendance de densité vis-à-vis de w est toujours en 
forme de cloche mais que les coefficients diffèrent. 

Les formules (33) et (36) donnent lieu à une conséquence impor- 
tante: pour aucune valeur de la variable, la fonction en forme de 
cloche ne s’annule exactement. Néanmoins, on peut déterminer d’une 
façon raisonnable la largeur de la cloche (cf. $ III.2). Par exemple, 
si l’on prend pour largeur de la cloche la portion pour laquelle sa 
hauteur est e fois inférieure à la hauteur maximale, la largeur de (33) 
sera égale à At — 2/V a, et celle de la transformée(36) à Aw = 4Y a. 
De cette façon, si l’on fait varier a, l’une des cloches devient plus 
étroite et l’autre plus large d’autant de fois, ce qui fait 


At Aw = 8 — const. (37) 


On peut montrer qu’une règle analogue reste valable pour n’im- 
porte quelle forme des fonctions à transformer. Ce résultat revêt une 
importance de principe. Admettons que nous examinons, comme on 
l’a fait au $ 2, une force f (t) sollicitant un système d'’oscillateurs de 
fréquences propres distinctes. On constate que plus la force extérieu- 
re est « localisée » (concentrée) dans le temps, plus son spectre devient 
« étalé », c’est-à-dire que plus nombreux sont les oscillateurs de 
fréquences différentes que la force fait réagir avec une amplitude 
presque identique. Inversement, en augmentant cette sélectivité 
(i.e. réduisant le spectre), on « étale » l’action extérieure dans le 
temps. Cette impossibilité de localiser l’action extérieure dans le 
temps en augmentant simultanément sa sélectivité constitue l’une 
des manifestations du principe d'incertitude qui joue un rôle fonda- 
mental en physique moderne. 

Ce principe entraîne, en particulier, que si un certain système 
oscille à fréquence variable, on ne saurait parler de la valeur de cette 
fréquence à un instant donné; en acoustique, par exemple, on ne 
peut pas parler de la hauteur exacte du son à un instant donné, etc. 
L’intervalle de temps durant lequel on détermine cette fréquence ne 
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peut être sensiblement inférieur à la période d’oscillations, un son 
d’une hauteur déterminée ne peut durer trop peu de temps! 

En mécanique quantique, l’énergie d’une particule est liée à la 
fréquence de la fonction d'onde. La fonction d'onde 1 d’une particule 
d'énergie Æ est proportionnelle à eEtR, où à — 1,05 -107?7 erg.s 
est la constante réduite de Planck (Planck a introduit la grandeur 
h — 6,6 x 10-77 erg-s, maïs il est plus commode d'écrire dans les 
formules À — h/2x). Si la particule n’est observée que pendant un 
intervalle de temps At très court, la fréquence de sa fonction d’onde 
(voir plus haut), c'est-à-dire E/ñ, ne peut être connue que d’une façon 
peu précise. On obtient la relation 


AE .At est de l’ordre de ñ. 


De façon analogue, la fonction d’onde d’une particule, dont la 
quantité de mouvement p =: mv, suivant l’axe des x est bien déter- 
minée, est proportionnelle à eif*/h, Si l’on sait que la particule se 
situe dans un certain intervalle entre x et x + Ax, sa fonction d'onde 
ne diffère de zéro que sur cet intervalle. Si l’on développe la fonction 
d’onde en intégrale de Fourier, on arrive à la conclusion que la quan- 
tité de mouvement de la particule n’est connue qu’avec une précision 
Ap déterminée: dans l'intégrale de Fourier seront grands les 
termes en eiP%/h, où p4 << p <7 p1 + Ap. Il s'ensuit que Ap-Ax est 
de l’ordre de à. 

En se basant sur les propriétés de la transformation de Fourier 
décrites au $ 4, on déduit des formules (33) et (36) que 


(@— 0)? 


Le. e. La 
À V/xa 


La partie réelle de la fonction f (t) et la fonction F (w) sont montrées 
sur la figure 198. La largeur At du « paquet d’ondes » (elle est déter- 
minée d’une façon analogue à la fonction (33)) et la largeur Ao 
du spectre correspondant sont liées par la relation d'incertitude (37) 
indépendamment de la fréquence d'’oscillations «,. Cette fréquen- 
ce détermine la translation du spectre le long de l’axe des 
fréquences. | 

Notons une application remarquable de la transformation de la 
courbe en cloche à la déduction de la loi normale du calcul des pro- 
babilités ($ XIII.8). Soient E,, E,, . .., E, des variables aléatoires 
indépendantes mais distribuées suivant la même loi avec une densité 
(x) ; pour plus de simplicité, on va considérer que la valeur moyenne 


si f(t)—=Ce-aHioo, alors F (©) — 





= . : ; ; 1 à; : 
E, — 0. Examinons la variable aléatoire Nr = 55e x où © est 


une constante réelle donnée. Etant donné que n, prend les valeurs 


560 TRANSFORMATION DE FOURIER [Ch. XIV 





{ Le e. # e - Lé 
3x €7"%* avec une densité de probabilité œ (x), sa valeur moyenne 


O0 


Mm=S | et®xop (x) dx == D (w), 


ce qui est justement la transformée de Fourier de la fonction (x). 
En désignant par n le produit des n;, on obtient 


1 1 
N = M1... Mn — rit e—i0(é1+é2+...+En) — Cyr e iOë, 


OÙ E—Ë ét ...+E,. Il s'ensuit 
hege 1 _i 
(2x) n= se cé, 








ce qui veut dire qu’en vertu de l’alinéa précédent, la valeur moyenne 
de (2x) n sert de transformée de Fourier de la densité de réparti- 


ft) Fu) 





Fig. 198 


tion œ, (x) de la variable £. Au $ XIII.7 on a vu que, lors de la 
multiplication des variables aléatoires indépendantes, leurs valeurs 
moyennes se multiplient. Donc, 


(a) 1 n = (27)"2 mine. Mn = (2n)"-1 [D ()}". 


On vérifie sans peine que la fonction ® (w) présente un maxi- 
mum pour @—0. En effet, 


if 1 
D(0)=— | p(x)dr=, 


tandis que pour les autres valeurs de « 


CO 


DOI= | [ eiorg (a) de| Sy | Le-ixo (x) |de = 


—o 


1 6 1 
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Toutefois, on a vu (pp. 78-79) que, dans ce cas, pour des n grands, 
la fonction [® (w})}l" peut être remplacée avec une certaine approxi- 


mation par Ae-w*, où À = et, 6 — — À mp" (0), vw (w) — 
— ]n ® (o). 
Pour notre exemple, on obtient 


1 ’ 
D(O) =, D'(0) —0, 


" 4 e A2 
DOTE | ap (0 dr 5 
(A? est la variance de la quantité £,, voir $ XIII.8), d'où 
1 ar D” (0) D (0) —[D’ (0)]2 
p(0)=In —, v'O= TOR OL = a 
et donc 


1 À 1 
nin—— — = nA2o2 4 —-nA2o2 
(2n)"1[D (wo) & (2n)"T le Te 2 5e ? 
En vertu de ce qui vient d'être dit, on a obtenu la 
transformée de Fourier de la fonction œ,(x), qui se présente 
comme une courbe en cloche. Conformément aux formu- 


les (33) et (36) (dans lesquelles TE 2" =, d'où 





À 4 LA e. Lé Ld e e. 
= AT: =) on obtient la densité de répartition de Ë: 
nh 
{ 
= e—x?/2nA2 
On ( ) V/27n A 


et nous sommes arrivés à la loi normale (XIII.25). 


Exercices 


1. Démontrer le principe d'incertitude pour une fonction f (f) constante 
et différente de zéro seulement sur un intervalle fini. 


2, Etablir la liaison qui existe entre le principe d'incertitude et le résultat 
de l'exercice 1 du $ 4. 


$ 6. Analyse spectrale d’une fonction périodique 


Supposons que l’action extérieure f (£) soit une fonction périodi- 
que de période 7 > 0, donc 
fJG+T)=f (+. (38) 


Alors, dans sa décomposition (4) en harmoniques ne figureront que 
les harmoniques eï®t jouissant de la même propriété (38). Par consé- 
36—0317 
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quent 

etOUTT) = eiot, c'est-à-dire ei0T —1,  joT — 2kni 
(voir $ V.4), et on voit que la fréquence « ne peut prendre que les 
valeurs 


== TE (k=...,—2, —1,0,1,2, ...) (39) 


Ainsi, une fonction périodique possède un spectre discontinu, 
donc une densité spectrale en forme de delta 


“ k 
F (o) — > an5 (o— TT). 
R=—— © 
En substituant dans (4), on tire 
2Rri 2h , 
1O=, DE SE (40) 


C'est la série de Fourier, en Lu se développe la fonction périodi- 


que. 
Pour calculer les coefficients de cette série on prend les valeurs 


moyennes de ses deux membres. En vertu de la périodicité de la 
fonction f(é), la valeur moyenne du premier membre est égale à 


— À . 
F=r {ro 


Dans le second membre, la valeur moyenne de chaque harmonique 
est nulle, car, pour © 2 0, 





N | 
1 A eotInN sin ©N 

Fe 10t == : — ES 

2N | e® di 2N io ee. No A 


2N 
Toutefois, un des termes du second membre de l'expression (40) est 
égal à la constante a, pour À — 0, ce qui signifie que sa valeur moyen- 
ne est aussi a. C’est pourquoi la formule (40) nous donne f — 


I 
<| = 
Om, fe) 
h 
PR 
Se 
Q 
Ch 
| 
Q 
à 


Pour trouver le coefficient a, il faut multiplier les deux membres 
2RTi 


de (40) pare T  (pour.un certain k fixe), puis prendre les valeurs 
moyennes des deux membres. En répétant les raisonnements de l’ali- 
néa précédent, on aura 


2h , T 2ha , 


a=fte T =+ (0e TT dt G=0,+1,+2, ...). (41) 
0 
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Si la fonction f (+) est réelle, on se sert souvent de la forme réelle 
de la série de Fourier. A cette fin, on groupe les termes symétriques 
du développement (40) 


co 2kri _ 2Ani 
f (t) = &o + », (axe T <+Lare T )— 


Rk=1 





o ZEN _ 2kn 
— 9 + > | (ax + ax) cos tri (ax — 4_}) Sin Fm 4 = 
R=1 


[ee 


— 9 + > (4x cos 2 4+B, sin + +). (42) 


( 
rs 
€ 





Dans ce cas, en vertu de (41), les coefficients sont 


T 
a=7 | (0 à, 
0 





T T 
{ — —— U 2 
A=atar=z | OT +e7 jdt=+ | f( cos id 
0 0 


= 1, 2, ...), (43) 


(1,2, ...). 


Toutes les quantités figurant dans les seconds membres de (42) sont 
réelles. 

Voici un exemple de développement en série (42). Examinons les 
tops périodiques en trait gras de la figure 199. 


36% 
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M : : 
Ici, ao — ons D'après les formules (43), on a 
2 fe 2 2M T 
kT .. 2kn IT 
A | M cost dt = sin D À 0; 
T T2 
2 
À 2k M T 
; TT 2 2knx IT 
Bt | Msin idt= Re ( —cos + t| «)= 
je == 
er 2 
2 
M 
= — 5 (1— cos An). 
D'où 
2M 2M 2M 
Di B2=0, Bs= ——, B,=0, Bises; ? 
et on obtient le développement 
M 2M [1 .  2nt 14 .  OGné 4. {Oné 
FO=S (sin Se sin + sin T +...) 


La deuxième et la troisième somme partielle, respectivement S, (#) 
et S,(t), de cette série sont représentées en pointillé. Pour alléger 
le dessin, elles ne sont montrées que pour une période quoiqu'’elles 
se prolongent périodiquement de deux côtés. [Il est à remarquer qu'aux 
points de discontinuité, la somme de la série est égale à la moyen- 
ne arithmétique (c'est-à-dire à la demi-somme) des valeurs limites 
à gauche et à droite de la fonction f (4) *). 

Etant donné qu'à la période d’oscillations 7 correspond la Îré- 


quence + — @, (voir (39)), des formules (39) et (40) (ou (42)) 


on voit que l'oscillation générale non harmonique de fréquence 
© — ©, est obtenue par l’addition des oscillations harmoniques de 
fréquences ©, 2 — 2013, @3 — 9&,, etc. La première fréquence, 
c'est-à-dire w.,, qui est la fréquence de l’oscillation proprement dite, 
est dite fondamentale, de même que l’harmonique qui lui corres- 
pond ; les autres fréquences et harmoniques sont dits supérieurs. 
Les résultats importants obtenus sont notamment utilisés en 
acoustique. On sait que la hauteur d’un son est liée à la fréquence 
des oscillations de l'air: par exemple, à la note « la » de la première 
octave correspond la fréquence de 440 Hz, c’est-à-dire 440 oscillations 


*) Faites attention aux sommes partielles S, (#) pour la fonction f (1) 
(fig. 199) : elles « s’échappent » assez sensiblement des tops aux bords de ceux-ci. 
Cette propriété générale de la somme S$, (4) est connue sous le nom de phénomène 


de Gibbs. 
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par seconde. On sait aussi qu’une même note donnée par différents 
instruments de musique se distingue par son timbre. De quoi dépend 
celui-ci? [Il se trouve que le timbre dépend des harmoniques supé- 
rieurs superposés sur l’harmonique fondamental. Chacun des harmo- 
niques du son possède son amplitude à lui, et si l’on fait varier les 
proportions entre ces amplitudes, le timbre se trouve modifié. 

Nos résultats aboutissent à une autre conséquence intéressante. 
Nous savons que si un oscillateur de fréquence propre &, est soumis 
à une sollicitation de fréquence &w, la résonance survient pour © — 
— Op. 

Dans la pratique, la résonance se produit cependant aussi pour 


Q) (Q) Q . . : ; 
© — — | ca ru , etc. Dans ce cas, il faut que l’action excitatrice 
. ne ; | Opt ‘ 
soit périodique sans harmonique ! L'action f — cos? n’excite pas 


2 
un oscillateur de fréquence propre w,. Prenons un autre exemple typi- 
que. Admettons qu'un oscillateur de fréquence w, soit excité par des 
impulsions isolées; la meilleure méthode consiste à donner une 
EN par ie Le moment le plus propice coïncide avec 


= 0 _. > 0, — maximale : le travail fourni par l’action extérieure 


atteint alors son AURA (nous supposons que la force est dirigée 
dans le sens des x croissants). Il est clair que si la force ne se mani- 
feste qu’une fois par période, sa fréquence est égale à la fréquence 
d’oscillations &. 

Supposons maintenant que cette force agit toutes les deux pério- 
des, en communiquant, par exemple, une impulsion par chaque oscilla- 
tion impaire. Il est clair que, dans ce cas aussi, les oscillations vont 
augmenter indéfiniment et la résonance aura lieu bien que © — w,/2. 


Le fait est que la force f — > 6 (4 — nT) (n entier), constituée par 
des impulsions isolées définies par l'intervalle T, est particulière- 


à : : 27 
ment riche en harmoniques. Dans le premier cas, T — Pl dans le 
0 


second, où les impulsions sont plus rares, T = 2. 2 — = , la fré- 


0 
quence de la force est © — @,4/2, mais ici aussi le développement 
de f({) contient un terme en eï®ot — ei2@t, Cela s'explique juste- 
ment par la présence des fréquences supérieures. Si la force possède 


# O # Lé e 
la fréquence — , elle est donc composée par un mélange d’harmoni- 


3 


A O @ (0) ES 
ques de fréquences 2—0,83—2,4—, etc., dont la troisième 


0; «920, 8 0 
a: S 3 ? 3 
de fréquence 3 — 6, est celle qui provoque la résonance. 


Par contre, l’action extérieure périodique de fréquences 20,, 
309, - -. ne donne pas lieu à la résonance et ne fait exciter dans 
l'oscillateur considéré que des harmoniques supérieurs. 
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Exercices 


Développer en série de Fourier les fonctions: a) À | sin &«t|; b) une fonc- 
O9 


tion périodique de période T égale à ht pour 0 << T;c) » AG (t — 2nT). 


n=— 00 


$ 7. Espace de Hilbert 


Les développements mentionnés au $ 6 sont d’une interprétation 
géométrique remarquable. Au $ IX.6 nous avons indiqué que tout 
ensemble d’objets dans lequel on peut effectuer des opérations linéai- 
res (addition de ces objets et leur multiplication par des scalaires, 
c'est-à-dire par des nombres) peut être interprété comme un espace 
vectoriel multidimensionnel. Or, on peut effectuer des opérations 
pareilles sur des fonctions f (t) considérées sur un certain intervalle 
de l’axe des # (cet intervalle peut être aussi bien fini qu'infini et, 
en particulier, il peut coïncider avec l’axe tout entier, mais il doit 
rester le même pour toutes les fonctions considérées) ! Cela veut dire 
que ces fonctions sont autant de vecteurs, qu’elles constituent un 
espace vectoriel. Un espace fonctionnel se distingue par le fait de 
posséder une infinité de dimensions : le choix d’une fonction farbitraire 
se fait à une infinité de degrés de liberté puisque si l’on indique par 
exemple tout nombre fini de valeurs f (4;), cette fonction pourra être 
choisie par beaucoup d’autres procédés pour les autres valeurs de é#. 

Admettons d’abord que les fonctions considérées prennent des 
valeurs réelles. 

On introduit dans un espace fonctionnel le produit scalaire d’après 
la formule 


b 
, 9) = | F6) p 0 dr, (49) 


où a et b sont les extrémités de l'intervalle de l’axe des # sur lequel 
on considère les fonctions. Cette formule découle naturellement des 
considérations suivantes. 

Choisissons n valeurs de la variable indépendante 


L — {;, Las. es Le 


et considérons les valeurs de toute fonction f en ces points 
f (ti), f (2), - - ., f (tn) seuls. On aura alors n degrés de liberté, 
ce qui signifie que ces fonctions forment un espace vectoriel à n 
dimensions dans lequel, conformément au $ IX.6, le produit sCa- 
laire peut être introduit suivant la formule 


(F, 9) = 2 Ï (x) p Cx). (45) 
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Lorsque les nœuds #, «se condensent », l’espace à nr dimensions 
devient un espace à une infinité de dimensions, la somme (45) étant 
naturellement remplacée par l'intégrale (44). 

En conformité de la formule (44) et des règles de l'algèbre vecto- 
rielle, on introduit le « module du vecteur f », appelé norme de la 
fonction f et désigné par || f{|, d’après la formule 

b 


MAP, = | 1 OP dr. (46) 


a 


L'espace fonctionnel muni du produit scalaire (44), donc de la nor- 
me (46), est appelé espace de Hilbert (ou, d’une façon plus détaillée, 
espace hilbertien réel de fonctions sur un intervalle donné d'’extré- 
mités a et b). Cet espace comprend aussi bien des fonctions conti- 
nues que des fonctions discontinues et même non bornées. Toutefois, 
étant donné que le module de chaque vecteur doit être fini, l’espace 
ne contient que les fonctions pour lesquelles l’intégrale (46) est 
soit une intégrale « propre », soit une intégrale impropre convergente 
(voir $ III.1), donc obligatoirement finie. En particulier, la fonction 
delta ne fait pas partie de l’espace de Hilbert, car l'intégrale de son 
carré. est égale à l'infini (pourquoi ?). Dans la suite, il ne s’agira 
que des fonctions de norme finie. 

Dans un espace de Hilbert on introduit naturellement la notion 
d'orthogonalité : deux fonctions g, (é) et g,(t) sont dites orthogonales 
(sur un intervalle d'extrémités a, b) si leur produit scalaire est nul, 
c'est-à-dire si 

b 
À g1(6) g2 (0 dt =0. (47) 


a 


Deux fonctions orthogonales sont analogues à deux vecteurs ortho- 
gonaux. Si l’on a un système orthogonal de fonctions, c'est-à-dire 
un ensemble de fonctions deux à deux orthogonales 


81 (£), £2 (£), Re | En (£), Te (48) 


alors on voit souvent surgir le problème de développement de toute 

fonction f ({) donnée suivant ces fonctions, c’est-à-dire le problème 
de développement f (fé) en série du type 

O0 

f(O= 2 augr (6). (49) 

Au chapitre IX on a examiné le problème de décomposition d’un 

vecteur dans l’espace ordinaire (tridimensionnel) suivant des vec- 

teurs orthogonaux. Si les vecteurs orthogonaux sont trois, on peut 

décomposer suivant ceux-ci n'importe quel vecteur; ce triplet de 

vecteurs est dit complet et on peut le prendre pour base dans l’espace. 
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Si l’on n’a que deux vecteurs orthogonaux, la décomposition ne 
peut avoir lieu que pour des vecteurs situés dans le plan déterminé 
par ces deux vecteurs ; ce couple de vecteurs n’est pas complet dans 
l’espace tridimensionnel et ne le devient que lorsqu'on lui adjoint 
un troisième vecteur orthogonal. 

D'une façon analogue, le système orthogonal de fonctions (48) 
est appelé complet si toute fonction f (£&) est développable suivant 
ce système en série du type (49); tout système pareil forme la base 
dans un Hilbert. Mais si le système (48) n’est pas complet, on ne 
développe suivant lui que des fonctions satisfaisant à certaines 
relations ; il se trouve que tout système orthogonal non complet 
de fonctions peut être « élargi » jusqu’à obtenir un système complet 
en ajoutant au système initial un certain nombre (peut-être infini!) 
de fonctions. 

Dans un espace vectoriel de dimension finie, on établit d’une 
façon très simple si le système de vecteurs orthogonaux est complet 
ou non : si le nombre de vecteurs du système est égal à celui de dimen- 
sions de l’espace, le système est complet; il n’est pas complet si 
le premier nombre est inférieur au second. Par contre dans un espace 
de dimension infinie, un système non incomplet peut contenir des 
vecteurs en nombre infini qui n’attestent donc pas la complétude 
du système. D'habitude, il n’est pas si aisé d'établir cette propriété 
pour le système (48). 

Si on y arrive quand même, il est bien facile de trouver les coef- 
ficients du développement de la fonction f (x) donnée en série (49). 
Pour le faire, il faut effectuer la multiplication scalaire des deux 
membres de l'égalité 


Î (6) = agi (6) + dog (t) + asgs (À) + ... (00) 


par l’une des fonctions £4 (t). Dans ce cas tous les termes du second 
membre de (50) vont s’annuler, en vertu de la relation d'orthogona- 
lité, à l’exception d’un seul qui comprend une fonction multipliée 
par elle-même. Nous obtenons l'égalité (f, g») = an (&n, £n), C’est-à- 
dire 


b 
re J f (ë) gr (4) dt 
> 8R 54 
CUT PTE 0% 


a 
(cf. formule (IX.28)). 
Un exemple important de système orthogonal complet de fonc- 
tions sur un intervalle fini 0 << T est fourni par le système 


GT 
{,cos 6, sin £, cos 7 et sin 4, cos Pt, sin . (52) 
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On montre l’orthogonalité de ce système en calculant directement 
les intégrales du type (47) (voir l'exercice 1). Sa complétude est 
pratiquement démontrée au $ 5, vu que le développement suivant 
le système (52) n’est rien autre que le développement (42), et nous 
avons vu qu'il est possible pour toute fonction jf (t) (en effet, une 
fonction périodique de période T peut prendre, pour 0O<{#<T, 
des valeurs tout à fait arbitraires). Mais si l’on calcule les coeffi- 
cients du développement suivant le système (52) à l’aide de la formu- 
le générale (51) et des égalités 


T T T 

2kT T . o 2KT T 

2 M — 2 rs 2 Re 

| ldi=T, | COS — t dt — 5 : | sin — t dt 5 
0 0 


Et, à 


faciles à vérifier, on aboutira justement aux formules (43). 

On obtiendra une généralisation intéressante du théorème de 
Pythagore pour un espace de Hilbert en multipliant scalairement 
le premier et le second membre de l'égalité (50) par lui-même. Dans 
ce cas tous les produits scalaires deux à deux du second membre 
s’annuleront en vertu de la relation d’orthogonalité et on n'aura 
que les carrés scalaires de tous les termes. Il vient 


(F, f) = ai (gas 8) + @ù (Las ge) + ..., 
c’est-à-dire 
NL AIP = aff gi + a Il ge I? + as 83 À +... (53) 


On a à gauche le carré du module du vecteur f et à droite la somme 
des carrés de ses projections sur les vecteurs de base g,, go, . .. 

Si l’on considère un espace hilbertien complexe, ce qui veut dire 
que les fonctions de l’argument réel qu’on examine peuvent prendre 
des valeurs complexes, la formule (44) du produit scalaire prendra 
la forme 


9) = | 11e re, 


où l’astérisque indique la quantité complexe conjuguée (voir $$ V.2 
et IX.6). Pour cette raison, la formule de la norme change aussi : 


b b 
r=G pe Trou Er a T1 0 pa. 


Les formules qui suivent subiront des changements analogues. 
Un exemple important de système orthogonal complet de fonctions 
dans un Hilbert complexe sur l'intervalle 0 < t < T nous est fourni 
par l’ensemble de fonctions 
_ Ami 2ri ani, k Tri 2RT , 
se Te T ,A4,jeT ,eT , ...,e T , ... (94) 
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Le développement suivant ce système est précisément le dévelop- 
pement (40) du $ 6. 

Cette approche géométrique d’un ensemble fonctionnel a pour 
résultat nombre de conséquences importantes et intéressantes, qui, 
malheureusement, sortent du cadre de ce livre. 

Pour finir, disons quelques mots sur l’évolution de la notion 
de fonction. A l’époque où cette notion apparut (XVIIIe siècle), 
une fonction était supposée donnée par une formule et uniquement 
de cette façon. Aussi, le développement en série de Fourier d’une 
fonction donnée par différentes formules sur diverses parties du 
domaine de variation de l'argument (voir $ 6) laissa-t-il un moment 
les mathématiciens perplexes: est-ce une seule fonction (il n’y a 
qu’une seule série formée suivant une loi bien déterminée) ou plu- 
sieurs? L'analyse des exemples de ce genre fit adopter au XIX® 
siècle une définition toujours en vigueur de la fonction qui en fait 
une loi arbitraire de correspondance entre les variables dépendantes 
et celles indépendantes. Une telle façon de voir se répercute favo- 
rablement sur les fondements logiques des mathématiques. 

Toutefois, au point de vue des applications, une telle définition 
est trop amorphe et vague. En effet, elle légalisa des fonctions com- 
me, par exemple, la fonction de Dirichlet, qui est égale à O0 pour les 
valeurs irrationnelles de la variable indépendante et à 1 pour ses 
valeurs rationnelles (essayez donc de la représenter graphiquement !}, 
et des fonctions analogues auxquelles on ne saurait donner un sens 
autre que le sens logique formel. Lorsqu'il s’agit des applications, 
la fonction doit représenter non pas une multitude désorganisée 
de valeurs, mais un organe de travail. A présent, le rôle des fonctions 
données par des formules, plus précisément le rôle des fonctions 
analytiques (voir ch. V), est particulièrement bien mis en évidence. 

Mais l’analyse logique de la notion de fonction à laquelle on 
procéda au XIX® siècle marque également les applications. Aïnsi, 
on rencontre souvent dans les applications, et on n’en paraît nulle- 
ment embarrassé, des fonctions données par plusieurs formules 
(fonctions analytiques par morceaux), dont l’exemple le plus simple 
est la fonction échelon unité e (x) du $ VI.3. Leur rôle fut précisé 
avec la découverte au XX® siècle des fonctions généralisées (distri- 
butions) : la fonction delta de Dirac et les fonctions qui y sont liées 
(la théorie mathématique rigoureuse des distributions a été dévelop- 
pée en 1936 par Sobolev). Par exemple, la fonction f (x), qui est 
égale à f1 (x) pour x < a et à f, (x) pour x => a, peut s’écrire à l’aide 
d’une seule formule : 


f (a) = fi (&) e (a — 2) + fa (a) e (x — a). 


Il paraît qu'aujourd'hui seules les fonctions analytiques, analy- 
tiques par morceaux et les distributions simples possèdent une valeur 
bien à elles (« individuelle ») dans les applications. (Dans la théorie 
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des processus stochastiques du type mouvement brownien, un rôle 
important est attribué aux fonctions continues nulle part dérivables 
(donc, non analytiques) qui décrivent les trajectoires des particules ; 
néanmoins, ces fonctions ne sont pas reproductibles et ont donc une 
valeur probable, pas de valeur individuelle.) 

Le rôle que jouent les singularités d’une fonction (en particulier 
celles qui apparaissent lorsqu'on obtient celle-ci « raccordant » des 
formules différentes) se fait sentir lors du passage aux valeurs com- 
plexes de la variable indépendante. Examinons, par exemple, la 


fonction 
— 2 = 
CCE TER 
représentée sur la figure 200. Deux parties de f(x) sont « raccordées » 


pour æ — 0, la dérivée restant continue. Cette fonction peut, avec 
une certaine approximation, être 


mise sous la forme {(2) 
12 
Î (x)  ALe , 


où « est très grand. Toutefois, 
si l’on admet que la variable 
indépendante prenne des valeurs 
complexes, le second membre pré- 


sentera des pôles pour 1 0 T 
+e”ax —0(, c'est-à-dire que x — 

= (2k +1)1(% = 0, 41, + Fig. 200 

2, ...). Pour & — ces pôles se placent sur l’axe imaginaire qui 


sépare les domaines de validité des deux formules pour la fonc- 
tion considérée. 

Comme on l’a vu au $ 4, le « raccordement » se traduit également 
lors de l’analyse spectrale de la fonction étudiée par le comporte- 
ment asymptotique de sa transformée de Fourier. 

Le XX® siècle se caractérise encore par une autre approche de 
la notion de fonction, qui est considérée comme un élément d’un 
espace fonctionnel, par exemple, d'un espace de Hilbert, c'est-à-dire 
comme un membre d'un collectif fonctionnel. Une telle façon de 
voir présente, dans beaucoup de problèmes, de nombreux avantages 
théoriques et pratiques, qui ne peuvent pas être traités dans le 
présent ouvrage. 

Exercices 
1. Montrer que le système de fonctions (52) est un système orthogonal sur 


l'intervalle 0 < 5 << T; qu’il n’est pas orthogonal sur l'intervalle 0 < 1 < L_: 
qu'il est orthogonal, non complet sur l'intervalle 0<1<2T. 

2. Montrer que le système de fonctions (54) est orthogonal sur l’intervalle 
O<iI<T. 
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$ 8. Module et phase de la densité spectrale 


Au $ 2 du présent chapitre on a remarqué que les plus simples 
récepteurs d’oscillations (y compris l'oreille, l'œil, la plaque photo- 
graphique) n’enregistrent que la valeur absolue de l’amplitude : 
les indications de ces récepteurs ne dépendent pas de la phase des 
oscillations. Cette façon de voir est caractéristique du XIX® siècle, 
qui s’intéressait tellement à l’énergétique, puisque l'énergie des 
oscillations est déterminée exclusivement par le module de l’ampli- 
tude ou, plus précisément, par le module de la densité spectrale. 
Si l’oscillation est définie par une fonction réelle f (t), le flux d’éner- 
gie correspondant aux divers types d’oscillations est proportionnel à 
[f (4)? ou à [f’(#)l, et l’énergie totale des oscillations durant l’inter- 
valle de temps —oo << { << © s'exprime par l'intégrale 7, ou ;: 


L= | t@P4, = [ww 


Cependant, ces intégrales s’obtiennent facilement moyennant le 
carré du module de la densité spectrale. Pour le faire pour Z,, éle- 
vons au carré les deux membres de l'égalité (4) et réunissons ensuite 
en une seule les deux intégrales du second membre: 


Lf (OP — | F (w) eiot do | F (&) eivt do — 
= À D F (01) F (2 eftertent do dos, 


Intégrons maintenant les deux membres par rapport à # et faisons 
appel aux formules (9), (VI.4) et (5): 


Lo = | [f @)I dé — jf \F (o1) F (a) eitoito2)t dt doi dos — 
2 | | F (oi) F (@2) Ô (1 + @2) doi dos — 
= 2x | F (— où) F (@2) dus = 27 | | F (o) P do. 


Etant donné que la fonction f’(£) devient, par la transformation 
de Fourier, ioF (w), on a d’une façon analogue 
= | [f" (GP dt = 27 | LioF (wo) |? do — 27 | @? | F (w) |? do. 


Pour les fonctions périodiques de période 7, les formules cor- 
respondantes ont en fait été déduites au $ 7 (voir (53)): 
‘à 
Lu fOPa=r ÿ jai, 
R—— 00 


où ax, sont les coefficients du développement de la fonction f (#) 
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en série de Fourier (40). Ici, il suffit de trouver l'énergie durant une 
seule période, l'intégrale par rapport à la fréquence étant remplacée 
par la somme. L'expression valable pour 7, a une forme analogue. 

Les deux expressions de Z (à l’aide de l'intégrale par rapport 
au temps, ou de l'intégrale (somme) par rapport aux fréquences) 
peuvent être assimilées au carré du module du vecteur qui s'écrit, 
d’après le théorème de Pythagore, sous forme de somme des carrés 
de ses composantes (cf. interprétation de la formule (53) du $ 7). 
Les expressions obtenues diffèrent les unes des autres parce que l’on 
utilise différents systèmes de coordonnées : dans l’un de ces systèmes, 
on prend pour coordonnées les valeurs de la fonction aux différents 
points, c'est-à-dire f (£,), f (1 + At), ..., tandis que dans l’autre 
on emploie les coefficients de Fourier. L'égalité des deux expres- 
sions de Î montre que chacune d'elles est complète et qu'aucune des 
composantes du vecteur n’est négligée. 

Ainsi, l’expression de l’énergie ne dépend pas de la phase des 
oscillations : en remplaçant F (wo) par F (w)eïs@), où a (w) est une 
fonction réelle, on ne change pas l'intégrale Z. Ce n’est pas seulement 
l'énergie totale qui reste entière, mais aussi l'énergie reçue par 
l'oscillateur accordé à telle ou telle fréquence. 

Au XX° siècle, surtout depuis les années 50, la transmission des 
informations de tout genre (radio, télévision, système cybernétique 
de gestion, problèmes de recherche, etc.) a acquis une importance 
capitale. Il est donc clair que si l’on n’enregistre pas la phase, on 
perd une partie d’information: si au spectre de même | # |? et de 
phases différentes correspondent diverses f(f), on ne peut pas rep- 
roduire celle-ci connaissant |F|? seul, la phase étant inconnue. 
Donc, en enregistrant | F| et la phase, l’onde donnée nous four- 
nirait grosso modo, deux fois plus de renseignements (d’information). 
Il y a plus. Il s'avère possible de transmettre des informations en 
faisant varier la phase des oscillations, leur amplitude restant 
constante. La radioélectricité connaît deux modes de transmission 
d'inlormations: par modulation d'amplitude 


f (t) = a (6) cos wvt 


(fig. 201) ou par modulation de fréquence 
t 


1 (t)= a cos (ow+c | b(t) dt) 


(fig. 202). Dans le premier cas, l'information à transmettre est conte- 
nue dans la fonction a (t), dans le second, dans la fonction b (+). 
Au point de vue de l’analyse harmonique, c’est-à-dire du dévelop- 
pement de f (ét) en intégrale de Fourier, dans les deux cas on a af- 
faire à un spectre dont F (w) est différente de zéro dans le voisinage 
de w, (iréquence porteuse). 
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Pour déterminer le spectre dans le cas de la modulation d’ampli- 
tude, développons a (t): 


a (t) = | A (@) eict do. 


Il est évident que si À (t) diffère de zéro seulement dans la bande 
—À < o < À, le développement de f(f) sera concentré dans une 





Fig. 201 


bande de fréquences de même largeur, c’est-à-dire F (wo) -£ O0 pour 
Op — À Lo <o4 + À (et aussi pour —oy — À L'o< —0,+ À, 
ce qui, en vertu de la relation (5), ne donne rien pour les fréquences). 





Fig. 202 


Cette largeur ne dépend pas de la valeur absolue de l'amplitude. 
Dans le cas de la modulation de fréquence, la valeur instantanée 
de la fréquence est égale à la dérivée de la phase 
t 


@ (= | ont + c | b (8) dt | = &0+ cb (9). 


Toutefois, le principe d'incertitude ($ 5) stipule que l'intervalle 
de temps Tt doit être assez important pour que la fréquence varie 
d’une façon sensible et susceptible d’être enregistrée : 


T> (cb (1), 
où b doit être compris comme (b?)!/”. Le temps de variation cor- 


respondant de la fonction b(t) proprement dite est fonction de la 
fréquence du signal transmis; ce temps est égal à & — 1/A. Ainsi, 
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si cb (t)/A => 1, la largeur de la bande utilisée pour la transmission, 
c'est-à-dire la largeur du spectre F (w) de la fonction f (£), est égale 


à cb(t) et est supérieure à la largeur de fréquence A du signal. 

Dans certaines conditions, la grande largeur du signal radio 
transmis permet de diminuer les parasites. 

Sur les figures 201 et 202 on voit, entre autres, que deux 
fonctions f ({) de spectres et de dépendances | F (o) |? similaires peuvent. 
présenter des allures tout à fait différentes. Cela tient à la différen- 
ce de phases, c’est-à-dire de la fonction œ(w) dans F (o) — 


= VTF (o) À eivto). 


Réponses et solutions 
$ 1 
1. F(œ)= Ÿ, an Ô (© —@B). 
À 


2. Il en sera ainsi si tous les oz, sont commensurables, c’est-à-dire si 
Ok —n2œ, Où æ& ne dépend pas de k et tous les », sont entiers. Alors, tous 





les termes, donc la somme, sont de période T €. 
2 

$ i 00 ; 0 00 

= 4 —alil,—iot 74 7 at—ivt | —at—iot — 

1. F(u)= | 7 aile—fot gp ( | e dt+ je at) 

— 00 — C0 0 

= | 1 ———) 
nn \a—io —a—io } x a2+o 


Si l’on note & — _ , on aura l’un des exemples qui nous ont conduits ($ VI.1), 


pour m—>o (c’est-à-dire & —> +0), à la fonction delta ; donc, pour f (#) = 1, 
on aura } (©) — 6 (w). La formule (4) donne 


O0 


1 œ itO lt 
ns 6 do=e “il, 
I a+ 
—00 
c’est-à-dire 
O0 
œ@ COS iQ L 

| gr done nl, 

— C0 


Pour «—1, on obtient la formule (1.1) dans d’autres notations. 
2. À partir de (17) on a 


. F (w) et@t do 
AV | m (@ÿ—@2) +ioh ? 


où 


F(o)=ge À f(De- tt dr. 
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En substituant la variable d'intégration + à # dans la dernière intégrale, en 
portant cette intégrale dans la première et en changeant l'ordre d'intégration, 
on obtient, à la suite des transformations nécessaires, 


1 Es SiO(—T) 
eg | fo | nur 


— OO OO 


L'intégrale intérieure peut être calculée à l’aide des procédés exposés au $ V.9. 
La fonction sous le signe somme présente des pôles simples pour 


1 2 
© = @4 _. a 
d om 4m2 0 ne 7 


ces deux valeurs se situent dans le demi-plan supérieur. Pour # > T, en utili- 





sant la demi-circonférence supérieure | @| — À — æ, on obtient pour l’inté- 
grale intérieure 
104(—T) 1O2(É—T) 
: e e DT, CENTS 2 
2Tti re —— | — e7 VE sin @0 (t— +). 
— 2m + ih + — 2m +ih mo0 ) 


Pour #7 il faut utiliser la demi-circonférence inférieure, ce qui annule 
l'intégrale. De cette façon, 


t 
on | e VE) sin @0 (£— T) f (t) dt. 


mo 
8 4 L 
1. La fonction f(at) a pour image 
1 À 1 son i 
—iot a io = — f! HA 
_ | f (at) evil == | f(te = Fr (©) 
— 00 — ao 


(on a effectué la substitution at—#t;) pour a >0; pour a < 0, il faut inter- 
vertir les limites d'intégration, ce qui donne 


-—Fr(2)- : r(2): 
a a ja a 
2. e—ito(@—B) { œ Le œ iO 


n'a to-pe a Capa po 
$ 5 
1. Etant donné que la relation d'incertitude n’est pas altérée par la 
translation le long de l’axe des #, on pose f(t)=C(Ixi<h}), f(t)—0 (Irx[>h), 
sin © 
oh 
tons comme largeur de la fonction obtenue la largeur de la « bosse » moyenne, 





. Admet- 





de sorte que Af—2h. Alors, d’après la formule (10), F (o)=C 


Lt e + Q Le Ld e Q TT 
c'est-à-dire la distance qui sépare ses deux zéros voisins. Alors, AD=— , 


d'où At Ao=2h . — 91 — const. 


2, Si l’on a réussi à déterminer d’une façon ou d’une autre la largeur At 
de la fonction f(t) et la largeur Aw de sa densité F(w), la largeur de la 


fonction f(ai) est Te , tandis que la largeur de sa densité TT F (©) est 
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[a|Ao. Dans ce cas À Lol Ao= At Aw, donc ne dépend pas de a, 











ja | 
$S 6 
_ si 4A cos 2kat 
TX 7 À HT. 4k2—1 . 
R=1 
TNT <a (—1) . Ant. 
D) 2 + 
R—1 
A A < knté L . : 2T 
C) TT 2 COS —— . La période du k-ième harmonique est ES 
$S 7 
1. Pour mn, on a 
T T 
COS Se 6082 =. 5) [ cos SEUE PURDE cos 2 DA | dt— 
0 0 
= À! T 2(m+n)r T ._ 2(m—n)n 797 
pe A TE T Pa 2(m—n)n qu T | ,=0. 


| 2mn nd 
Dans ce cas, on peut avoir m = 0, alors cos 7 t = 1. On vérifie d’une façon 
analogue l’orthogonalité des sinus et celle du sinus au cosinus. Si l’on prend 
ni TL . ù ne 
l'intégrale de 0 à T° les sinus ne sont plus orthogonaux aux cosinus (l’intégrale 


diffère de zéro). Pour l'intervalle 0 < + < 27, les intégrales sont aussi égales 
à zéro, mais, étant donné que toutes les fonctions (52) sont périodiques de période 
T, on ne peut développer suivant elles qu'une fonction dont les valeurs sur 
T<t<2T sont identiques à ses valeurs sur 0<1< T. 

2. Pour mn, on a: 





T ami ÿ 2nri T_ 9 mn, T 2(m—n)ni, T 

Î e T (e T de at= | € T onu T = (0. 
M — 

0 0 t—0 
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CHAPITRE XV 


MACHINES À CALCULER ÉLECTRONIQUES 


Notre exposé serait incomplet si l’on ne disait ne sérait-ce que 
quelques mots sur les machines à calculer électroniques dont l’avène- 
ment a révolutionné les mathématiques appliquées contemporai- 
nes — et non seulement celles-ci. 

Les plus simples moyens de calcul, dont la règle à calcul, le 
boulier, l’arithmomètre, les tables, que l’homme a appris à monter 
depuis longtemps ne peuvent plus faire face aux besoins de la scien- 
ce, de la technique et de l’économie de notre temps. Beaucoup de 
problèmes importants, solubles en principe, nécessitent un volume 
de calculs si important que leur résolution par les moyens susmen- 
tionnés n’aboutit pas dans un délai pratiquement acceptable. 
D'autre part, pour obtenir une solution, on était souvent contraint 
à négliger des facteurs essentiels, ce qui entraînait des erreurs quan- 
titatives et, parfois, même qualitatives. 

La recherche des dispositifs plus efficaces et les réalisations de 
la technique moderne ont abouti à la création des calculateurs 
électroniques dont la vitesse arithmétique dépasse de plusieurs 
ordres celle des moyens « classiques». Bien que le principe d'action 
de ces machines ait été énoncé dès le XIX£ siècle, elles ne furent 
matérialisées que sur la base de l’électronique moderne. Le premier 
calculateur électronique a été conçu en 1943 aux Etats-Unis. En 1946, 
von Neumann a formulé les principes et les idées qui servent de 
base à la construction de ces machines. Leur généralisation impres- 
sionnante a permis de résoudre nombre de problèmes importants 
et d'accroître considérablement les possibilités de l’homme en ce qui 
concerne l’utilisation heureuse des mathématiques et de cette branche 
scientifique connexe qu'est la cybernétique. Le développement et 
surtout les applications plus vastes des techniques de calcul moder- 
nes déterminent sous nos yeux une refonte de la recherche scienti- 
fique, des travaux techniques, de l’économétrie, de la gestion, du 
service, etc. 
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$ 1. Machines à calculer analogiques 

Supposons qu’un problème se ramène à la résolution d’une équa- 
tion mathématique. Pour être plus concis nous dirons alors des 
grandeurs figurant dans cette équation qu'elles sont mathématiques 
(encore qu’elles puissent avoir un sens physique, qui a commandé 
d’ailleurs l'équation considérée). 

Il y a deux principales méthodes de représentation (fixation) 
des grandeurs mathématiques avec lesquelles il s’agit de travailler. 
La première fait appel à des grandeurs physiques (longueurs, angles, 
tensions électriques. etc.) indépendamment de la nature du problème 
physique initial ; ensuite, on choisit un système physique dans lequel 
les grandeurs physiques se transforment suivant la même loi qui 
régit la transformation des grandeurs mathématiques. Les machines 
à calculer basées sur ce principe sont dites machines analogiques ou 
simulateurs, dont la plus simple est la règle à calcul : l’addition des 
grandeurs mathématiques (logarithmes des facteurs) est ici simulée 
par l’addition de longueurs. Encore un exemple: pour calculer une 
intégrale, on réalise analogiquement la fonction à intégrer en se 
servant de la loi d'ouverture du robinet ; l’intégrale correspondra 
alors au volume total d’eau, qu’il est facile de mesurer. Les simula- 
teurs les plus répandus sont basés sur des analogies électriques. 

Dans la seconde méthode certains organes enregistrent sous 
forme de nombres les grandeurs mathématiques considérées et, au 
lieu d'opérer avec celles-ci, on effectue les opérations arithmétiques 
sur des chiffres. Les machines basées sur ce principe sont appelées 
calculateurs numériques ou digitaux (dont les plus simples sont le 
boulier et l’arithmomètre). Les progrès remarquables dont on vient 
de parler dans l’avant-propos de ce chapitre sont surtout le fait des 
calculateurs numériques (ordinateurs); pour être complet, nous 
allons cependant nous attarder un peu sur les machines analogiques. 

Sans entrer dans le détail de leur fonctionnement nous passerons 
en revue quelques-unes de leurs particularités. Notons en premier 
lieu que les paramètres d'entrée, c'est-à-dire les grandeurs sur les- 
quelles on effectue des opérations, peuvent généralement varier de 
façon continue dans certaines limites. Aussi, les machines de ce 
type sont-elles parfois appelées calculateurs d'action continue. Il 
arrive certes que les paramètres d’entrée sont réalisés, par exemple, 
sous forme de résistances électriques qui varient de façon discontinue 
moyennant une « boîte de résistances » ; or, il s’agit là d’une parti- 
cularité de construction, tandis que l'information digitale traitée 
par les ordinateurs est fondamentalement discontinue. 

On comprend que la précision des entrées et des sorties des machi- 
nes analogiques est assez médiocre: généralement, de l’ordre de 
quelques pour cent ou, dans le meilleur des cas, de quelques dixièmes 
de pour cent. Cela limite sans doute leurs possibilités de simuler 
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des calculs encombrants. En outre, les machines analogiques sont 
d'habitude très spécialisées, c’est-à-dire capables de résoudre des 
problèmes d’une seule classe restreinte. Mais si la résolution de 
pareils problèmes s’impose souvent et que la précision désirée ne 
soit pas trop grande, les machines et les dispositifs analogiques 
s'avèrent bien efficaces. Par exemple, on s'adresse volontiers à des 
intégrateurs électriques appelés à résoudre les systèmes d’équations 
différentielles ordinaires. 

Il arrive souvent qu'une même corrélation des grandeurs soit 
réalisable par différents systèmes physiques. Cela permet de simuler 
les processus physiques, à savoir pour trouver dans un système 
physique donné une grandeur S, qu'il est difficile de mesurer ou 
de calculer directement, on élabore un nouveau système de nature 
physique différente et tel que ses éléments constituants soient liés 
par la même relation fonctionnelle; ensuite, on mesure dans ce 
nouveau système la grandeur correspondant à S. Ceci étant, si 
l’équivalence mathématique des deux systèmes physiques est établie, 
il est inutile de résoudre mathématiquement le problème si bien 
qu'on peut se passer de tout calcul à cet effet ; en fait, on met ici 
à profit la similitude des phénomènes par rapport à des caractéristi- 
ques déterminées ($ VIII.10) avec un facteur de similitude dimen- 
sionnel. Depuis un certain temps on affectionne beaucoup cette 
manière de résoudre des problèmes en se basant sur des analogies 
électromécaniques, optico-mécaniques, etc. 

Si l’on étudie un processus et que d’après le sens physique du 
problème la variable indépendante soit le temps #, il arrive souvent 
que la solution sur machine analogique s’obtienne sous forme d’une 
fonction de é. On dit alors que le problème est résolu en temps réel, 
et le résultat peut être transmis directement, sans la participation 
de l'opérateur, au système étudié. Ce principe est à la base de beau- 
coup de dispositifs de régulation automatique. Lors des essais des 
ensembles compliqués, il permet de plus de remplacer certains 
dispositifs très coûteux par des calculateurs. Par exemple, on peut 
éviter les essais en vol, onéreux et très dangereux, d’un pilote auto- 
matique et les remplacer par des essais au banc en substituant à 
l'avion un simulateur dont les réactions aux ordres du pilote auto- 
matique sont absolument identiques à celles de l’avion. 


$ 2. Machines à calculer numériques 


Passons maintenant aux calculateurs numériques. Nous n’allons 
pas examiner ici les petites machines à calculer très répandues que 
sont des arithmomètres perfectionnés capables d'effectuer les quatre 
opérations fondamentales de l’arithmétique. Ces machines sont 
certes très utiles, mais insuffisamment rapides : la vitesse de calcul 
est faible et les données pour chaque opération arithmétique sont 
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introduites par l’homme (opérateur). Ces deux inconvénients n'’exis- 
tent pas dans les grosses machines électroniques (ordinateurs). 

Le schéma synoptique (schéma fonctionnel) d’un ordinateur, c’est-à- 
dire ses unités principales et leurs liaisons, est montré sur la figure 
203 où les transports d’information sont représentés en trait continu, 
et la ventilation des ordres en pointillé. La mémoire (M) est formée 
d’un nombre déterminé de cellules (par exemple 512) dont chacune 
sert à enregistrer un nombre ou une « commande » (instruction). 
Au $ 3 nous verrons que l'enregistrement d’une commande ne dif- 
fère en rien, quant à sa forme, de celui d’un nombre. Il y a des cel- 
lules qui stockent les données d'entrée, et d’autres qui sont remplis 


Organe 
d'entrée 
Organe. 

dé sortie 


L 
(RER SE ER ERP 






Len mn mme mme um ee = me 


au fur et à mesure. Certaines des cellules peuvent changer plusieurs 
fois de contenu, tandis que certaines autres restent inutilisées. En 
conformité avec les instructions enregistrées, l'organe de commande 
(OC) ventile des nombres (ou des commandes) depuis M vers l’opé- 
rateur arithmétique (OA) qui les traite en conséquence et transfère 
les résultats dans M. Les résultats définitifs sont automatiquement 
imprimés sur les signaux de commande de OC, qui, une fois les 
calculs terminés, arrête la machine. 

Un périphérique spécial peut visualiser le résultat à l’aide d’une 
courbe construite d’une façon approchée suivant les coordonnées 
calculées des points ou d’un dessin animé montrant la variation 
de cette courbe. 

Sur une machine universelle on peut résoudre n'importe quel 
problème mathématique dont l'algorithme est connu (on entend 
par algorithme des règles strictes déterminant les opérations à 
effectuer pour, à partir des données d’entrée, aboutir sans faute au 
résultat requis). Il y a plus. Un calculateur de ce type permet de 
résoudre des problèmes non mathématiques pourvu qu'il existe l’al- 
gorithme de calcul adéquat. Par exemple, un ordinateur peut être 
connecté à une machine-outil qui fabrique une pièce d’un profil 
aussi compliqué que l’on veut; dans ce cas, les données d’entrée 
reilètent les caractéristiques du profil, tandis que les résultats des 
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calculs sont convertis en signaux envoyés à l'organe de commande 
de la machine-outil. C’est également le principe d’action des dispo- 
sitifs de commande du vol d’un avion ou d’un processus technolo- 
gique. Si l’on s’écarte du programme établi, le calculateur peut 
prendre la solution optimale en comparant les variantes possibles 
et contrôler les résultats. Les ordinateurs sont largement utilisés 
pour les prévisions météorologiques, la planification des transports, 
etc. [Il est à remarquer que, dans ces cas, des machines spécialisées, 
c’est-à-dire adaptées à la résolution d’une certaine catégorie de 
problèmes, s'avèrent plus efficaces. 


$ 3. La représentation des nombres 
et des commandes 


Le système décimal étudié à l’école et utilisé dans la vie quoti- 
dienne est mal approprié aux machines numériques. On fait appel 
en calcul automatique à la numération binaire qui n'utilise que deux 
chiffres, O et 1 (le décimal en a dix), dont les combinaisons consti- 
tuent tous les nombres. À cette fin, on convient que les écritures 
10, 100, etc. ne signifient pas une puissance de 10, mais une puis- 
sance de 2, soit les nombres 2, 4, etc. Ceci peut s’écrire de la façon 
suivante 


Lo — A 210 — 10;, 310 — 40 — 100, d10 — 102, etc., 


où l'indice rappelle le système de numération adopté. 

Tout nombre entier peut être représenté en binaire; pour le 
faire, il faut mettre en évidence les puissances de 2 en commençant 
par la plus élevée. Par exemple, on a en numération décimale 


1971 = 11024 + 1.512 + 1.256 + 1.128 + 0.64 + 
+ 1.32 + 1.16 + 0.8 + 0.4 + 1.2 + 1:1, 


c’est-à-dire que 1971,, — 111101100112. 

On opère de même avec les fractions. Par exemple, le nombre 10, 
1011, s'écrit en notation décimale 2++ +242 € - 
— 2,6875,,. N'importe quel nombre non entier peut être mis sous 
la forme d’une fraction binaire finie ou infinie ; on conçoit que dans 
les calculs pratiques les fractions sont arrondies. 

Les tables d’addition et de multiplication en binaire sont extrè- 
mement simples: 


0O+0—0, 1+0—=0+1—0, 1+1—10, (1) 
0.0—0, 1.0—04—0, 114 —1. (2) 


A l’aide de ces tables, on peut effectuer des opérations arithmétiques 
sur des nombres représentés en binaire d’une façon absolument 


1 


analogue à celle utilisée à l’école pour le système décimal. 
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Ne croyez surtout pas que l'utilisateur doit opérer directement 
en système binaire. Le fait est qu’on élabore des programmes en 
décimal et que le passage au système binaire s'effectue dans la machi- 
ne même sur une instruction spéciale (pour ne pas compliquer les 
choses, nous n’allons pas nous y attarder pas plus que sur les sys- 
tèmes octal et décimal codé binaire auxquels on fait appel en l’occur- 
rence). Les résultats sont aussi imprimés en numération décimale. 

Lors de l’enregistrement des nombres dans la mémoire ($ 2), 
chacun d’eux est logé dans sa cellule propre. Toutes les cellules sont 
de même longueur, c’est-à-dire qu’elles contiennent le même nombre 
de positions occupée chacune par un caractère binaire ou bit qui 
peut prendre deux états notés 0 et 1. En U.R.S.S. on utilise la nota- 
tion en virgule flottante ; à savoir on écrit un nombre compris entre 
—1 et À et une puissance de 2 par laquelle il faut multiplier ce nom- 
bre. On affecte à l’exposant de la puissance et à son signe un nombre 
bien déterminé de positions, par exemple, en fin de la cellule mé- 
moire. 

Supposons, par exemple, que ces dernières positions sont 6 et 
que la cellule en contienne en tout 30, que le signe « + » soit repré- 
senté par 0 et le signe « — » par 1. Dans ce cas, l’ensemble des 
chiffres de la cellule 


signe signe 


du de l’ex- 
Le mantisse du nombre ne exposant 


1] (8) 














TT 


représente le nombre 
{ Î { { 
—_0,101011,.2T1012 D —|(5+5+5+a) 2] RS 


Le plus grand nombre qui puisse être représenté de cette façon est 


dE 111 1E 11411 1 1l1l1 IROECODEE 11 (4) 
et est égal à (14 — 27%) 281 — 281 __ 28 & 251, tandis que le plus 
petit nombre positif s'écrit: 




















1 dE 


JÉDRPPE 





ce qui signifie 27%.2%1 — 25% (discutez ce problèmel). 
Les modes d'enregistrement diffèrent selon le constructeur. 
Avant d’être introduits dans la machine ($ 2), les nombres sont repré- 
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sentés sur un ruban perforé où sur des cartes perforées qui forment 
un paquet; pour fixer les idées, nous nous bornerons au cas des 
cartes perforées. Chaque ligne de la carte correspond à une cellule 
mémoire, sa longueur correspondant au nombre de positions, la 
perforation à 1 et l’absence de perforation à 0. Par exemple, si les 
nombres figurant dans les formules (3), (4) et (5) se succédaient dans 
le programme d'entrée, la carte perforée aura une zone de la forme 
représentée fig. 204 (vérifiez qu’il en est ainsil). Ces perforations 
sont effectuées avant la mise en marche de la machine sur un perfo- 
rateur autonome qui fait penser aux caisses enregistreuses utilisées 
dans les magasins. 

Un programme vaste est enregistré sur tout un paquet de cartes 
perforées ; si l’on détecte une erreur dans le programme ou si les 


CORCECONRRRIREREENERERRRREN NT 
ROCCO 


TITI OTTENTTET ET TENENENE 


Fig. 204 





données d'entrée ont changé, on remplace sans difficulté la carte 
requise. 

Pour le stockage des nombres en mémoire (et pour leur transfor- 
mation au fur et à mesure des calculs), chaque cellule est réalisée 
par un ensemble de points mémoire dont chacun est susceptible de 
prendre deux états d'équilibre ; le nombre de points est égal à celui 
de positions de la cellule et chaque état du point correspond à 0 ou 
à 1 à la place correspondante. On utilise différents points mémoire 
qui doivent tous être sans inertie (c'est-à-dire tels qu'ils puissent 
passer instantanément d’un état à l’autre) et stables (ce qui veut 
dire qu'ils restent dans tel état en l’absence d’un signal de bascule- 
ment). Le point mémoire peut être le tore de ferrite dont le champ 
magnétique change de directions sous l'effet du courant parcourant 
l’enroulement ; des zones aimantées et non aimantées d’un tambour 
magnétique on d’une bande magnétique dont le principe d'action 
est celui d’un magnétophone, etc. 

Le transfert d'un nombre depuis une cellule de M dans l’opéra- 
teur et en sens inverse s'effectue par un système de canaux, dont le 
nombre peut égaler celui de positions de la cellule (machines d’ac- 
tion parallèle). 

Plus la mémoire contient de cellules, plus nombreuses sont les 
données qu’on peut introduire dans la machine et plus grande est 
la souplesse de celle-ci. Afin d'élargir la capacité de la mémoire, 
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beaucoup de calculateurs sont donc munis d’une mémoire externe 
qui, d'habitude, n’est autre chose qu’une bande magnétique. Un 
dispositif spécial se charge suivant les instructions préétablies de 
transférer les nombres enregistrés sur la bande dans la mémoire 
interne (mémoire rapide). L'opération inverse est également possible. 
La mémoire rapide contient quelques milliers de cellules et la bande 
magnétique en compte plusieurs millions. Pourtant, la lecture de 
la bande et l'enregistrement sur celle-ci s'effectuent moins vite que 
les opérations analogues dans la mémoire rapide, car le dépilement 
de la bande nécessite un certain temps. 

Si la machine ne traite pas des nombres maïs une autre informa- 
tion quelconque (par exemple, des mots), celle-ci doit être codée 
à l’aide de chiffres binaires. Dans ce cas, on doit prévoir un disposi- 
tif capable de décoder le résultat pour le mettre sous une forme 
propre à l'information en question. 

La machine n'effectue les opérations sur les nombres stockés 
en mémoire que sur les instructions, qui sont elles aussi implantées 
en mémoire avant la mise en marche de la machine et dont l’enre- 
gistrement ne diffère en rien de celui des nombres. Ici nous n’allons 
examiner que des instructions à trois adresses. Chaque instruction 
de ce type représente une cellule divisée par la pensée en quatre 
parties de longueur bien déterminée, par exemple, 3, 9, 9 et 9 bits. 
Ces parties comprennent : 

1) l'enregistrement conventionnel (code) de l’opération à réaliser ; 

2) l'adresse (numéro de la cellule mémoire) de la première donnée 

(opérande) ; 

3) l’adresse du deuxième opérande; 

4) l’adresse de la cellule mémoire où doit être rangé le résultat. 

Toutes les cellules sont numérotées dans l’ordre naturel. Par 
exemple, si la mémoire en contient 512, il nous faudra exactement 
9 bits pour indiquer l’adresse (pourquoi ?). Supposons que le code 
opération d’addition soit le nombre 1. Alors, s’il faut additionner 
les nombres contenus dans la 271-ième et la 59-ième cellule et si le 
résultat doit être logé dans la 422-ième, l'instruction correspondante 
s'écrit (vérifiez !) 


001 100001111 000111011 1101001110 
code adresse adresse adresse 


opération 1€7 opérande 2€ opérande résultat 


Une fois cette instruction exécutée, toutes les cellules mémoire, 
y compris la 271-ième et la 59-ième, présentent le même contenu 
qu'auparavant, à l'exception de la 422-ième dont l'information est 
détruite et remplacée par une nouvelle, à savoir par la somme des 
nombres d'adresses 271 et 59. | 
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L’instruction (6) est représentée sur une carte perforée et est 
mémorisée par une cellule comme s’il s'agissait du nombre 
0,0110000111100011101111, :2-1,. La différence ne se manifeste que 
lors du fonctionnement de l'ordinateur: si le programme est rédigé 
correctement, l’organe de commande ne reçoit des ordres que des 
cellules prévues pour loger les instructions. 

Le fonctionnement de la machine et, en particulier, les opéra- 
tions sur les instructions sont assurés par des circuits électroniques 
qui réalisent la conversion des signaux électriques conformément 


1% Lerme 2°Lerme 
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À © | O 

BP © “ 
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aux règles nécessaires. Les circuits des premières machines utili- 
saient les tubes électroniques à vide (triodes, penthodes), qui ont été 
remplacés ensuite par les semi-conducteurs. À présent, on emploie 
les circuits intégrés. Les principaux types de convertisseurs de si- 
gnaux sont montrés sur la figure 205. Le premier assure le signal B 
(tension positive suffisamment élevée) si et seulement si le signal À 
est absent. Dans le deuxième seule la présence des signaux À et B 
permet le signal C et dans le troisième la présence de l’un au moins 
de ces signaux. On aboutit à des circuits plus compliqués en combi- 
nant ces convertisseurs simples. Vérifiez par exemple que le schéma 
de la figure 206 réalise l’addition (1) si la présence du signal corres- 
pond à { et son absence à 0. La table de multiplication (2) est réali- 
sée par le circuit élémentaire «ET ». 

Schématisons le fonctionnement d’un ordinateur. On enregistre 
en mémoire, à partir des cartes perforées, le programme, c'est-à-dire 
des instructions dans l’ordre, et les données, i.e. les nombres à traiter. 
L'organe de commande extrait le contenu de la première cellule, 
établit qu'il s’agit d’une instruction et fournit les commandes à 
l'opérateur arithmétique pour lui faire effectuer les opérations pres- 
crites. Ceci fait, l'organe de commande extrait et analyse les instruc- 
tions contenues dans la deuxième cellule, et ainsi de suite, à l’ex- 
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ception des instructions de branchement dont on reparlera au $ 4. 
(L'instruction de branchement permet à l’organe de commande de 
passer non pas à la cellule suivante maïs à une cellule adressée par 
instruction.) Certaines instructions commandent l'impression du 
contenu d’une certaine cellule, mais une fois cette instruction exécu- 
tée, OC passe à l'extraction de l'instruction de la cellule suivante. 
(Il est vrai que si l’on recourt souvent à l’impression, le rythme de 
fonctionnement de la machine baisse, car l'impression s'effectue 
plus lentement que les opérations arithmétiques.) On opère ainsi 
jusqu’à ce que OC reçoive l'instruction commandant l'arrêt de la 
machine. La machine s’arrête aussi (arrêt d'urgence) si l'opération 
programmée est irréalisable, par exemple, si les calculs donnent un 
nombre tellement grand qu’il ne peut être logé dans la cellule (dépas- 
sement de capacité). Un dispositif spécial actionné depuis le pupitre 
de commande permet à tout moment de préciser le contenu de n’im- 
porte quelle cellule et d'introduire des données supplémentaires. 


Exercices 


1. Ecrire en binaire les nombres 9999; —14/3; 2,75. 
2. Représenter les mêmes nombres suivant la formule (3). 


$ 4. Programmation 


Quelques exemples élémentaires ci-dessous vous feront compren- 
dre quelques-uns des principes à la base de l'élaboration d’un pro- 
gramme, C'est-à-dire de la programmation ; remarquons que la rédac- 
tion d’un programme compliqué est une affaire d'importance, elle 
demande parîois beaucoup de temps et des spécialistes qualifiés. 
Pour simplifier l’exposé, au lieu du code opération, nous allons 
écrire le signe de l'opération (par exemple, le signe « + » au lieu 
du code opération d'’addition). 

Supposons que l’on ait à calculer la solution d’un système d’équa- 
tions du premier degré (VIII.6) avec a;, b;, d; donnés. On sait que 
la solution s'obtient d’après les formules (VIII.7). 

Nous allons ranger les instructions (sans connaître a priori leur 
nombre) dans les cellules de numéros 1, 2, ... Logeons six para- 
mètres d'entrée a, b,, @+, b:, di, d, respectivement dans les cellules 
de numéros & + 1, &« + 2, à + 3, à + 4, &« + 5, &« + 6; la valeur 
de « sera précisée plus tard. Un certain nombre de cellules suivantes 
seront utilisées comme cellules de travail pour le stockage des résul- 
tats intermédiaires ; leur état au commencement du travail n’a pas 
d'importance, car tout nouvel enregistrement efface automatique- 
ment l'enregistrement précédent. Les autres cellules mémoire ne 
sont pas intéressées par l'élaboration et le déroulement du program- 
me. Commençons par le calcul de la valeur d,b, — b,d,. Pour calcu- 
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ler d,b,, on utilise l'instruction 
1) X a+5 a +4 a +7: 


pour mieux s'orienter, on munit chaque instruction de son numéro 
d’ordre (en réalité, ce dernier n’est représenté nulle part). Après 
l'exécution de cette instruction, la cellule (&œ + 7) comprendra le 
nombre d.,b,. Soit l'instruction suivante 


2) X a+2 a+6 œ+8; 


cette instruction réalisée, on fera apparaître dans la cellule (œ + 8) 
le nombre b,d,. Ensuite, il faut retrancher du nombre d,b, (cellule 
(æ + 7)) le nombre bd, (cellule (4 + 8)). Etant donné que ces 
nombres ne seront plus utilisés, le résultat peut être rangé dans la 
cellule (œ + 7) sur l'instruction 


3) — a+7 a+8 x +7; 


évidemment, on aurait pu se servir de la cellule (x + 9), mais dans 
le cas d’un programme plus compliqué, il vaut mieux économiser 
les cellules. 
On trouve pareillement le dénominateur, c'est-à-dire ab, — 
A) X a+1 a+4 a-1-8, 
9) X a+2 a+3 a+), 
6) — a+8 a+9 a+8. 


Maintenant il faut diviser le numérateur, stocké dans la cel- 
lule (x+ 7), par le dénominateur logé dans la cellule (4œ+8) et 
imprimer le résultat 


7) : +7 aàœ+8 a+7, 
8) IMP ax+7. 


Sur cette dernière instruction la machine imprime le contenu de la 
cellule, soit la valeur de x, et passe à l'exécution de l'instruction 
suivante. De la même façon on calcule y en se souvenant que le 
dénominateur pour y est déjà calculé et stocké dans la cellule (œ + 8): 


Je a+i a+6 aœx+7, 
10) X a+5 a+3 a+), 
11) — a+7 a+9 œ+7, 
12) : a+7 a+t8 a+7, 
13) IMP @ +7, 

14) ARRET. 


La 14° instruction arrête la machine. Aïnsi, notre programme 
contient 14 instructions si bien qu’on peut poser œ—14. Alors, 
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le programme tout entier occupera 20 cellules et s’écrira: 


1) x 19 18 21, 
2) x 16 20 22, 
3) — 21 22 21, 
4) x 15 18 22, 
5) x 16 17 23, 
6) — DD 508 00. 
7) : 21 22 921, 
8) IMP 21, 

9) x 15 20 21, 
10) x 19 17 23, 
11) — 21 23 21, 
12) : 21 22 921, 
13) IMP 21, 

14) ARRET, 

15) di, 

16) ba, 

17) @, 

18) Do; 

19) &, 

20) d. 


Ainsi, tous les résultats intermédiaires dans notre programme 
nécessitent trois cellules de travail (n° 21, 22 et 23). II ne nous reste 
qu’à représenter ce programme sur les cartes perlorées et à mettre 
la machine en marche. (En réalité, certaines autres instructions s’im- 
posent qui n’ont pas pour nous une importance de principe, telle 
l'instruction commandant l'introduction du programme en mémoire 
à partir des cartes perforées,. etc.) 

Dans le présent exemple, le nombre d'instructions contenues 
dans le programme est égal au nombre d'opérations. Etant donné 
que les ordinateurs modernes sont essentiellement conçus pour des 
calculs nécessitant des millions d'opérations, on voit aisément que, 
dans ce cas, il est impossible d’écrire châque information traitante. 
Heureusement, lorsqu'il s’agit d’un volume important de calculs, 
nombre de calculs intermédiaires s'effectuent plusieurs fois suivant 
un même schéma. Dans ce cas, le programme peut contenir des 
boucles, qui font qu’une séquence d'instructions est répétée plusieurs 
fois. Les boucles sont réalisées à l’aide d’une instruction dit bran- 
chement conditionnel (ou encore rupture de séquence conditionnelle) 
qui se présente sous la forme 


BR N, MN, N, 
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(bien sûr, il faut de plus indiquer le code opération). Il y a différen- 
tes facons de réaliser cette instruction. Pour fixer les idées, nous 
allons considérer que la machine compare le contenu (N,)’ de la 
cellule NW, au contenu (W,)’ de la cellule W,. Si (N,)  (N.)', le 
programme se continue en séquence et si (W,) > (N.)', l'organe de 
commande passe à l'instruction d’adresse WV,; dans les deux cas, 
le contenu des cellules ne change pas. En particulier, l'instruction 


BR 4 1 NW, 


signifie qu'après l’avoir lue, l’organe de commande extrait l’instruc- 
tion d'adresse W,; une telle instruction de branchement peut être 
considérée comme inconditionnelle. 

Pour illustrer ce qui vient d’être dit, nous allons élaborer un 
programme qui nous permettra d'imprimer la table des quantités 
inverses de 500 nombres naturels, disons de 2001 à 2500. En l’absence 
d’une instruction de branchement, le programme serait très encom- 
brant. Voyons ce que nous obtenons en réalité. Logeons dans la 
cellule (œ + 1) le nombre 2000, dans la cellule (œ + 2) le nombre 1 
et dans la cellule (4 + 3) le nombre 2499 (on en verra sous peu la 
raison). Soit la première instruction 


4) + a+1 a+2 a +1. 


Par suite de cette instruction, 2000 dans la cellule (œ + 1) sera 
remplacé par 2001, dont nous allons calculer l'inverse et imprimer 
le résultat : 

2) : a +2 a +1 ax +4, 

3) IMP a +4. 


Comparons maintenant le nombre contenu dans la cellule (œ se, 1) 
au nombre 2499 ; étant donné que ce dernier est plus grand, on re- 
vient à la première instruction : 


4) BR a +3 a+1 1. 


Vu que, dans ce cas, (x + 3)’ — 2499, (x + 1)’ — 2001, après 
avoir lu la quatrième instruction, l’organe de commande passe à la 
première instruction. Une fois cette dernière réalisée, dans la cellule 
(œ + 1) on aura 2002 au lieu de 2001 ; les deux instructions qui sui- 
vent permettront de calculer et d'imprimer l'inverse de 2002. Sur 
la quatrième instruction, la machine comparera 2499 à 2002 et 
passera à nouveau à la première instruction, et ainsi de suite, jusqu’à 
ce qu’en incrémentant de 1 le contenu de la cellule (&œ + 1) on y voie 
apparaître le nombre 2500. On imprimera alors l'inverse de ce der- 
nier, et la quatrième instruction « laïssera » l'organe de commande 
exécuter la suite du programme, puisqu'on aura déjà (4 + 3) — 
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— 2499, (x + 1)’ — 2500. Il ne nous reste qu’à arrêter la machine: 
5) ARRET, 


car tous les résultats sont imprimés. 
On peut donc poser &« — 5, en sorte que le programme tout entier 
s'écrit 
6 7 6, 
7 6 9, 
3) [MP 9, 
4) BR 8 
9) ARRET, 
6) 2000, 
7) 1, 
8) 2499. 


6 1, 


Pour stocker les résultats intermédiaires, une seule cellule de 
travail (n° 9) a suffi, mais au fur et à mesure de l'exécution des 
calculs, le contenu de la sixième cellule est passé de 2000 à 2500 
de 1 en 1. 

Examinons maintenant une variante du problème précédent dans 
laquelle on n’imprime pas les inverses mais on les range en cellule 
mémoire d'adresse 10 à 509 (ces quantités pourront servir dans 
d’autres calculs): 


4) BR 

0) ARRET 
6) 2000, 
1} +, 

8) 2499, 
9) (le dernier bit est à l’état 1, les autres sur O0). 


On range dans la cellule neuvième un nombre auxiliaire sans valeur 
quantitative servant à la modification d'instruction, ce qui constitue 
une opération essentiellement nouvelle. En exécutant une première 
fois la deuxième instruction, on incrémente de 1 la troisième instruc- 
tion, interprétée par l'opérateur arithmétique en tant que nombre, 
qui s'écrit donc 7 6 10. (Remarquez bien que les additions sur les 
instructions 1) et 2) sont régies par des règles différentes, ce qui est 
marqué par un accent; discutez cette question !) Aussi après la 
réalisation de la troisième instruction, le nombre 1 : 2001 sera-t-il 
rangé dans la 10° cellule, Au passage suivant dans la boucle, la 
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troisième instruction s’écrira 7 6 114, et le nombre 1 : 2002 sera ache- 
miné vers la 11° cellule, et ainsi de suite. L'opération qui fait progres- 
ser l'adresse d’une instruction est appelée changement d'adresse. 

On voit donc que les instructions peuvent être modifiées automa- 
tiquement lors du déroulement du programme. Ce fait ouvre des 
perspectives nouvelles devant les ordinateurs. 

L'emploi des instructions de rupture de séquence conditionnelle 
ne se borne pas qu'aux boucles. On les utilise également s’il est 
nécessaire d'effectuer un branchement de programme, c'est-à-dire 
d'exécuter différentes séquences d'opérations commandées par des 
circonstances imprévues. Supposons, par exemple, qu’au cours des 
calculs, dans une certaine cellule W on doit recevoir le nombre a qu’il 
faut conserver si a > 0 ou élever à la puissance deux et loger le 
résultat dans la cellule W si a << 0. Etant donné que, d'habitude, la 
cellule d'adresse 0 contient le nombre 0, l'opération requise peut 
être réalisée en disposant convenablement les instructions suivantes : 


. ee ee + + + ee ee ee + ee 


k+1) x NON NN. 


Dans ce cas, le branchement de programme s'effectue automatique- 
ment et, sans une information prévue d’avance, on ne saurait même 
pas laquelle des deux variantes a eu lieu. 

Donnons enfin un exemple de programme dans lequel on n'établit 
pas d’avance le nombre total d'opérations. Soit à résoudre par itéra- 
tions ($ [.3) à 0,001 près l’équation cubique 


x = Oix + 1 


en commençant par la valeur x, = 0. Rangeons le nombre 0 dans 
la cellule (x + 1) (on le fait en laissant intacte la ligne correspondan- 
te de la carte perforée), le nombre 0,1 dans la cellule (œ + 2), le 
nombre 1 dans la cellule (&œ + 3) et le nombre 0,001 dans la cellule 
(4œ + 4). Les approximations successives seront logées dans la cellule 
(&œ + 1). Le calcul de l’approximation suivante à partir de l’appro- 
ximation précédente s'effectue sur les instructions: 


A) X a+ +1 a+5, 

2) X a+9 a+1 a+s, 

3) X a+2 a+5 a+s, 

4) + a+5 a+3 a+5. 
Aïnsi, l’approximation suivante est d'adresse (4 + 5). Elle doit 
être comparée à l’approximation précédente d'adresse (œ + 1). 
Si ces deux approximations ne coïncident pas à 0,001 près, on loge 


la première dans la cellule (x + 1) et l’on procède à une nouvelle 
itération ; maïs, si l’écart est inférieur à 0,001, il faut imprimer le 
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résultat. Cela peut se faire, par exemple, sur les instructions (véri- 


fiez!) : 
2) |—| a+Â a+ a +1 


(cette instruction fait ranger le nombre | (æ + 1) — (x + 5)°]| dans 
la cellule (x + 1)), 


6) BR 0 a+ d;, 
7) + a+) 0 œ + 1, 
8) BR 1 { 1; 
9) IMP a+, 

10) ARRET, 


On peut donc poser & — 10 et écrire le programme tout entier 
qui occupe 14 cellules de mémoire. En exécutant ce programme, 
la machine opérera des itérations jusqu’à ce que l’approximation 
suivante ne coïncide avec celle précédente avec la précision requise ; 
alors le résultat sera imprimé et la machine s’arrêtera. 

Il est à noter que si le processus d'’itérations ne converge pas, 
on assistera à un dépassement de capacité des cellules ou à une boucle 
infinie et la machine n’est arrêtée que par un opérateur. 

Les programmes traitant des problèmes plus compliqués peuvent 
être très volumineux ; or, assez souvent, ils incluent des problèmes 
plus simples répétés plusieurs fois ; tel est Le cas de calcul des valeurs 
du sinus des opérandes. La résolution de ces problèmes élémentaires 
est mise sous forme de sous-programmes, ensembles d'instructions 
préétablies et contenues dans des cellules déterminées de la mémoire 
rapide ou de la mémoire externe ; alors, en programmant un problème 
plus compliqué, l’appel d’un sous-programme se fait par une seule 
instruction. 

On a mis au point plusieurs langages évolués qui permettent de 
décrire un programme en des termes mathématiques plus coutumiers 
que ceux utilisés ci-dessus. Ecrit dans un tel langage, un programme 
ne dépend pas du type de la machine employée et est imprimé par 
un dispositif analogue à une machine à écrire ; ensuite, un compila- 
teur traduit ce langage dans celui d’un ordinateur. 

Parmi les langages évolués les plus répandus, on peut citer l'ALGOL 
(ALGOrithmic Language) et le FORTRAN (FORmula TRANSslator) 
qui rendent l’utilisation des calculateurs beaucoup plus aisée. 


Exercices 


4. Programmer le calcul du tableau de carrés des nombres naturels de 1 
à 4000 inclusivement, les valeurs de » et de nr? devant se succéder : 1, 1, 2, 4, 


Re 
2. Elaborer le programme pour le calcul de la somme V5+1 V6+... 
+ V/100 (on a parlé de cette somme au $ I.2); l’extraction de la racine 


38-0317 
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carrée sera considérée comme une opération indépendante dont le code est V/. 
1 


dx 


1+x 


0 
son ($ [.1), en décomposant l'intervalle d'intégration en 100 intervalles partiels ; 
en 1000 intervalles partiels. 

4. Programmer l'intégration de l'équation différentielle y’ — x? — y? 
sur l'intervalle —1 << x < 0, avec la condition initiale y (—1) — 0, d’après 
la méthode de double calcul décrite au $ VIII.7 (voir tableau 5). Le pas d'inté- 
gration est pris égal à 0,001 et on imprime le résultat de 0,1 en 0,1; utiliser 
l'opération { } de séparation de la partie fractionnaire du nombre ({5,3} — 
= 0,3; {—5,3; — 0,7; {5} = 0). 





3. Programmer le calcul de l'intégrale | par la méthode de Simp- 


$ o. Utilisez les machines à calculer électroniques 


Le paragraphe précédent montre que, dans des cas simples, 
l'élaboration des programmes pour les machines à calculer est chose 
élémentaire. En effet, cette opération peut être assimilée avec succès 
jusque par un écolier. D'autre part, le recours aux calculateurs s'avère 
bien souvent très utile. En effet, primo, on élève ainsi de plusieurs 
ordres la précision et la vitesse de calcul, et, secundo, on rend pos- 
sible la résolution de certains problèmes plus compliqués. (Pour 
fixer les idées, remarquons que les petites machines effectuent en 
moyenne quelques milliers d'opérations arithmétiques par seconde, 
les moyennes quelques dizaines de milliers et les grandes un mil- 
lion.) 

A présent, la généralisation des ordinateurs n’est en fait freinée 
que par la barrière psychologique. Car beaucoup de chercheurs se 
méfient encore de ces machines à la manière de nos prédécesseurs 
qui avaient peur des intégrales « incalculables », des équations 
finies transcendantes, des équations différentielles non solubles par 
quadratures, etc. Au lieu de changer du tout au tout leur façon 
d'approcher ces intégrales et équations, les savants s’entêtaient 
à trouver de nouveaux cas d’intégrabilité, ce qui réduisait sensible- 
ment les possibilités des applications mathématiques. Une situation 
analogue s’est créée en informatique. 

Ne passez surtout pas d’un extrême à l’autre et n’allez pas croire 
qu'avec l’apparition des calculateurs on n’a plus besoin des formules 
(précises, approchées, asymptotiques) et méthodes analytiques, du 
calcul « manuel » par les arithmomètres, la règle à calcul ou le 
crayon. Une solution analytique, quand elle est possible, bénéficie 
souvent d’un précieux avantage d’être compacte, surtout si le pro- 
. blème inclut des paramètres ou si la solution obtenue a la forme d'une 
fonction de plusieurs variables. Les formules asymptotiques 
ont cours dès que l'application des méthodes numériques devient 
embarrassante. Procédé expéditif, le calcul « manuel » est le plus 
recommandé pour les calculs approchés, qui seront effectués aussi 
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souvent que l’on peut, y compris pour préparer des calculs plus 
laborieux. On voit donc que les machines à calculer électroniques 
ne sont nullement appelées à remplacer les autres méthodes mathéma- 
tiques fructueuses, on préconise au contraire leur union, qui aura 
pour effet d'élargir considérablement les possibilités des mathémati- 
ques appliquées. 

Lors de la résolution sur calculateur d’un problème formulé en 
termes mathématiques, l’étape la plus importante est d'ordinaire 
la préparation du problème en vue de son traitement par la machine. 
On se donne parfois pas mal de peine pour tomber sur une méthode 
qui garantit un résultat sûr, tout en étant à la mesure du calculateur 
donné, car une machine à calculer a beau être puissante, elle n’est 
pas omnipotente. Lors de cette préparation, l’utilisateur est souvent 
contraint de revoir sa « psychologie mathématique » formée par les 
méthodes « manuelles ». 

Par exemple, un mathématicien ne négligeait jamais d’abaisser 
l’ordre d’une équation différentielle non linéaire à l’aide d'une 
substitution (si cette opération était possible). Par exemple, pour 
résoudre l’équation 


y" —=f(y, y") (y = y (x)) (7) 
on recommandait de procéder comme suit: on considère y’ — p 
. D un __ dy" __dp dy dp 7 . 
en fonction de y, d’où y ro Cure ea et l'équation (7) 
prend la forme 
d 
pa ={f(,p)  (p=p()), (8) 


c'est-à-dire qu'on obtient une équation du premier ordre. Si l’on 
arrive à l'intégrer, c’est-à-dire à trouver la solution générale p— 

— (y; C1), on peut écrire 

dy 
p=—=p(y; C1), 
d’où 30 
dy dy 

— dx et | a Co. 9 
(3 C1) pui cp TC @) 
Un tel procédé aboutit parfois, surtout s’il s’agit de l’étude 
analytique de la solution. Il s’avère, par contre, inopérant si l'on 
veut obtenir une solution numérique tout particulièrement sur un 
calculateur. En effet, on aura à résoudre numériquement l'équation 
(8) (si elle est soluble par quadratures, il faudra calculer les intégra- 
les correspondantes), à trouver l'intégrale (9) et, finalement, à in- 
verser la relation x (y) obtenue. Or, une intégration numérique 
directe de l'équation (7) sans abaissement de l’ordre se révèle une 
méthode bien plus simple pour former tant la table de valeurs de la 
98 * 
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solution particulière que les tables synoptiques de la solution géné- 
rale. C’est ce qu’on fera en opérant à la machine. 

Il faut donc savoir estimer, ne serait-ce que très approximative- 
ment, le volume de calculs nécessaires pour résoudre complètement 
le problème. 

En voilà un autre exemple. La position même des problèmes 
des $$ [.2 et IIT.4 concernant le calcul approché des sommes à l’aide 
des intégrales a été évidemment dictée par les besoins du calcul 
« manuel ». Pour un tel calcul, les formules approchées données 
et les méthodes qui permettent de les préciser sont d’un grand se- 
cours. Toutefois, dès qu’on travaille sur un calculateur, la sommation 
directe des termes se montre plus efficace dans la majorité des cas. 

Ici non plus, on n’agira pas à l’aveuglette. Supposons qu’on 
désire calculer la somme de la série infinie 


1 4 4 
= +++. 


Si l’on croyait en la toute-puissance des machines, on pourrait 
essayer de calculer et d’additionner les termes de la série jusqu’à 
ce qu'ils soient mis à zéro, i.e. nuls par arrondissement nécessaire 
pour que le nombre correspondant soit enregistré dans la cellule, 
après quoi, les sommes partielles de la série cessent d'augmenter. 
Compte tenu des paramètres conventionnels des machines cités au 
$ 3 (voir (4) et (95)), cela aura lieu quand 


_ < 275, c'est-à-dire n > 276% 2.108. 


L'erreur est proche de 1/n ($ IITI.4), ce qui veut dire qu'elle est supé- 
rieure de huit ordres aux derniers termes. Etant donné que l’addi- 
tion d’un terme de la série à la somme partielle nécessite. plusieurs 
opérations, en utilisant une machine dont la vitesse est de 20 000 opé- 
rations par seconde, vos calculs vous prendront environ 5 heures. 
Vous en serez quitte pour une somme rondelette et les reproches de 
vos collègues, qui ne deviennent que plus durs dès qu'ils apprennent 
ce que vous venez de calculer. (Si l’on suppose que la longueur d’une 
cellule est égale à 40 bits et non pas à 30, ce qui est plus conforme 
à la réalité, le temps et le coût des calculs devront être multipliés 
par 32.) 

Une telle pratique est certes à bannir. On obtiendra beaucoup 
plus vite un résultat infiniment plus précis en additionnant, par 
exemple, les 1000 premiers termes de la série (en moins d'une secon- 
de) et en remplaçant le reste par une intégrale suivant la méthode. du 
$S III.4; la précision du résultat peut être établie en itérant les cal- 
culs, cette fois-ci pour 2000 termes. Il est encore mieux de consulter 
préalablement un aide-mémoire (par exemple celui de I. Gradstein 
et I. Ryjik) où l’on trouvera que S = x?/6, la valeur de n°? étant 
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donnée avec grande précision dans les tables correspondantes. (Nous 
avons de la chance avec notre cas, car les séries numériques ne se 
«réduisent » que rarement aux expressions finies à l’aide des cons- 
tantes connues.) 

Les calculs effectués sur calculateurs sont fondamentalement 
discrets. Aussi, en formulant le problème sous forme d’une équation 
différentielle ou intégrale, pensera-t-on -à la forme que prendront 
ce problème et la méthode de résolution traduits en langage discret. 
Pour des équations à plus d’une variable indépendante, le fait est 
lourd de complications de toutes sortes, dont beaucoup restent 
entières. 

Une attention particulière doit être accordée aux problèmes 
contenant des paramètres. Proposons-nous par exemple de composer 
une table donnant la solution de l'équation cubique complète 


axs + ba? + ex + d = 0. (10) 


Si l’on admet que chacun des paramètres a, b, c, d puisse prendre 
90 valeurs (et ce n’est pas beaucoup}, on obtiendra en tout 504 = 
Z 6 «106 combinaisons de ces valeurs. Pour donner les résultats, une 
machine moyenne fonctionnera sans interruption tout un mois (la 
majeure partie de ce temps étant consacrée à l'impression), ce qui 
se matérialisera par une quantité formidable de bandes dont la lon- 
gueur totale atteindra 200 km et le poids 2 tonnes. Un si joli résultat 
vous fera maudire l’heure où l’idée vous est venue de vous occuper 
de ce problème. 

En général, beaucoup de personnes, qui viennent d’assimiler 
les techniques de calcul automatique et qui sont frappées par les 
possibilités des ordinateurs, tendent à obtenir la quantité maximale 
de résultats numériques en partant du principe (bien naïf d’ailleurs) : 
« Plus il y a de résultats, plus abondante est l'information et, donc, 
plus grand le profit ». Or, assez souvent, ces personnes finissent par 
se noyer dans les chiffres, et le problème d'’en tirer la conclusion 
utile peut être plus compliqué que le problème initial. On pense 
malgré soi à cet apprenti sorcier d’une légende médiévale qui, son 
maître étant sorti, évoqua un djinn et lui ordonna d'apporter de 
l’eau ; le malheureux faillit mourir noyé, ne sachant que faire pour 
arrêter le trop zélé serviteur. C'est pourquoi nous estimons que 
R. Hamming a raison d’insister dans ses Vumerical Methods sur la 
thèse suivante: « Avant de s’attaquer à un problème, pense à la 
façon dont tu vas utiliser sa solution ». 

Revenons à l'équation (10). En réalité, la situation n'est pas 
aussi déplorable. Avant tout, divisons les deux membres de l’équa- 
tion par a: 


SA rs 
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Ensuite, effectuons la substitution x — y + &, en choisissant « 
tel que le terme contenant l’inconnue à la puissance deux disparaisse. 


et nous arrivons à l'équation (vérifiez!) 


6 c b2 d bc 2b3 
ÿ+ py+q=0, où p=——s, = — 25 TT 57e 


La substitution y—f$z nous donne 
B°z% + pfz+qg—0, c'est-à-dire P+ Tr —0. 
En choisissant B—Y/g on aboutit à l’équation 
2 Lrz+1—0, où r = pq 3. (11) 


L'idée de ces transformations est claire: on fait diminuer gra- 
duellement le nombre de paramètres de l'équation pour arriver 
finalement à l’équation (11) qui ne contient qu'un seul paramètre 
r représentant une combinaison des paramètres initiaux. Le calcul 
des valeurs de r selon ces paramètres ne nécessite que des opérations 
arithmétiques simples et la table des racines cubiques. La table de 
valeurs des solutions de l'équation (11) en fonction du paramètre 
unique r est facile à former à l’aide d’un calculateur, même si ce 
paramètre parcourt 5000 valeurs au lieu de 50. Après avoir trouvé 
la solution z, on trouve facilement la solution x: 


x = fz + & — [(27a%d — Jabc + 2b5)l/3z — b]/3a. 


On voit que la solution prend la forme de deux tables (table 
des racines cubiques et table de z (r)) à une entrée chacune, ce qui 
est bien plus simple qu’une table à quatre entrées. 

Le problème de diminution du nombre de paramètres peut se 
poser également lorsqu'on résout une équation différentielle conte- 
nant des paramètres. Un exemple de ce genre a été examiné au 
$ VIII.10, où le problème de la résolution de l’équation (VIIT.69). 
avec les conditions initiales (VIII.70) qui contenait cinq paramètres 
(vu que la solution elle-même représente une fonction de #, il nous 
faut, pour représenter cette solution, une table à six entrées!) a été 
ramené par des homothéties au problème (VIII.71) ne contenant 
que deux paramètres (VIII.72). 

Un autre exemple nous est offert par la résolution de l’équation (7) 
sans paramètres, avec les données initiales arbitraires 


y (to) = Yo Y” (to) = Y- 
Il paraît de prime abord que la solution peut être représentée à 
l'aide d’une table à quatre entrées, puisque les paramètres to, Yo, W 
et la variable indépendante x peuvent prendre des valeurs quel- 
conques. Toutefois, le nombre d'entrées peut être sans difficulté 
réduit à trois. En effet, l’équation (7) ne contient pas x, ce qui veut 
dire qu'elle est invariante par la transformation x — x + const. 


Cela donne & — — 2 : 
3a 
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Pour cette raison, outre la solution y — g (x), l'équation (7) admet 
comme solution y — g(x + C) pour tout C. Or, cela signifie que 
la solution y n’est pas fonction de x et x, pris isolément mais de 
leur combinaison x — x, : 


y = PT —Xo; Vos Yo)- (12) 


Ainsi, il suffit de construire une table à trois entrées y = 4 (x; yo, y) 
pour résoudre l'équation (7) avec x, — 0; ceci fait, d’après la for- 
mule (12), on trouve la solution pour x, quelconque. 

Dans ce dernier exemple, on a réduit le nombre d'entrées de la 
table complète de la solution en indiquant le groupe de transforma- 
tions x — x + C par rapport auquel l'équation examinée est inva- 
riante (pour la notion de groupe de transformations, voir le $ XIV.4). 
Cela signifie également que l’ensemble de graphiques de toutes les 
solutions est invariant par rapport aux translations le long de l’axe 
des x: chacun des graphiques devient par translation le graphique 
d’une autre solution. Chose intéressante, nous sommes arrivés à 
cette conclusion en analysant l'équation elle-même, sans connaître 
ses solutions. 

Il se trouve que la connaissance du groupe continu de transforma- 
tions (transformations qui dépendent d’un ou de plusieurs paramètres 
continus) qui laissent invariante l'équation différentielle donnée 
permet toujours de réduire le nombre d'entrées dans la table complète 
de sa solution. Malheureusement, ces groupes sont difficiles à décou- 
vrir et on n’est mis parfois sur la piste que par des considérations 
d'ordre physique (comme par exemple pour le groupe de transla- 
tions dans le temps dans le cas d’un système autonome). 

N'épargnez pas votre temps, cher lecteur, lorsqu'il s’agit de 
réduire le nombre de paramètres d’un problème. Premièrement, 
cela diminue le volume de calculs et rend les résultats plus palpables 
(par exemple, si un paramètre admet 20 valeurs, son absence réduit 
de 20 fois Les calculs et le volume des tables générales). Deuxième- 
ment, les combinaisons de paramètres, obtenues à la suite de la 
transformation du problème, ont souvent un sens profond lié à la 
nature physique du phénomène. 

Parfois, lorsqu'on a recours aux ordinateurs, il serait bon de 
changer d’une façon essentielle le schéma de résolution adopté. 
Par exemple, en calculant l'intégrale 


= | f (M) dR 
(Q) 
étendue au domaine (Q) d’une configuration compliquée qui a la 
dimension élevée, il vaut mieux abondonner les formules de quadra- 
ture du type de la formule de Simpson ($ 1.1) au profit d'une méthode 
basée sur l'interprétation de l'intégrale en tant que moyenne arithmé- 
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tique de la fonction. On choisit au hasard dans le domaine (Q) des 
points M,, M,, ..., My (à cette fin, la machine est munie de 
générateurs de nombres aléatoires assimilés aux coordonnées de ces 
points) et on suppose que 


IR + Li (Ma) + f (Ma) + FM. 


Si NV est élevé (cela est possible si l’on opère à la machine), la préci- 
sion de cette formule est pratiquement acceptable. Cette méthode 
est l’une des plus simples manifestations de la méthode générale 
mécanique par essence, connue sous le nom de méthode de Monte- 
Carlo *), dans laquelle la quantité cherchée est mise sous forme de 
moyenne d’une certaine variable aléatoire ($ XIII.7), et la moyenne 
est remplacée par la moyenne arithmétique de réalisations de cette 
variable lors de nombreuses épreuves indépendantes. 

Le problème des erreurs d’arrondi acquiert dans le calcul méca- 
nique une importance capitale. Si dans une longue chaîne de calculs 
les opérations suivantes partent toujours des résultats des opérations 
précédentes, les erreurs d’arrondi peuvent atteindre des valeurs telles 
qu’à partir d’un certain moment on n'aura affaire qu’à des erreurs. 


« 


Citons à l’appui un exemple très heureux emprunté à un livre 
fort intéressant de I. Babuska, E. Vitäsek et M. Prâger intitulé 
« Numerical Processes in differantial Equations ». En calculant 
l'intégrale 


1 
In=<+ | 'e dx (n—0,1,2, ...), (43) 
0 
il est facile d'établir, en intégrant par parties, que 
li=isnl,s (n21,2;9; 5): (14) 
En outre, 
1 
1=+ | da + (e—1)=1— 220,682. (45) 


0 


Les formules (14) et (15) permettent de calculer successivement 
I, =1—11,, I, — 1 —21,, etc. Ci-dessous nous donnons les 
valeurs de 11 calculées avec trois décimales: 


n 0 1 2 5) 4 5) 6 7 8 
IÎ 0,632 0,368 0,264 0,208 0,168 0,160 0,040 0,720 —4,760 


n 


Les résultats deviennent tout simplement absurdes, car de la rela- 
tion (15) on voit clairement que 2,>1 >, > ...>=t(. 


*) Le principe de la roulette, qui fait la triste gloire de la maison de jeu 
de Monte-Carlo, est justement basé sur des épreuves aléatoires indépendantes. 
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L'origine de l'erreur est évidente : lors du calcul de ZT, l'erreur d’ar- 
rondi sur Z, se voit multipliée par 1-2:-3 ... n, mais, étant donné 
que la valeur exacte de J, est limitée (elle tend même vers zéro pour 
n — ow), l'erreur relative grandit rapidement. Le calcul avec un 
orand nombre de chiffres, qui est spécial à un calculateur, redresse 
un peu la situation mais pas pour longtemps; ainsi, en travaillant 
avec neuf chiffres significatifs, les résultats deviennent absurdes 
à partir de nr — 14. Si l’on répète les calculs avec un nombre difté- 
rent de décimales, on établit le degré de certitude des calculs précé- 
dents. 

Or, on remanie aisément les calculs de sorte que les erreurs dimi- 
nuent au lieu de s’accroître. À cette fin, il suffit de récrire la rela- 
tion (14) en remplaçant n par n +1: 

In= y (Int), 
et de calculer Z, en allant de nr grands vers n petits et en supposant 
égal à zéro un Z, « de départ ». Aïnsi, en posant /,, —0,on a 


n 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
I 0,100 0,100 0,112 0,127 0,146 0,171 0,207 0,264 0,368 0,632 





Des calculs plus précis montrent que Z9 — 0,092, J3 — 0,101, tous 
les autres résultats étant vrais. 

Les erreurs d’arrondi dans le calcul des intégrales et la résolution 
des équations différentielles amènent parfois à des paradoxes: pour 
améliorer la précision, nous diminuons le pas, donc augmentons 
le nombre d'opérations, ce qui dans une méthode instable renforce 
la contribution des erreurs d’arrondi et fait croître l'erreur totale. 
Ne l’oubliez pas si vous travaillez sur une machine à calculer. 

Ainsi, cher lecteur, nous vous conseillons d'utiliser plus résolu- 
ment les machines à calculer électroniques. Effectuez vous-même 
tous les calculs que nécessitent les problèmes que vous êtes en train 
de résoudre. Un opérateur à qui échappe le caractère spécifique du 
problème (à moins qu'il ne soit un coauteur) fera beaucoup de tra- 
vail inutile, ne saura quitter au moment opportun le chemin erroné 
choisi, ne pourra faire usage de son intuition physique ni de l’estima- 
tion approchée, et le résultat s’en ressentira. 

Et enfin, n'oubliez pas une autre idée maîtresse de Hamming: 

« Le but des calculs est la compréhension, non pas les nom- 
bres ». 

Tous les résultats des calculs doivent recevoir une interprétation 
physique ; ils doivent mettre en évidence les tendances et les influ- 
ences existantes, et le travail sera couronné par la création d’une 
théorie approchée d’interpolation à coefficients obtenus par des 
calculs précis. Même si ce but n’est pas toujours atteint, qu'il vous 
serve de point de mire! 
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MACHINES À CALCULER ÉLECTRONIQUES 


Exercice 


[Ch, XV 


Indiquer le groupe de transformations qui laisse invariante l'équation 


y" = f (x, y") et le nombre d'entrées nécessaires pour dresser la table de sa 
solution générale. 


$ 3 


1. 10011100001111; —1/11 — —0,010101 . 
2e 


Réponses et solutions 


539 AOTL. 





1. Ici et plus loin on n'indique qu'une des variantes possibles: 


4 
4) + 9 
2) IMP 9, 
3) X î 
4) IMP 10, 
9) BR 8 
6) ARRET, 
7) 1, 
8) 999, 
9) 0. 

2. 1) + u 
2) 

3) e 10 
4) BR 8 
9) IMP 10, 
6) ARRET, 

7) 1, 

8) 99, 

9) 4, 

10) 0. 

3. 1) + 18 
2). : 19 
3) + 20 
4) + 18 
9) : 19 
6) + 21 
7) BR 24 
8) — 21 
9) X 21 
nr à 
1) + 
42) + 22 
13) : 22 


7 
9 


9, 
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14) IMP 22, 
15) ARRET, 
16) 2, 


, 
? 
? 


1 


19 
01, 
,99, 
00. 

Dans la seconde variante, les trois derniers paramètres initiaux doivent 
être remplacés par 0,001, 1,999 et 3000 respectivement ; c’est la machine qui 
se chargera du reste! Il n’est pas difficile d'écrire une autre variante du prô- 
ogramme dans laquelle, lors du changement du pas, il ne faudrait remplacer 
qu'un seul paramètre initial. 

4. 1) IMP 22, 


4 
1 
1 
0 
2) 0 
1 
0 
1 
3 


2) IMP 23, 
3) X 23 23 29, 
4) — 24 29 29, 
5) X 29 25 30, 
6) + 23 30 30, 
7 + 22 925 22, 
8) x 22 22 24, 
d), 30 30 30, 
10) — 24 30 30, 
11) + 29 30 29, 
12) X 29 26 29, 
13) + 23 29 93, 
14) X 22 927 29, 
15) {} 29 29, 

16) BR 0 29 18, 
17) BR 0 O0 3, 


$ 5 
Le groupe à deux paramètres y > y Ci + Co Si z = (x; to, 20) 
est solution de l'équation z° = f (x, z) pour la condition initiale z (xs) = 2, 
la solution de l’équation donnée pour les conditions initiales y (xs) = yo, 
y" (to) = Yo: Y” (to) = yo est de la forme 
X S 


y = yo + Yo(z—%0) + | ds | PS3 os Yo) = Yo + Vo (x — To) + Ÿ (x; To, 76); 
X0 X0 
ce qui veut dire qu'il suffit d’avoir une table à trois entrées pour . 
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Action 461 
- parallèle 584 
Addition des vecteurs 290 
Adresse 585 
Algorithme 581 
Analyse 
harmonique 536 
spectrale 536, 561-565 
Anticommutativité 360 
Antiparticule 190, 383 
Application linéaire 304 
Approximation 
d’ordre zéro 27 
première 28 
Argument du nombre complexe 149 
Arrêt 587 


Base 292, 309 

Battements 234 

Bêtatron 407 

Bit 583 

Boucle 589 

Branchement de programme 592 


Calcul des probabilités 474-526 
Calcul des variations 415, 422 
Carte perforée 584 
Cavitation 355 
Cellule 581 
Centre de masse 365 
Centre (point singulier) 244 
Chaînette 435 
Champ 8314 
à circulation nulle 394 
électrique 328, 348 
électromagnétique 405 
électrostatique 328 
de forces 319 
irrotationnel 394, 408 
magnétique 400 
non stationnaire 8314 
plan 315 
plan et parallèle 315 
potentiel 393 
scalaire 314 
solénoïdal 403 
stationnaire 107, 314 
à symétrie centrale 318, 327, 343, 349 
vectoriel 314, 341 
de vitesse 324, 345, 391 
Choix graphique des formules 53-59 
Circulation 321, 385 
Code 585 
Coefficient de corrélation 517 
Col (point singulier) 244 
Combinaison linéaire 217-218, 291 
Commutativité 360 


Composante 
tangentielle 302 
du vecteur 292 


Condensateur 337 
Condition initiale 208, 221, 276 
Conditions 


de Cauchy-Riemann 169 
initiales, problème de 276 
aux limites 276 
Constante 
de Boltzmann 56, 496 
d’Euler 93 
réduite de Planck 266, 463, 496 
Coordonnées 
généralisées 142 
cartésiennes 292 
Corde 418 
Corrélation 516 
coefficient de 517 
Couche limite 281 
Coupure 176 
Courant 
complexe 161 
de déplacement 405 
ligne de 
tube de 354 
Courbe 
intégrale 207 
orientée 319 
point isolé 130 
— ordinaire 130 
— singulier 130 
Courbure 301 
Critère 
intégral de Cauchy 87 
de Leibniz 88 
Critères 
de convergence des séries 86-88 
de similitude 285 
Cycloïde 432 


Débit de la source 341 

Décomposition du vecteur 291 

Définition paramétrique d’une fonction 115 

Degrés de liberté 142 

Densité 
de répartition des probabilités 504 
spectrale 533, 542 

Dépassement de capacité 587 

Dérivation des fonctions connues par une 

table 43-47 


Dérivée 
d’une fonction définie paramétrique- 
ment 115 


— implicite 116 
partielle 104 

— croisée 108 

— du deuxième ordre 107 
totale 106 

d’un vecteur 296 
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Désintégration radioactive 498 
Déterminant 249 

du système 249 
Diagramme de phases 163 
Différence 

centrale 39 

première 39 

seconde 39 
Différentielle 

de masse 132 

totale 104 
Dimension de l’espace 309 
Dipôle 202, 

moment 202, 339 
Discontinuité de première espèce 553 
Dispersion 

de Poisson 500, 501 

relations de 548 
Distribution des nombres premiers 521 
Distributions (fonctions) 570 
Divergence 342, 343 
Domaine 132 

mesure 135 

multiplement connexe 410 

simplement connexe 410 


Ecart quadratique moyen 510 
Elément 
de masse 132 
de volume 132 
Energie 
cinétique 300, 380 
potentielle 321 
totale 323, 368 
Enthalpie 42 
Entrée, paramètres d’ 579 
Entropie 494 
Enveloppe 122 
Equation 
caractéristique 218, 252 
de continuité 346 
aux dérivées partielles 207 
différentielle 206 
— aux dérivées partielles 206 
—, formules approchées 255 
— linéaire 210-236 
— — homogène 210, 217 
— — non homogène 211, 222, 229 
— ordinaire 206 
—, point singulier 2438 
— du premier ordre 206 
—, résolution numérique 267-275 
— de Riccati 271 
— du second ordre 217, 273 
—, solution asymptotiquement stable 
au sens de Liapounov 236, 254 
—, — non perturbée 236 
—, — particulière 208 
—, — perturbée 236 
— à variables séparables 209 
d’Euler 430, 438 
finie 27 
intégrale 256 
de Laplace 169, 348, 395 
de liaison 440 
des oscillations 217, 222, 240 
de Poisson 348 
de Riccati 271 
Equations de Maxwell 405-408 
Espace 
complexe 310 
euclidien 309 
de Hilbert 567 
à une infinité de dimensions 309 
à À dimensions 142 


Espace 

pseudo-euclidien 310 

réel 310 

vectoriel 307-310 

—, dimension 309 
Evénements indépendants 478 
Extrapolation 38, 56-57 
Extrémum 

avec contraintes 450-452 

de la fonction 125 

de la fonctionnelle 425 

frontière 450 

libre 440 

lié 440, 443 


Fluctuation locale 494 
Flux du vecteur 325, 341 
Fonction(s) 
analytique 168 
définie paramétriquement 115 
de Dirichlet 570 
d'erreur 14 
extrémum 125 
de Green 194 
harmoniques 169, 349, 395 
— conjuguées 170 
image 196 
implicite 112 
—, dérivée 116 
d’influence (de Green) 194 
de Lagrange 461 
multiforme 175 
original 196 
orthogonales 567 
de point 314 
rapidement oscillantes 81-84, 554 
— variables 71-79 
de transfert 545 
unité 198 
valeur moyenne 133 
Fonctionnelle 423 
extrémum 425 
linéaire 424 
non linéaire (quadratique) 424 
variation 424 
Forme 
quadratique 127 
MPPROMERQUE du nombre complexe 


Formule 
asymptotique 63 
de Bessel 42 
de Cardan 29 
empirique 48 
d’Euler 155 
de Newton 41 
d'Ostrogradski 342 
de Simpson 17 
de Stirling 80-81 
de Stokes 389 
Formules approchées de résolution d’équa- 
tions différentielles 255-263 
Foyer 245 


Glissement, mouvement de 399 
Gradient 313 

Groupe de transformations 550, 599 
Gyroscope 376 


Hamiltonien 390 
Hyperplan 308 
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Image 196, 548 
Impédance 164 
Impulsion unité (fonction) 190 
Indice muet 303 
Instruction 585 
Intégrale 
de Bernoulli 353 
convergente 64, 68 
curviligne 135 
divergente 64, 65, 68, 98 
double 135 
fonction d’un paramètre 95-99 
de la fonction d’une variable complexe 
171-176 
de Fourier 233, 554 
impropre 63-71 
—, calcul numérique 69 
— régulièrement convergente 96 
— uniformément convergente 97 
de ligne 319 
multiple 135 
première 247 
de probabilité 489, 526 
propre 63 
de Riemann 204 
de Stieltjes 203 
suivant la mesure 204 
triple 135 
de volume 132 
Intégrateur 580 


Intégration 
des fonctions connues par une table 


numérique 14-19 
— des foncions rapidement oscillantes 
81-84, 554 

— — — variables 71-79 
Intensité du champ magnétique 400 
Interpolation 38, 56 

linéaire 40 

quadratique 41 
Invariant adiabatique 265 
Isocline 209 
Isotropie 310 


Ligne 

de courant 324 

de force 171, 323 

vectorielle 323, 341 
Lignes 

de niveau 111, 318 

de rotationnel 393, 399 
Logarithme du nombre complexe 158 
Loi(s) 

d’Archimède 352 

de Biot et Savart 404 

de causalité 545 

de conservation de la parité 383 

de Coulombh 328, 369 

de Képler 367, 370, 371 

de Kirchhoff 164 

de linéarité 196 

de Newton 323, 365, 369 

normale 515 


Machine(s) à calculer 
analogique 579 
électroniques 578 

Membrane 438, 462 

Mémoire 581 


d 
d’Adams 270 


Méthode 
d’Aitken 30 
des approximations successives 29 
des coefficients indéterminés 259 
convergente 30 
d’Euler 267 
divergente 30 
par itérations 29, 256 
des moindres carrés 49 
de Monte-Carlo 600 
de Newton 28 
des perturbations 32 
du petit paramètre 32, 260 
de Ritz-Galerkin 465 
de la tangente 28 
des trapèzes 15 
ed directes de calcul des variations 


Minimax 127 
Modulation 

d’amplitude 573 

de fréquence 573 
Module 

du nombre complexe 149 

du vecteur 289 
Moment 

cinétique 366 

du dipôle 339 

d’inertie 374 

de rotation 366 

du vecteur 364 
Mouvement fini (infini) 868-369 
Multiplicateur de Lagrange 441 
Multiplication d’un vecteur par un sca- 

laire 291 


Nœud d’une courbe 130 

Nœud (point singulier) 243 

Nombre de degrés de liberté 142 

Nombre imaginaire 152 
pur 152 

Nombre(s) complexe(s) 148 
argument 9 
conjugué(s) 151 
extraction de racine 158 
forme exponentielle 155 
— trigonométrique 149 
module 149 

Normale principale 301 

Norme d’une fonction 567 

Numération binaire 582 


Ondes, paquet d° 559 
Opérateur 196 
arithmétique 581 
de Fourier 548 
d’Hamilton 390 
de Laplace 348 
« nabla » 399 
Ordre du tenseur 305 
Organe de commande 581 
Original 196, 
Oscillations 
forcées 222, 229 
harmoniques 161, 220 
libres (propres) 167, 217-221 


Paramètre 95, 115 
Partie 
imaginaire 148 
réelle 148 
Pas de la table 38 
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Permutation circulaire 384, 387 
Phénomène de Gibbs 564 
Plan osculateur 302 
Point 
de branchement 176 
elliptique d’une surface 129 
hyperbolique d’une surface 129 
isolé d’une courbe 130 
mémoire 584 
d’observation 194 
ordinaire d’une courbe 130 
parabolique d’une surface 129 
de ramification 176 
singulier d’une courbe 130 
— d’une équation différentielle 243 
Pôle 179 
Potentiel 323, 329, 393, 408 
centrifuge 369 
effectif 370 
Pression 351 
Principe 
de conservation de la parité 383 
de Fermat 453-454 
d’incertitude 558 
de la moindre action 461 
de superposition 196 
variationnel 453 
Probabilité 474 
Probabilités composées, règle des 477 
Problème 
de Cauchy 277 
de Didon 443 
d’interpolation 16 
isopérimétrique 444 
Processus 
autonome 253 
irréversible 495 
Produit 
mixte 362 
scalaire 294, 566 
tensoriel 306 
vectoriel 360, 381, 
— double 362 
Programmation 587 
Programme 586 
Projection du vecteur 292 
Pseudo-scalaire 384 
Pseudo-vecteur 383 
Puissance imaginaire 154 
Puits 341 


383-384 


Racine 
multiple 160 
du nombre complexe 158 
Règle 
de d’Alembert 86 
de Lenz 407 
du parallélogramme 290 
de la vis à droite 359 
Répartition normale des probabilités 515 
Résidu 180 . 
Résolution numérique 
d'équations différentielles 267-275 
—— finies 27-35 
Résonance 236 
paramétrique 267 
Rotationnel 388, 397 
Ruban perforé 584 


Scalaire 289 

Série 
absolument convergente 88 
alternée 88 
convergente 85 


Série 
divergente 85 
de Fourier 562 
harmonique 88 
de Laurent 180 
non absolument convergente 88 
numérique 85 
de Taylor 123 
Simulation 286, 580 
Singularités de l'intégrale 62 
Sinus intégral 14 
Solution 
asymptotiquement stable au sens de 
Liapounov 236, 254 
non asymptotiquement stable 237 
non perturbée 33, 236 
particulière 208 
somme 
alternée 24 
intégrale 132 
partielle 85 
Spectre 
continu 533 
discontinu 533 
de la fonction 533 
du problème 278 
Stabilité 252, 279 
ÉVOLUE au sens 
au sens de Liapounov 253 
Surface 
de niveau 317 
orientée 325 
Symbole de Kronecker 377 
Système 
autonome 253 
orthogonal complet de fonctions 568 
Systèmes différentiels 245, 251 
fermés 2 
Température 497 
Temps caractéristique 283 
Tenseur 305 
antisymétrique 381 
axes principaux 379 
des contraintes élastiques 380 
forme diagonale 379 
d'inertie 377 
symétrique 379 
unité 377 
Théorème 
de Cauchy 173 
de Gauss 331 
Tourbillon 388 
vecteur 388 
Trace du tenseur 382 
Transformée de Fourier, 548 
Translation 289-290 
Tube de courant 354 
Tube électronique 119-121 


de Liapounov 


Unité imaginaire 148 


Valeur initiale 276 
moyenne de la fonction 133 
principale de l’intégrale 547 
stationnaire 416 
Valeurs de l’argument 39 
Variable aléatoire 493, 508 
Variance 508 
Variation 
adiabatique 264 
de la fonction 424 
de la fonctionnelle 424 
Variété 
à k dimensions 142 
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Variété 


à plusieurs dimensions 142 


Vecteur 289 


aire 351 

axial 383 

coefficients cartésiens 292 
composantes 292 

dérivée 296 

généralisé 309 

glissant 363 

module 289 

moment 364 

nul 291 

polaire 383 

d’une surface plane 326, 342 
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Vecteur 
tourbillon 388 
unité 292, 309 
vitesse angulaire 363 
vrai 383 
Vecteurs linéairement dépendants 291 
Virgule flottante 583 
Vitesse 
de groupe 485 
locale de variation du champ 107 
massique 375, 346 
de phase 458 
de transfert 107 
de variation du champ 104 


